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文艺 复兴 以 来 ,源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 
个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ;也 正 是 这 样 的 优势 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 辈 
出 、 独 领 风骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 学 科 中 
的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科 学 著作 ， 不 仅 璧 划 了 研究 
的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规范 ， 又 目 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流 
逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信 息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 益 
迫切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显 
得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 发 展 的 
几 十 年 间 积 省 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计算 机 教材 
将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 流 
大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 将 工 
作 重 点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我们 与 Pearson、McGraw- 
Hill、Elsevier、MIT、John Wiley & Sons、Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 和 良好 的 合作 关 
系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum、Bjarne Stroustrup、Brian W. 
Kernighan、 Dennis Ritchie、Jim Gray、Afred V. Aho、 John E. Hopcroft、 Jeffrey D，Ullman、 
Abraham Silberschatz、 William Stallings、Donald E. Knuth、 John L. Hennessy、 Larry LL. 
Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 
及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 和 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 相助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 中 肯 
的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳 苗 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 中 国 
的 传播 ， 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 500 个 品种 ， 
这 些 书 籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 
“经 典 原 版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 图 
书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 
教育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反 
馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公 司 欢 迎 老 师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 
建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 : www. hzbook. com 

电子 邮件 ， hzjsj@ hzbook. com 

联系 电话 : (010)88379604 

联系 地 址 ， 北 京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 ] 号 
邮政 编码 ，100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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Kenneth H. Rosen 所 著 的 《离散 数学 及 其 应 用 ) 包 括 计 算 机 专业 学 生 必须 掌握 的 数学 基础 知 
识 ， 并 且 给 出 了 许多 应 用 离散 数学 解决 现实 问题 的 应 用 实例 ， 一 些 知识 点 给 出 了 相关 的 历史 背 
景 知识 ， 配 有 大 量 计算 、 研 究 和 实践 题目 及 推荐 参考 读物 。 全 书 内 容 全 面 ， 由 浅 入 深 ， 通俗 易 
懂 ， 被 全 球 很 多 大 学 使 用 ， 是 一 本 非常 优秀 的 教材 。 

本 书 现 在 是 第 8 版。 作者 在 每 一 版 中 都 对 内 容 的 组 织 和 安排 做 了 精心 的 修正 ， 加 入 了 许多 
离散 数学 知识 的 应 用 实例 。 国 内 的 许多 高 校 都 采用 这 本 书 作为 教材 ， 不过， 本 书 篇幅 较 长 ， 部 
分 学 生 感觉 使 用 有 困难 。 为 了 将 这 本 优秀 教材 介绍 给 更 多 国内 的 学 生 ， 我 们 在 保留 原作 写作 风 
格 的 前 提 下 ， 再 次 对 教材 内 容 进行 删 减 以 适合 国内 学 生 使 用 和 阅读 。 

同 以 前 的 删 减 一 样 ， 我 们 保留 了 逻辑 和 证 明 、 基 本 结构 、 计 数 和 高 级 计数 技术 、 关 系 、 
图 、 树 和 布尔 代数 等 内 容 。 原 书 中 的 第 3、4、5、7、13 章 在 其 他 课程 中 已 有 讲授 或 单独 作为 
一 门 课 程 讲授 ， 因 此 我 们 在 本 科教 学 版 中 删除 了 这 些 内 容 。 

第 8 版 原 书 的 练习 题 已 达 4200 多 道 ， 其 中 包括 每 节 后 帮助 学 生 掌握 基本 概念 的 练习 题 ， 
每 章 后 的 复习 题 、 补 充 练习 题 、 计 算 机 编程 题目 、 计 算 和 探索 题目 ， 以 及 需要 查阅 课外 资料 扩 
展 学 习 的 写作 题目 。 题目 按 难 易 程度 分 级 ， 分 为 简单 的 、 难 度 适 中 的 和 难度 较 大 且 富 有 挑战 性 
的 各 种 问题 。 在 保留 的 章节 中 ， 我 们 删 去 了 每 节 后 练习 中 的 偶数 题 , 保留 奇数 题 。 每 章 的 章 末 ” 
资料 (包括 关键 术语 和 结论 、 复 习题 、 补 充 练习 、 计 算 机 课题 、 计 算 和 探索 、 写 作 课 题 ) 改 为 在 
线 (www. hzbook. com) 提 供 ， 在 压缩 篇 幅 的 同时 最 大 限度 地 保留 原 书 的 特色 和 风格 。 关 于 一 些 
知识 点 的 历史 背景 知识 也 是 极 好 的 内 容 ， 但 为 了 减少 篇 幅 ,, 未 做 保留 。 

本 科教 学 版 力求 保持 原 书 的 特点 ， 并 符合 本 科 离 散 数 学 教学 大 纲 的 要 求 ， 可 用 于 离散 数学 
教学 和 课外 学 习 。 为 了 更 好 地 学 习 离 散 数 学 ， 建 议 读者 阅读 完整 版 。 

感谢 原 书 作 者 Kenneth H. Rosen 教授 和 McGraw-Hill 出 版 社 的 授权 ， 感 谢 机 械 工 业 出 版 社 
的 努力 ， 使 更 多 国内 的 学 生 可 以 使 用 这 本 优秀 教材 。 感 谢 同行 和 读者 提出 的 宝贵 建议 。 由 于 本 
科教 学 版 删 去 了 部 分 内 容 ， 难 免 会 给 读者 的 阅读 造成 一 定 影响 ,欢迎 广大 师 生 和 读者 提出 宝贵 
意见 。 
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从 在 路 边 小 摊贩 处 扫 码 完成 支付 到 为 黑洞 拍摄 第 一 张 照 片 ， 再 到 各 类 世纪 工程 的 竣工 ， 这 
一 切 进 步 与 奇迹 的 背后 都 离 不 开 计 算 机 科学 与 技术 的 飞速 发 展 。 

如 果 你 也 想 为 将 来 的 奇迹 做 出 自己 的 贡献 ， 就 必须 先 了 解 计 算是 什么 、 计 算 机 的 工作 原理 
是 什么 、 计 算 机 是 如 何 解 题 的 等 问题 。 你 需要 学 习 的 第 一 门 基础 课 就 是 离散 数学 。 什 么 是 离散 
数学 ? 离散 数学 是 致力 于 研究 离散 对 象 的 数学 分 文 。 说 得 更 通俗 一 点 ， 就 是 利用 计算 机 进行 问 
题 求 解 时 ， 一 切 问题 背后 的 原理 性 东西 均 属 于 离散 数学 的 范畴 ， 或 者 说 离散 数学 就 是 计算 机 科 
学 的 数学 语言 。 

离散 数学 一 直 被 IEEE-CS 和 ACM 认定 为 计算 机 专业 最 核心 的 课程 ， 也 是 我 国 计 算 机 科学 
与 技术 专业 的 核心 基础 课程 。 当 你 学 习 这 门 课 程 的 时 候 ， 会 发 现 离散 数学 为 许多 计算 机 专业 课 
程 提 供 了 理论 基础 ， 尤 其 是 为 课程 中 大 量 的 算法 提供 了 基础 。 

本 书 英文 版 自 出 版 以 来 在 北美 发 行 超过 450 000 册 ， 目 前 已 经 被 翻译 成 西班牙 文 、 法 文 、 
葡萄 牙 文 、 希 腊 文 、 中 文 、 越 南 文 和 韩文 等 ， 在 世界 各 地 发 行 数 十 万 册 。 

第 8 版 对 许多 内 容 进 行 了 完善 、 更 新 、 补 充 和 润色 ， 所 有 这 一 切 都 是 为 了 使 本 书 成 为 现代 
离散 数学 课程 的 更 加 有 效 的 教学 工具 。 本 书 清 晰 地 介绍 并 展示 了 离散 数学 中 的 概念 和 技术 ， 行 
文 流畅 ， 通 俗 易 懂 。 书 中 包含 大 量 有 趣 而 实用 的 例子 ， 吸 引 读者 广泛 好 奇 心 的 推荐 读物 ， 以 及 
帮助 读者 掌握 离散 数学 的 概念 和 技巧 的 丰富 练习 题 ， 为 计算 机 科学 学 生 将 来 的 学 习 提 供 了 一 切 
必需 的 数学 基础 。 此 外 ， 本 书 还 提供 了 一 个 非常 有 价值 的 网 站 资源 一 一 在 线 学 习 中 心 (OLC)， 
帮助 学 生 评 估 自 身 学 习 状 况 ， 学习 撰 写 证 明 并 避免 常见 错误 ， 从 各 个 方面 提高 学 生 学 习 和 实际 
解决 问题 的 能 力 ， 引 领 学 生 探索 离散 数学 的 新 应 用 。 

在 本 次 翻译 工作 中 ， 徐 六 通 翻 译 全 书 (完整 版 ) 前 言 、 第 1 章 至 第 4 章 、 附 录 及 推荐 读物 ， 
吴斌 翻译 第 5 章 至 第 8 章 ， 杨 娟 翻译 第 9 章 至 第 13 章 。 由 于 译 者 水 平 所 限 ， 尽 管 已 经 修正 了 
之 前 版 本 中 的 一 些 错误 ， 但 是 难免 还 会 有 不 妥 的 地 方 ， 敬 请 读者 不 音 赐 教 。 


译 者 
2019 年 8 月 于 北京 


前 言 | 


Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


本 书 是 根据 我 多 年 来 讲授 离散 数学 的 经 验 和 兴趣 写成 的 。 对 学 生 而 言 ， 我 的 目的 是 为 他 们 
提供 内 容 准 确 且 可 读 性 强 的 教材 ， 清 晰 地 介绍 并 展示 离散 数学 中 的 概念 和 技术 。 对 于 那些 爱 怀 
疑 的 学 生 ， 我 的 目标 是 展示 离散 数学 的 相关 性 和 实用 性 。 对 于 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 我 希望 
为 他 们 将 来 的 学 习 提 供 一 切 必 需 的 数学 基础 。 而 对 于 数学 专业 的 学 生 ， 我 希望 帮助 他 们 理解 重 
要 的 数学 概念 ， 并 且 意 识 到 为 什么 这 些 概念 对 应 用 来 说 很 重要 。 最 重要 的 是 ， 和 希望 本 书 既 能 达 
到 这 些 目标 ， 又 不 含 太 多 的 水 分 。 

对 教师 而 言 ， 我 的 目的 是 利用 数学 中 行 之 有 效 的 教学 技术 来 设计 一 个 灵活 而 全 面 的 教学 工 
具 : 只 要 有 本 书 在 手 ， 教 师 就 能 迅速 地 从 中 筛选 内 容 ， 以 最 适合 特定 学 生 的 方式 有 效 地 开展 离 
散 数 学 的 教学 工作 。 希 望 我 已 经 实现 了 这 些 目 标 。 

在 过 去 的 30 年 中 ， 本 书 取得 了 极 大 的 成 功 ， 被 世界 各 地 超过 100 万 名 学 生 使 用 ， 并 被 翻 
译 成 多 种 语言 ， 对 此 我 感到 非常 欣慰 。 此 次 第 8 版 所 做 的 许多 改进 ， 正 是 得 益 于 大 量 读者 的 反 
馈 和 建议 。 在 这 些 读者 中 ， 既 有 来 自 北美 600 多 所 学 校 的 师 生 ， 又 有 来 自 全 球 各 地 众多 高 校 的 
读者 ， 他 们 都 曾 将 本 书 成 功用 作 教 材 。 由 于 所 收 到 的 这 些 反 馈 ， 以 及 在 不 断 更 新 中 所 投入 的 大 
量 精力 ， 我 才能 够 在 每 次 升级 时 显著 提高 本 书 的 吸引 力 和 有 效 性 。 

本 教材 是 为 一 学 期 或 两 学 期 的 离散 数学 入 门 课程 而 设计 的 ,适用 于 数学 、 计 算 机 科学 、 工 
程 等 各 类 专业 的 学 生 。 大 学 代数 是 唯一 要 求 的 先 修 课程 ， 不 过 ， 要 想 真 正 学 好 离散 数学 ， 还 是 
需要 有 一 定 的 数学 素养 。 本 书 的 设计 目标 是 满足 各 种 类 型 离散 数学 人 门 课程 的 需求 ， 内 容 高 度 
灵活 且 非 常 全 面 。 我 希望 本 书 不 仅 是 一 本 成 功 的 教科 书 ， 而 且 成 为 学 生 在 日 后 的 学 习 和 职业 生 
涯 中 可 以 参考 的 有 价值 的 资源 。 


离散 数学 课程 的 目标 
离散 数学 课程 有 多 个 目标 。 学 生 应 该 学 会 一 系列 特定 的 数学 知识 并 知道 怎样 应 用 它们 ， 更 
重要 的 是 ， 这 门 诛 应 教会 学 生 怎样 运用 数学 逻辑 思维 。 为 了 达到 这 些 目标 ， 本 教材 特别 强调 数 
学 推理 以 及 问题 求解 的 不 同方 法 。 本 书 中 ,五 个 重要 主题 将 交织 在 一 起 : 数学 推理 ， 组合 分 
析 ， 离 散 结构 ， 算 法 思维 ， 以 及 应 用 与 建 模 。 一 门 成 功 的 离散 数学 课程 应 该 小 心 谨慎 地 融合 并 
平衡 所 有 五 个 主题 。 
e 数学 推理 。 学 生 必 须 理解 数学 推理 以 便 阅 读 、 领 会 并 构造 数学 论证 。 本 书 开篇 即 讨论 数 
理 软 辑 ， 这 为 后 续 讨论 证 明 方 法 打下 了 基础 。 本 书 描 述 了 构造 证 明 的 方法 与 技巧 两 个 方 
面 。 本 书 特别 强调 数学 归纳 法 ， 不仅 给 出 了 这 种 证 明 技 术 的 许多 不 同类 型 的 实例 ， 还 详 
细 地 解释 了 数学 归纳 法 为 什么 是 一 种 有 效 的 证 明 技术 。 
e 组 合 分 析 。 一 个 重要 的 解 题 技 巧 就 是 计数 或 枚 举 对 象 。 本 书 中 关于 枚 举 的 讨论 从 计数 的 
基本 技术 着 手 。 重 点 是 运用 组 合 分 析 方 法 来 解决 计数 问题 并 分 析 算法 ， 而 不 是 简单 地 应 
用 公式 。 
e 离散 结构 。 离 散 数学 课程 应 该 教会 学 生 如 何 处 理 离 散 结 构 ， 即 表示 离散 对 象 以 及 对 象 之 
间 关 系 的 抽象 数学 结构 。 这 些 离散 结构 包括 集合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 有 限 状 态 
机 等 。 
se 算法 思维 。 有 些 类 型 的 问题 可 以 通过 算法 的 规范 说 明 来 求解 。 当 一 个 算法 被 清楚 地 描述 
后 ， 就 可 以 编写 计算 机 程序 来 实现 之 。 该 活动 涉及 的 数学 部 分 包括 该 算法 的 规范 说 明 、 
正确 性 的 验证 ， 以 及 执行 算法 所 需要 的 计算 机 内 存 和 时 间 分 析 等 ， 这 些 在 本 书 中 均 有 盖 


述 。 算 法 将 采用 自然 语言 ” 和 一 种 易于 理解 的 伪 代 码 形式 来 描述 。 

e@ 应 用 与 建 模 。 离 散 数学 在 几乎 每 个 可 以 想到 的 研究 领域 中 都 有 应 用 。 许 多 应 用 涉及 本 书 
提 到 的 计算 机 科学 和 数据 网 络 ， 还 有 一 些 应 用 涉及 更 为 广泛 的 领域 ， 如 化 学 、 生 物 学 、 
语言 学 、 地 理学 、 商 业 和 互联 网 等 。 这 些 是 离散 数学 的 自然 而 又 重要 的 应 用 ， 而 非 人 为 
编造 的 。 用 离散 数学 来 建 模 是 一 项 十 分 重要 的 问题 求解 技巧 ， 学 生 可 通过 一 些 练习 来 上 自 
己 构 造 模型 ， 从 而 掌握 这 一 技巧 。 


本 书 特色 


易 理解 性 。 实 践 证明， 本 书 对 于 初学 者 来 说 是 易 读 易 懂 的 。 书 中 绝 大 部 分 内 容 不 需要 比 大 
学 代数 更 多 的 数学 预备 知识 ， 需 要 额外 帮助 的 学 生 可 以 在 配套 网 站 找到 相应 工具 ， 以 将 数学 素 
养 提 升 到 本 书 要 求 的 水 准 。 书 中 少数 几 处 需要 用 到 微 积 分 知识 的 地 方 都 已 注 明 。 大 多 数学 生 应 
该 很 容易 理解 用 于 表示 算法 的 伪 代 码 ， 无论 是 否 正式 学 过 程序 设计 语言 。 本 书 不 要 求 正规 计算 
机 科学 方面 的 预备 知识 。 

每 章 都 是 从 易于 理解 和 易于 领会 的 水 平 开 始 。 一 旦 详细 介绍 了 基本 数学 概念 ， 就 会 给 出 稍 
难 一 些 的 内 容 以 及 在 其 他 研究 领域 中 的 应 用 。 

灵活 性 。 为 了 便于 灵活 使 用 ， 本 书 做 了 精心 的 设计 。 各 章 对 之 前 章节 的 依赖 程度 都 被 降 到 
最 低 。 每 章 分 成 长 度 大致 相 等 的 若干 节 ， 每 节 又 根据 内 容 划 分 成 若干 小 节 以 方便 教学 。 教 师 可 
以 利用 章节 划分 灵活 地 安排 讲课 进度 。 

写作 风格 。 本 书 的 写作 风格 是 直接 而 又 实用 的 。 书 中 使 用 准确 的 数学 语言 ， 但 没有 采用 过 
多 的 形式 化 与 抽象 ， 在 数学 命题 中 的 记号 和 词语 表达 间 做 了 精心 的 平衡 。 

数学 严谨 性 和 准确 性 。 书 中 所 有 定义 和 定理 的 陈述 都 十 分 谨慎 ， 这 样 学 生 可 以 欣赏 语言 
准确 性 和 数学 所 需 的 严谨 性 。 证 明 则 是 先 由 动机 引入 ， 然 后 再 慢 慢 展开 ， 并 且 所 有 步骤 都 经 过 
了 详细 论证 。 

例题 。 全 书 共有 超过 400 道 例题 ， 用 来 阐述 概念 、 建 立 不 同 主题 之 间 的 关联 以 及 介绍 应 
用 。 在 大 部 分 例题 中 ， 首 先 提出 问题 ， 然 后 再 以 适量 的 细节 给 出 解法 。 

应 用 。 本 书 中 的 应 用 展示 了 离散 数学 在 解决 现实 世界 中 的 问题 时 的 实用 性 。 这些 应 用 涉及 
广泛 的 领域 ， 包 括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 和 
互联 网 。 

算法 。 离 散 数学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表述 ， 故 书 中 多 数 章节 都 介绍 了 一 些 关 键 算法 。 这 
些 算 法 采用 文字 叙述 ， 同 时 也 采用 一 种 易于 理解 的 结构 化 伪 代 码 来 描述 。 对 于 本 书 中 的 所 有 算 
法 ， 都 简要 分 析 了 其 计算 复杂 度 。 

关键 术语 和 结论 。 每 章 最 后 列 出 关键 术语 和 结论 。 关 键 术语 只 列 出 学 生 必 须 学 会 的 那些 ， 
而 非 该 章 中 定义 的 每 个 术语 。 

练习 。 书 中 包含 2000 多 道 练习 题 ， 涵 盖 大 量 不 同类 型 的 问题 。 不 仅 提供 了 足够 多 的 简单 
练习 用 于 培养 基本 技能 ， 还 提供 了 大 量 中 等 难度 的 练习 和 许多 具有 挑战 性 的 练习 。 练 习 的 叙述 
清晰 而 无 歧义 ， 并 按 难 易 程 度 进行 了 分 级 。 练 习 中 还 包含 一 些 特殊 的 讨论 来 展开 正文 中 没有 涉 
及 的 新 概念 ， 使 得 学 生 能 够 通过 目 己 的 努力 来 发 现 新 的 想法 。 

那些 比 平均 难度 稍 难 的 练习 用 一 个 星 号 (* ) 标 记 ， 而 那些 更 具 挑 战 性 的 练习 则 用 两 个 星 号 
(x*% ) 来 标记 。 需 要 用 微 积 分 知识 求解 的 练习 会 明确 指出 。 有 些 练习 的 结果 要 在 正文 中 用 到 ， 
我 们 用 rt 二 符号 来 标识 这 类 题目 。 本 书 最 后 给 出 了 所 有 奇数 编号 练习 的 答案 或 解 题 岗 要 。 答 案 
中 大 部 分 证 明 的 步骤 都 十 分 清晰 。 

复习 题 。 每 章 后 面 都 有 一 组 复习 题 。 设 计 这 些 问 题 是 为 了 帮助 学 生 重点 学 习 该 章 最 重要 的 


昌 ” 原 书 采 用 英语 ， 而 中 译 版 则 采用 汉语 。 一 一 译 者 注 
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概念 和 技术 。 要 回答 这 些 复习 题 ， 学 生 必须 写 出 较 长 的 答案 ， 而 不 是 仅 做 一 些 计算 或 给 出 简 答 。 

补充 练习 。 每 草 后 面 都 有 一 组 丰富 多 样 的 补充 练习 。 这 些 练习 通常 比 每 节 后 面 的 练习 难度 
更 大 。 补 充 练习 旨 在 强化 该 章 中 的 概念 ， 并 把 不 同 主题 更 有 效 地 综合 起 来 。 

计算 机 课题 。 每 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 。 全 书 共 有 大 约 150 道 计算 机 课题 ， 用 于 将 学 
生 在 计算 和 离散 数学 中 所 学 到 的 内 容 联 系 起 来 。 对 于 那些 从 数学 角度 或 程序 设计 角度 来 看 难度 
超过 平均 水 平 的 计算 机 课题 ， 我 们 用 一 个 星 号 (* ) 标 记 ， 而 那些 非常 具有 挑战 性 的 题目 则 用 两 
个 星 号 ( x*x* ) 标 记 。 

计算 和 探索 。 每 章 后 面 都 有 一 组 计算 和 探索 性 的 问题 ， 共 有 大 约 120 道 。 完 成 这 些 练习 需要 
借助 现 有 的 软件 工具 ， 诸 如 学 生 或 教师 自己 编写 的 程序 ， 或 像 Maple 或 Mathematica 这 样 的 数学 
计算 软件 包 。 这 些 练习 大 多 为 学 生 提供 了 通过 计算 来 发 现 一 些 新 事实 或 想法 的 机 会 。( 其 中 一 些 
练习 在 配套 的 在 线 练习 册 《 探 索 离 散 数 学 》(Exploring Discrete Mathematics) 中 也 有 讨论 。) 

写作 课题 。 每 章 后 面 都 有 一 组 写作 课题 ， 要 完成 这 类 题目 ， 学 生 需 要 参考 数学 方面 的 文 
献 。 有 些 题目 本 质 上 是 关于 历史 知识 的 ， 需 要 学 生 查 找 原始 资料 ; 其 他 题目 则 将 带领 学 生 通 往 
新 内 容 和 新 思想 。 这 些 练习 旨 在 向 学 生 展 示 正 文中 没有 深入 探讨 的 想法 ,通过 把 数学 概念 和 写 
作 过 程 结 合 起 来 ， 帮 助 学 生 面 对 未 来 可 能 的 研究 领域 。( 在 网 络 版 或 印刷 版 的 4 学 生 解 题 指南 》 
(Student ' s Solutions Guide) 中 可 以 找到 为 这 些 题目 准备 的 参考 文献 。) 


教 辅 资源 ° 

《学 生 解 题 指 南 》。 这 本 可 以 单独 购买 的 学 生 手册 包含 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 .这些 
解答 解释 了 为 什么 要 用 某 种 特定 的 方法 以 及 为 什么 这 种 方法 管用 。 对 于 有 些 间 题 ， 还 给 出 了 一 
两 种 其 他 可 能 的 解法 ， 以 说 明 一 个 问题 可 以 用 多 种 不 同方 法 来 求解 。 指 南 的 内 容 还 包括 : 为 每 
童 后 面 的 写作 课题 推荐 的 参考 文献 ， 关 于 如 何 撰写 证 明 的 指南 ; 在 离散 数学 学 习 中 学 生 常 犯 的 
各 类 错误 ; 为 每 章 提供 的 考试 样 例 及 解答 ， 以 帮助 学 生 准 备考 试 。 

《教师 资料 手册 》。 本 手册 在 网 站 上 提供 ,教师 也 可 以 申请 印刷 版 ， 手 册 中 包含 书 中 所 有 偶 
数 编号 练习 的 完整 解答 。 手 册 的 内 容 还 包括 : 关于 如 何 讲授 本 书 每 章 内 容 的 建议 ,包括 每 节 中 
应 强调 的 重点 以 及 如 何 组 织 内 容 ; 为 每 章 提供 的 考试 样 例 ， 以 及 一 个 包含 1500 多 道 考试 题目 
的 可 选 试题 库 ， 对 于 所 有 考试 样 例 及 试题 库 中 的 题目 都 给 出 了 解答 ;针对 不 同 的 侧重 点 以 及 不 
同学 生 能 力 水 平 的 课程 教学 大 纲 样本 。 


致谢 

感谢 所 有 将 本 书 用 作 教 材 的 教师 和 学 生 ， 他 们 来 自 不 同 的 学 校 ， 并 向 我 提供 了 很 多 有 价值 
的 反馈 和 有 益 的 建议 。 正 是 有 了 他 们 的 反馈 ; 才 使 本 书 变 得 更 为 出 色 。 特 别 感 谢 Jerrold 
Grossman 和 Dan Jordan， 作 为 第 8 版 的 技术 评审 ， 他们 以 “应 眼 ” 般 敏 锐 的 目光 确保 了 本 书 的 
准确 性 。 在 本 书 出 版 过 程 中 的 各 个 阶段 ， 他 们 两 位 多 次 审阅 了 本 书 的 每 个 角落 ， 帮 助 消除 了 之 
前 勘误 表 中 的 错误 ， 并 防止 出 现 新 的 错误 。 

感谢 Dan Jordan 为 《学生 解 题 指南 》 和 《教师 资源 手册 》 做 出 的 贡献 。 他 在 更 新 这 些 教 辅 资源 
方面 完成 了 令 人 钦佩 的 工作 。 感 谢 Jerrold Grossman， 他 是 本 书 前 7 版 教 辅 资 源 的 作者 ， 并 为 
Dan 提供 了 非常 有 价值 的 帮助 。 还 要 感谢 许 许 多 多 曾经 为 本 书 创建 并 维护 在 线 资源 的 人 。 特 别 
感谢 Dan Jordan 和 Rochus Boerner， 他 们 所 做 的 大 量 工作 解决 了 配套 网 站 的 诸多 问题 (后 面 会 
介绍 这 个 网 站 ) 。 

感谢 第 8 版 以 及 所 有 之 前 版 本 的 审 稿 人 。 他 们 给 予 我 许多 有 益 的 批评 和 鼓励 ， 希望 这 一 版 


曲 ”关于 本 书 教 辅 资源 ， 只 有 使 用 本 书 作为 教材 的 教师 才 可 以 申请 ,需要 的 教师 可 向 麦 格 劳 ， 希 尔 教育 出 版 公司 北京 代表 
处 申请 ， 电 话 010-57997618/7600， 传 真 010-59575582， 电 子 邮 件 instructorchina@mheducation, com。 编辑 注 





IX 


不 会 认 负 他 们 的 期 望 。 自 从 本 书 第 1 版 出 版 以 来 , 已 经 有 超过 200 位 审 稿 人 ， 其 中 有 许多 来 自 
美国 以 外 的 国家 。 近 期 审 稿 人 列表 如 下 。 


近期 审 稿 人 


Barbara Anthony 

Southwestern University 
Philip Barry 

University of Minnesota, Minneapolis 
Benkam Bobga 

University of North Georgia 


Miklos Bona 
University of Florida 
Steve Brick 
University of South Alabama 


Kirby Brown 
Queens College 


John Carter 
University of Toronto 


Narendra Chaudhari 


Nanyang Technological University 


Tim Chappell 
Penn Valley Community College 


Allan Cochran 
University of Arkansas 

Daniel Cunningham 
Buffalo State College 


H.K. Dai 
Oklahoma State University 


George Davis 
Georgia State University 


Andrzej Derdzinski 
The Ohio State University 


Ronald Dotzel 
University of Missouri-St. Louis 


T.J. Duda 
Columbus State Community College 


Bruce Elenbogen 
University of Michigan, Dearborn 


Norma Elias 
Purdue University, 
Calumet-Hammond 


Herbert Enderton 
University of California, Los Angeles 


Anthony Evans 
Wright State University 


Kim Factor 
Marquette University 


Margaret Fleck 
University of lllinois, Champaign 


Melissa Gaddini 
Robert Morris University 


Peter Gillespie 
Fayetteville State University 


Johannes Hattingh 
Georgia State University 


James Helmreich 
Marist College 


Ken Holladay 
University of New Orleans 
Jerry lanni 
LaGuardia Community College 
Milagros Izquierdo 
Linkoping University 
Ravi Janardan 
University of Minnesota, Minneapolis 


Norliza Katuk 

University of Utara Malaysia 
Monika Kiss 

Saint Leo University 


William Klostermeyer 
University of North Florida 


Przemo Kranz 

University of Mississippi 
Jaromy Kuhl 

University of West Florida 


Loredana Lanzani 
University of Arkansas, Fayetteville 


Frederic Latour 


Central Connecticut State University 


Steven Leonhardi 


Winona State University 


Chunlei Liu 
Valdosta State University 


Xu Liutong 
Beijing University of Posts and 
Telecommunications 


Vladimir Logvinenko 
De Anza Community College 


Tamsen McGinley 


Santa Clara University 


Ramon A. Mata-Toledo 
James Madison University 


Tamara Melnik 
Computer Systems Institute 


Osvaldo Mendez 


University of Texas at El Paso 


Darrell Minor 
Columbus State Community College 


Kathleen O’Connor 
Quinsigamond Community College 
Keith Olson 
Utah Valley University 
Dimitris Papamichail 
The College of New Jersey 
Yongyuth Permpoontanalarp 
King Mongkur's University of 
Technology, Thonburi 
Galin Piatniskaia 
University of Missouri, St. Louis 
Shawon Rahman 


University of Hawaii ar Hilo 


Eric Rawdon 
University of St. Thomas 


Stefan Robila 
Monitclair State University 
Chris Rodger 
Auburn University 
Sukhit Singh 
Texas State University, San Marcos 


David Snyder 
Texas State University, San Marcos 


Wasin So 
San Jose State University 


Bogdan Suceava 
California State University, Fullerton 


Christopher Swanson 
Ashland University 


Bon Sy 
Queens College 


Fereja Tahir 
Tlinois Central College 


K.A. Venkatesh 
Presidency University 


Matthew Walsh 
Indiana-Purdue University, Fort 
Wayne 


Sheri Wang 


University of Phoenix 


Gideon Weinstein 
Western Governors University 


David Wilczynski 


University of Southern California 


James Wooland 
Florida State University 


感谢 阅读 过 本 书 的 学 生 ， 他 们 提供 了 很 多 建议 并 报告 了 一 些 勘误 。 在 蒙 茅 斯 大 学 时 ， 曾 经 
上 过 我 的 离散 数学 课程 的 学 生 ， 包 括 本 科 生 和 研究 生 ， 从 方方面面 帮助 我 改进 了 书 中 内 容 。 
还 要 感谢 麦 格 劳 - 希 尔 高 等 教育 (本 书 的 出 版 商 ) 的 工作 人 员 ， 以 及 Aptara 的 生产 人 员 。 我 


还 想 感 谢 兰 登 书屋 原来 的 编辑 Wayne Yuhasz， 以 及 本 书 之 前 的 许多 编辑 ， 他 们 的 见解 和 技巧 
是 本 书 成 功 的 有 力 保 障 。 

我 想 对 产品 经 理 Nora Devlin 表示 深 深 的 谢意 ， 她 所 完成 的 工作 已 远 远 超出 了 既定 的 职责 。 
她 不 仅 能 力 出 众 ， 而且 责任 心 强 ， 努 力 解决 了 新 版 本 开发 过 程 中 出 现 的 各 种 问题 ，。 

还 要 感谢 Peggy Selle， 作 为 内 容 产 品 经 理 ， 她 管理 着 本 书 的 生产 过 程 。 她 全 程 跟 踊 本 书 的 
流程 ， 并 帮助 解决 生产 过 程 中 出 现 的 许多 问题 。 感 谢 Aptara 的 高 级 产品 经 理 Sarita Yadav 和 她 
的 同事 ， 他 们 的 努力 工作 确保 了 本 书 的 生产 质量 。 

我 还 要 对 麦 格 劳 - 希 尔 高 等 教育 的 科学 、 工 程 和 数学 (SEM) 部 门 的 同仁 表示 感谢 ,他 们 对 
新 版 本 以 及 相关 的 媒体 内 容 给 予 了 大 力 支 持 ， 包括: 

e Mike Ryan， 高 等 教育 副 总 裁 ， 负责 作品 统筹 和 学 习 内 容 管 理 
Kathleen McMahon， 数 学 与 物理 科学 部 门 常务 主管 
Caroline Celano， 数 学 部 门 主 管 
Alison Frederick， 市 场 经 理 
Robin Reed， 首 席 产 品 开发 师 
Sandy Ludovissey， 采 购 人 
Egzon Shaqiri， 设 计 师 
Tammy Juran， 评 估 内 容 项 目 经 理 
Cynthia Northrup， 数 字 内 容 部 门 主管 
Ruth Czarnecki-Lichstein， 业 务 产品 经 理 
Megan Platt， 编 辑 协调 人 
Lora Neyens 和 Jolynn Kilburg， 项 目 经 理 
Lorraine Buczek， 内 容 授 权 专 家 


Kenneth H. Rosen 





在 线 资源 


Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


为 给 本 书 提供 有 价值 的 网 站 资源 ， 我 们 花费 了 巨大 的 心血 。 建 议 教师 花 些 时 间 浏 览 网 站 ， 
以 确定 哪些 资源 可 以 帮助 学 生 学 习 并 探索 离散 数学 知识 。 在 线 学 习 中 心 (OLC) 的 资源 可 供 学 生 
和 教师 使 用 ，Connect“ 站 点 则 专 为 交互 式 教 学 而 设计 ， 教 师 可 以 选择 使 用 ， 


在 线 学 习 中 心 
在 线 学 习 中 心 可 通过 www. mhhe. com/rosen 访问 ， 其 中 包含 信息 中 心 、 学 生 区 和 教师 区 。 
每 一 部 分 的 主要 特点 如 下 。 


信息 中 心 
信息 中 心 含有 本 书 的 基本 信息 ， 包 括 展开 的 目录 (包括 小 节 标题 ) 、 前 言 、 教 辅 资 源 说明 以 
及 一 个 样 章 。 还 有 一 个 链接 ， 用 来 提交 关于 本 书 的 错误 报告 或 其 他 反馈 信息 。 


学 生 区 

学 生 区 提供 丰富 的 资源 ， 包 括 下 列 与 本 书 紧密 相关 的 资源 ( 书 中 通过 特定 图 标 标识 ) ; 

e 附加 例题 。 你 可 以 在 该 网 站 找到 大 量 附 加 的 例题 ， 涵 盖 本 书 所 有 章节 。 这 些 例 题 主 要 集 
中 在 学 生 经 党 需要 寻找 额外 资料 的 领域 。 虽 然 大 部 分 例题 只 是 扩充 了 基本 概念 ， 但 在 这 
里 也 能 找到 一 些 非常 具有 挑战 性 的 例题 。 第 8 版 中 又 添加 了 许多 新 的 附加 例题 。 

e 交互 式 演示 小 程序 。 借 助 这 些小 程序 ， 你 能 以 交互 方式 探索 重要 算法 是 如 何 工作 的 ， 并 
且 通 过 链接 到 例题 和 练习 直接 与 本 书 内 容 相 关联 。 网 站 还 提供 了 附加 说 明 ， 指 导 你 如 何 
应 用 这 些小 程序 。 

e 自我 评估 。 这 些 交 互 式 指南 帮助 你 评估 自己 对 14 个 关键 概念 的 理解 程度 。 评 估 系 统 提 
供 了 一 个 问题 库 ， 其 中 每 个 问题 包括 一 段 简短 教程 和 一 道 多 选 题 。 如 果 你 选择 了 错误 答 
案 ， 系 统 会 提供 建议 ， 帮 助 你 理解 错 在 哪里 。 利 用 自我 评估 系统 ， 你 应 该 能 诊断 出 学 习 
中 的 问题 并 找到 合适 的 帮助 。 

e 网 络 资源 指南 。 该 指南 提供 了 数 百 个 带 有 注释 的 外 部 网 站 链接 ， 涉 及 历史 及 传记 信息 、 
谜 题 及 问题 、 讨 论 、 小 程序 示例 、 程 序 代码 以 及 其 他 资源 。 

除 此 之 外 ， 学 生 区 的 资源 还 包括 : 

e 探索 离散 数学 。 这 份 资 料 能 帮助 学 生 利用 计算 机 代数 系统 来 完成 离散 数学 中 很 广泛 的 一 
类 计算 。 每 章 提供 的 内 容 包 括 : 计算 机 代数 系统 中 相关 函数 的 描述 及 用 法 ， 离 散 数学 中 
用 于 执行 计算 的 程序 ， 以 及 例题 和 练习 。 这 些 资料 包括 Maple 和 Mathematica 两 个 版 本 。 

e 离散 数学 应 用 。 这 份 资料 共 24 章 ， 每 章 都 有 独立 的 一 组 练习 题 ， 给 出 了 各 式 各 样 有 趣 
而 又 重要 的 应 用 ， 涉 及 离散 数学 中 的 三 个 领域 一 一 离散 结构 、 组 合 学 和 图 论 。 这 些 应 用 
可 以 补充 本 书 内 容 ， 同 时 也 是 自学 的 理想 资料 。 

e 证 明 撰 写 指 南 。 该 指南 为 撰写 证 明 提供 一 些 帮助 ， 撰 写 证 明 是 许多 学 生 痢 觉得 很 难 掌握 
的 一 种 技巧 。 可 以 在 课程 刚 开始 时 以 及 在 需要 写 证 明之 后 随时 翻阅 本 指南 ， 你 会 发 觉 自 
己 撰 写 证 明 的 能 力 提高 了 。( 在 《4 学生 解 题 指 南 ) 中 也 有 提供 。) 

e 学 习 离 散 数 学 时 的 常见 错误 。 该 指南 包括 一 个 详细 列表 ， 列举 了 学 生 在 学 习 离 散 数 学 时 
常 有 的 一 些 误解 以 及 容易 犯 的 各 类 错误 。 建 议 你 时 常 看 看 该 列表 ， 有 助 于 避免 常见 的 陷 


加 ”使 用 Connect 的 学 生 需 要 另行 购买 访问 权限 ， 中 文 版 不 提供 此 权限 。 一 一 编辑 注 
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阱 。( 在 《4 学生 解 题 指南 ) 中 也 有 提供 ,) 

e@ 对 写作 课题 的 建议 。 该 指南 为 本 书 中 的 写作 课题 提供 了 非常 有 益 的 提示 和 建议 ,包括 : 
有 助 于 开展 研究 的 各 类 参考 文献 ， 涵 盖 相 关 书 籍 和 论文 ; 各 种 相关 资料 ， 包 括 印 刷 版 和 
在 线 版 ; 做 图 书馆 研究 的 技巧 ; 提升 写作 质量 的 建议 。( 在 《学 生 解 题 指 南 》 中 也 有 
提供 。) 


教师 区 

网 站 的 这 一 部 分 提供 了 对 学 生 区 所 有 资源 的 访问 ， 以 及 为 教师 准备 的 资源 : 

@ 教学 大 纲 样 本 。 给 出 了 详细 的 课程 大 纲 ， 为 有 不 同 侧重 点 以 及 不 同学 生育 景 和 能 力 水 平 
的 课程 提供 了 建议 。 

@ 教学 建议 。 包 含 给 教师 的 详细 教学 建议 ， 包 括 全 书 章 节 概 况 、 每 小 节 详 细 注 解 以 及 关于 
练习 的 说 明 。 

e@ 可 打印 试题 。 以 TeX 格式 和 Word 格式 提供 每 章 的 可 打印 试题 ， 教 师 还 可 以 自行 定制 。 

@ 讲义 幻灯 片 以 及 图 表 。 为 教师 提供 了 一 组 涵盖 全 部 章节 的 完整 PowerPoint 幻灯 片 。 此 
外 ， 本 书 中 所 有 的 图 和 表格 也 以 PowerPoint 幻灯 片 形 式 提 供 。 


| 致 学 生 
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什么 是 离散 数学 ? 离散 数学 是 致力 于 研究 离散 对 象 的 数学 分 支 。( 这 里 离散 意味 着 由 不 同 
的 或 不 相连 的 元 素 组 成 .) 可 利用 离散 数学 来 求解 的 问题 包括 : 
e@ 在 计算 机 系统 中 ， 有 多 少 种 方式 可 以 选择 一 个 合法 的 口令 ? 


e 赢得 彩票 的 概率 是 多 少 ? 

@ 网 络 上 的 两 台 计 算 机 之 间 是 否 存在 通路 ? 

@ 怎样 鉴别 垃圾 邮件 ? 

e 怎样 加 密 一 则 消息 ， 使 得 只 有 预期 收 件 人 能 够 阅读 ? 
e@ 在 交通 系统 中 ， 两 座 城市 之 间 的 最 短路 径 是 什么 ? 
e@ 怎样 按 递增 顺序 排列 一 列 整数 ? 

e 完成 排序 需要 用 到 多 少 步 又 ? 

e 如 何 证 明 一 种 排序 算法 能 正确 地 排序 列表 ? 

e 怎样 设计 两 个 整数 相 加 的 电路 ? 

e@ 存在 多 少 合法 的 因特网 地 址 ? 


你 将 学 习 解 决 计 E 如 以 上 问题 时 需要 用 到 的 离散 结构 和 技术 。 

更 一 般 地 ， 每 当 需 要 对 对 象 进行 计数 时 ， 需 要 研究 两 个 有 限 ( 或 可 数 ) 集 合 之 间 的 关系 时 ， 
需要 分 析 涉 及 有 限 步 又 的 过 程 时 ， 就 会 用 到 离散 数学 。 离 散 数学 的 重要 性 不 断 增 长 的 一 个 关键 
原因 是 信息 在 计算 机 器 中 是 以 离散 方式 存储 和 处 理 的 。 

为 什么 要 学 习 离散 数学 ? 学 习 离 散 数学 有 许多 重要 理由 。 首 先 ， 通 过 这 门 课 程 你 可 以 培养 
自己 的 数学 素养 ， 即 理解 和 构造 数学 论证 的 能 力 。 没 有 这 些 技巧 ， 你 在 学 习 数 学 科学 时 不 可 能 
走 得 太 远 。 

其 次 ， 离 散 数学 是 学 习 数 学 科学 中 所 有 高 级 课程 的 必由之路 。 离 散 数学 为 许多 计算 机 科学 
课程 提供 数学 基础 ， 包 括 数据 结构 、 算 法 、 数 据 库 理论 、 自 动机 理论 、 形 式 语言 、 编 译 理 论 、 
计算 机 安全 以 及 操作 系统 。 学 生 会 发 现 ， 若 没有 在 离散 数学 课程 中 打下 适当 的 数学 基础 ， 在 学 
习 后 续 课 程 时 将 会 感到 非常 困难 。 有 一 个 学 生 给 我 发 送 电 子 邮 件 ， 说 在 她 选修 的 每 门 计 算 机 科 
学 课程 中 都 用 到 了 本 书 的 知识 。 

以 离散 数学 中 研究 的 内 容 为 基础 的 数学 课程 包括 逻辑 、 集 合 论 、 数 论 、 线 性 代数 、 抽 象 代 
数 、 组 合 学 、 图 论 及 概率 论 ( 离 散 部 分 ) 。 

此 外 ， 离 散 数 学 还 包含 在 运筹 学 (包括 离散 优化 ) 、 化 学 、 工 程 学 以 及 生物 学 等 领域 的 问题 
求解 中 所 必需 的 数学 基础 。 在 本 书 中 ， 我 们 将 学 习 上 述 领域 中 的 一 些 应 用 。 

许多 学 生 都 感到 他 们 的 离散 数学 和 人 门 课程 比 以 前 选修 过 的 课程 更 具 挑 战 性 。 理 由 就 是 ， 本 
诬 程 的 主要 目标 之 一 是 教授 数学 推理 和 问题 求解 ， 而 非 一 些 零 散 技 巧 的 集合 。 本 书 练习 的 设计 
就 反映 了 这 个 目标 。 虽 然 书 中 的 大 量 练 习 与 例题 所 阐述 的 内 容 多 有 类 似 , 但 还 是 有 相当 比例 的 
练习 需要 创造 性 思维 。 这 是 有 意 而 为 之 的 。 本 书 中 讨论 的 内 容 提供 了 求解 这 些 练习 所 需 的 工 
具 ， 但 你 的 任务 是 调动 目 己 的 创造 性 成 功 地 使 用 这 些 工 具 。 本 课程 的 主要 目标 之 一 是 学 习 如 何 
解决 那些 可 能 与 你 以 前 遇 到 过 的 不 大 一 样 的 问题 。 不 过 ， 学 会 求解 一 些 特殊 类 型 的 练习 ， 还 不 
足以 保证 你 能 掌握 在 后 续 课 程 及 职业 生涯 中 所 需 的 问题 求解 技能 。 虽 然 本 书 论 述 了 众多 不 同 的 
主题 ， 但 离散 数学 是 一 个 极为 多 样 化 又 涉猎 广泛 的 研究 领域 。 本 书 的 目标 之 一 是 培养 学 生 举 一 
反 三 的 能 力 ， 以 便 学 生 在 将 来 的 职业 生涯 中 也 能 快速 学 会 所 需要 的 其 他 知识 。 

最 后 ， 离 散 数学 是 一 门 非常 好 的 学 习 如 何 阅读 和 书写 数学 证 明 的 课程 。 除 了 第 1 章 和 第 5 


XIV 


章 给 出 的 明确 论述 证 明 的 资料 外 ， 本 教材 还 包含 大 量 定理 的 证 明 ， 以 及 要 求学 生 完 成 证 明 的 练 
习 。 这 样 不 仅 能 加 深 学 生 对 主题 的 理解 ， 还 能 使 学 生 为 今后 学 习 数 学 和 计算 机 科学 理论 方面 的 
高 级 课程 做 好 充分 准备 。 

练习 。 关 于 如 何 更 好 地 学 习 离 散 数 学 (以 及 数学 和 计算 机 科学 中 的 其 他 科目 )， 我 想 给 出 一 
些 建议 。 积 极 做 练习 的 收获 最 多 ， 建 议 你 尽 可 能 地 多 做 练习 。 在 完成 老师 布置 的 练习 后 ， 我 鼓 
励 你 做 更 多 的 练习 ， 如 本 书 每 节 后 面 的 练习 和 每 章 后 面 的 补充 练习 。( 注 意 练习 前 面 的 分 级 
标记 。) 


练习 标记 的 含义 

无 标记 常规 练习 

x 稍 难 的 练习 

x 富有 挑战 性 的 练习 

[EF 练习 中 包含 正文 中 要 用 到 的 结论 


(需要 微 积 分 知识 ) 练习 求解 时 需要 用 到 极限 或 微 积分 中 的 概念 

做 练习 的 最 好 方法 是 在 查阅 答案 之 前 首先 尝试 自己 解 题 。 注 意 ， 书 中 提供 的 所 有 奇数 编号 
练习 的 答案 只 是 答案 而 已 ， 而 非 完 整 的 解答 ， 特 别 是 ， 这 些 答案 中 省 略 了 获得 解 所 需 的 推导 过 
程 。 单 独 提 供 的 《学 生 解 题 指南 ) 则 提供 了 本 书 中 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 当 你 在 求解 过 
程 中 过 到 困境 时 ， 才 建议 查阅 (学 生 解 题 指南 )。 越 是 尝试 自己 解 题 而 非 被 动 查阅 或 照抄 解答 ， 
你 学 到 的 就 越 多 。 出 版 商 有 意 不 提供 偶数 编号 练习 的 答案 和 解答 ， 如 果 你 在 解 这 些 练 习 时 过 到 
困难 ， 可 以 请 教 你 的 老师 。 

网 络 资源 。 本 书 的 所 有 用 户 均 可 通过 在 线 学 习 中 心 访 问 在 线 资 源 。 在 那里 ， 你 会 找到 : 许 
多 为 港 清关 键 概 念 而 设计 的 附加 例题 ; 衡量 你 对 核心 主题 理解 程度 的 自我 评 佑 ; 探索 关键 算法 
和 其 他 概念 的 交互 式 演示 小 程序 ; 精 选 的 与 离散 数学 相关 的 网 络 资源 指南 ;帮助 你 掌握 核心 概 
念 的 附加 解释 和 实践 ; 关于 撰写 证 明 以 及 避免 离散 数学 中 常见 错误 的 新 增 说 明 ; 关于 重要 应 用 
的 深度 讨论 ; 利用 Maple 和 Mathematica 软件 探索 离散 数学 中 计算 问题 的 指南 。 在 书 中 的 一 些 
地 方 ， 当 有 其 他 在 线 资源 可 用 时 ,会 在 页 边 用 特定 图 标 标识 。 关 于 这 些 以 及 其 他 在 线 资源 的 详 
细 信 息 ， 参见 前 文中 的 说 明 ，。 

本 书 的 价值 。 对 于 读者 给 予 本 书 的 高 额 投资 ,我 希望 能 提供 超 值 的 回报 。 多 年 来 我 们 投入 
了 大 量 的 精力 来 开发 和 优化 本 书 、 相 关 教 辅 资料 及 配套 网 站 。 我 相信 绝 大 多 数 读 者 会 觉得 本 书 
及 相关 资料 能 帮助 自己 掌握 离散 数学 ， 就 像 以 前 的 许多 学 生 一 样 。 即 使 你 现在 的 课程 没有 和 覆盖 
某 些 章节 ， 但 当 你 学 习 其 他 课程 时 ， 会 发 现 再 来 阅读 本 书 相 关 章 节 也 是 十 分 有 益 的 ， 之 前 的 许 
多 学 生 都 有 过 这 样 的 经 历 。 绝 大 多 数 读者 ， 特 别 是 那些 将 继续 从 事 计 算 机 科学 、 数 学 或 工程 学 
相关 工作 的 人 ， 在 今后 的 学 习 中 一 定 会 把 本 书 当 作 一 本 有 用 的 工具 书 。 我 将 本 书 设计 为 今后 学 
习 和 探索 的 起 点 ， 同 时 也 是 一 部 综合 性 的 参考 书 。 祝福 每 一 位 即将 开启 征程 的 读者 ， 祝 你 


好 运 。 


Kenneth H. Rosen 
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主题 


逻辑 


人 
克 PCz)》 
3zP(z) 
lzPptw) 


p{S}a 
ES 
ES 
ta * waa} 


{ xz |P (Cz))} 





pp 的 否定 

pp 和 9g 的 合 取 
PP 和 9 的 析 取 
方 和 9 的 异 或 
蕴含 gq 

PP 和 9g 的 双 条 件 
PP 和 9g 的 等 价 
永 真 式 
矛盾 式 

命题 函数 


P(Cz) 的 全 称 量 化 
P(Cz) 的 存在 量化 


P(z) 的 唯一 存在 量化 


所 以 

S 的 部 分 正确 性 
Z 是 S 的 成 员 
I 不 是 S 的 成 员 


一 个 集合 的 元 素 列 表 


集合 构造 器 记 法 


自然 数 集合 
整数 集合 
正 整 数 集合 
有 理 数 集合 
实数 集合 


财 区 间 ， 开 区 间 


集合 等 式 
空 集 
S 是 工 的 子 集 


S 是 工 的 真子 集 


S 的 基数 

S 的 宕 集合 - 
天 元 组 
序 侦 


A 和 BB 的 笛 卡 儿 乘积 


A 和 B 的 并 集 
A 和 B 的 交集 
A 和 B 的 差 集 
A 的 补 集 


Ai 的 并 集 ，i=1，2， 


A; 的 交集 ， i 三 1]， 23 an 


和 A 和 B 的 对 称 差 


可 数 集 的 基数 
R 的 基数 


消 数 


整数 


和 矩 阵 


计数 与 概率 


Da 
aE S 

nn 
ll 
1 一 ] 


f(z) 是 Ol(g(x)) 
nl 

f(x) 是 人 (g(x)) 
f(x) 是 B(g(zx)) 


PP 


min(x, y) 


max(X, y) 


mm 


alb 

a lb 

a div b 

a modb 

a = b(mod m) 
& Eb(mod m) 
Dm 
(Cakak 一 1…Qlao)5 
gcd(a, b) 
lem(a, b) 


Cns ns Wey 





. Tn ) 


意义 


函数 f 在 a 点 的 值 
f 是 从 A 到 B 的 孙 数 
函数 fi 和 fz 的 和 
函数 有 和 fi 的 积 
集合 S 在 f 之 下 的 像 
4 上 的 恒 等 函 数 
的 递 

了 和 g 的 组 合 

下 取 整 函数 

上 取 整 函数 

lai) 中 下 标 为 nn 的 项 


Cl CC2 ”9 Cn 之 和 
as 之 和 ， aE SS 


7 un 之 积 


f(z) 是 大 OQ g(x) 

n 的 阶乘 

f(x) 是 大 0 g(x) 
f(x) 是 大 8 g(x) 

渐 近 于 

工 和 yy 的 最 小 值 

工 和 y 的 最 大 值 

约 等 于 

a 整除 4b 

a 不 整除 6 

a 除 以 5 所 得 的 商 

a 除 以 5 所 得 的 余数 
a 模 m 同 余 于 4。 

a 模 m 不 同 余 于 4。 
模 m 整数 集 

以 5 为 基数 的 表示 
a 和 4 的 最 大 公 因 子 
a 和 的 最 小 公 倍 数 
矩阵 ， 其 中 元 素 为 a; 
和 矩阵 和 A 和 B 的 和 

和 矩阵 和 A 和 B 的 积 

n 阶 单位 和 矩阵 

A 的 转 置 
矩阵 A 和 B 的 并 
矩阵 4 和 吾 的 交 

和 矩阵 4 和 中 的 布尔 积 
A 的 n 次 布尔 究 

n 元 率 集 合 的 rr 排列 数 
nn 元素 集合 的 rr 组 合 数 
n 选 7 的 二 项 式 系 数 


多 项 式 系数 
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主题 


计数 与 概率 


关系 


图 和 树 


pl(E) 
plE|F) 
Et AX) 
VV 及) 


Pi 9 12 9 站 


J»plR, S) 


(Wy VU) 


G=(V,， 


{Us U) 


deg( v) 


deg (wvw) 
degT (w) 


Ks 

Gh 

W, 
Q， 
Km 
人 一 
G 十 e 
GIUG: 


aU, > 池 | 9 LEE 


Qs kr | 9 DE 


K( Cr) 
A(G) 

六 
deg( 下 ) 
XCG) 


n2 


7 
i 
l 
h 


9 


lm 








意义 
E 的 概率 
给 定 下， 的 条 件 概率 
随机 变量 X 的 期 望 值 
随机 变量 X 的 方差 
卡 塔 兰 数 


具有 性 质 Pi 的 元 素 个 数 ，j 一 1，… 
不 具有 性 质 Pi; 的 元 素 个 数 ，j 一 1，… 


n 个 元 素 的 错 排 数 
关系 尺 和 S 的 复合 
关系 尺 的 站 次 宕 
道 关 系 

条 件 C 的 选择 操作 
投影 

联合 

对 角 线 关系 

R 的 连通 性 关系 

a 等 价 于 4。 

a 的 尺 等 价 类 

模 m 的 同 余 类 

由 集合 S 和 偏 序 R 构成 的 偏 序 集 
a、0 有 闪 关 系 
a、5b 有 > 关系 

a、b 有 二 关系 

a、0 有关 关系 

有 问 边 

以 V 为 点 集 、E 为 边 集 的 图 
无 向 边 
顶点 v 的 度数 
顶点 vv 的 人 度 
顶点 二 的 出 度 
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| 第 工 章 


Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


基础 : 还 辑 和 证 明 





逻辑 规则 可 以 指定 数学 语句 的 含义 。 例 如 ， 这 些 规则 有 助 于 我 们 理解 下 列 语句 及 其 推理 : 
“存在 一 个 整数 ， 它 不 是 两 个 整数 的 平方 之 和 ”， 以 及 “对 每 个 正 整数 n， 小 于 等 于 nn 的 正 整 数 
之 和 是 z(z" 十 1)/2”。 逻 辑 是 所 有 数学 推理 的 基础 ， 也 是 所 有 自动 推理 的 基础 。 对 计算 机 的 设 
计 、 系 统 的 规范 说 明 、 人 工 知 能、 计算机 程序 设计 、 程 序 设计 语言 以 及 计算 机 科学 的 其 他 许多 
研究 领域 ， 逻 辑 都 有 实际 的 应 用 。 

为 了 理解 数学 ， 我 们 必须 理解 正确 的 数学 论证 ( 即 证 明 ) 是 由 什么 组 成 的 。 一 旦 证 明 一 个 数 
学 语句 是 真 的 ， 我们 就 称 之 为 定理 。 关 于 同一 主题 的 定理 集合 就 组 成 了 我 们 对 这 个 主题 的 认 
知 。 为 了 学 习 一 个 数学 主题 ， 我 们 需要 主动 构造 关于 此 主题 的 数学 论证 ， 而 不 仅仅 是 阅读 论 
述 。 此 外 ， 了 解 一 个 定理 的 证 明 通 常 就 有 可 能 通过 细微 改变 使 结论 能 够 适应 新 的 情境 。 

每 个 人 都 知道 证 明 在 数学 中 的 重要 性 ， 但 许多 人 对 于 证 明 在 计算 机 科学 中 的 重要 程度 感到 
惊讶 。 事 实 上 ， 证明 常 常用 于 验证 计算 机 程序 对 所 有 可 能 的 输入 值 产生 正确 的 输出 值 ， 用 于 揭 
示 算 法 总 是 产生 正确 结果 ， 用 于 建立 一 个 系统 的 安全 性 ， 以 及 用 于 创造 人 工 智 能 系统 。 并 且 ， 
已 经 有 自动 推理 系统 被 创造 出 来 ， 即 让 计算 机 自己 来 构造 证 明 。 

本 章 将 解释 一 个 正确 的 数学 论证 是 如 何 组 成 的 ， 并 介绍 构造 这 样 的 论证 的 工具 。 我 们 将 开 
发 一 系列 不 同 的 证 明 方 法 以 证 明 许 多 不 同类 型 的 结论 。 在 介绍 了 多 种 不 同 证 明 方法 后 ， 我 们 将 
介绍 一 些 构造 证 明 的 策略 。 我 们 还 将 介绍 猜想 的 概念 ， 并 通过 研究 猜想 来 解释 数学 发 展 的 过 程 。 


1.1 命题 逻辑 


1. 1.1 引言 

逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 。 这 些 规 则 可 以 用 来 区 分 数学 论证 的 有 效 或 无 效 。 由 于 
本 书 的 一 个 主要 目的 是 教会 读者 如 何 理解 和 构造 正确 的 数学 论证 ， 所 以 我 们 从 介绍 逻辑 开始 离 
散 数学 的 学 习 。 

逻辑 不 仅 对 理解 数学 推理 十 分 重要 ， 而且 在 计算 机 科学 中 有 许多 应 用 。 这 些 逻 辑 规则 用 于 
计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 、 程 序 正 确 性 验证 以 及 许多 其 他 方面 。 而且, 已 经 开发 了 一 
些 软件 系统 用 于 自动 构造 某 些 ( 但 不 是 全 部 ) 类 型 的 证 明 。 在 随后 的 几 章 中 将 逐一 讨论 这 些 应 用 。 


1. 1.2 命题 
我 们 首先 介绍 逻辑 的 基本 构件 
真 或 假 ， 但 不 能 既 真 又 假 。 
下 面 的 陈述 句 均 为 命题 。 
1. 华盛顿 特区 是 美利坚 合众国 的 首都 。 
2. 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 。 
3 十 一 2 
4: 2 十 2 三 3: 
命题 1 和 3 为 真 ， 而 命题 2 和 4 为 假 。 所 
例 2 给 出 了 不 是 命题 的 若干 语句 。 
考虑 下 述 语句 。 
1 兄 起 了 39 





命题 。 命 题 是 一 个 陈述 语句 ( 即 陈述 事实 的 语句 )， 它 或 


Extro 
en 


Hinks》 


ftrw 》 
Exorniies 


2. 仔细 读 这 个 。 

3. z 十 1 一 2。 

4. ZX 十 y 二 之 。 

语句 1 和 2 不 是 命题 ， 因 为 它们 不 是 陈述 句 。 语 句 3 和 4 不 是 命题 ， 因 为 它们 既 不 为 真 ， 
也 不 为 假 。 注 意 ， 如 果 我 们 给 语句 3 和 4 中 的 变量 赋值 ， 那 么 语句 3 和 4 可 以 变 成 命题 。1.4 
节 还 将 讨论 把 这 一 类 语句 改 成 命题 的 其 他 方法 。 4 

我 们 用 字母 来 表示 命题 变量 (或 称 为 语句 变量 ) ， 即 表示 命题 的 变量 ， 就 像 用 字母 表示 数值 
变量 那样 。 习 惯 上 用 字母 p，g，r，s，… 表 示 命 题 变 量 。 如 果 一 个 命题 是 真 命题 ， 则 它 的 真 值 
为 真 ， 用 全 表示 ; 如 果 它 是 假 命题 ， 则 其 真 值 为 假 ， 用 FF 表示。 不 能 用 简单 的 命题 来 表示 的 命 
题 称 为 原子 命题 。 

涉及 命题 的 逻辑 领域 称 为 命题 演算 或 命题 逻辑 。 它 最 初 是 2300 多 年 前 由 古 布 腊 哲 学 家 亚 
里 士 多 德 系统 地 创建 的 。 

现在 我 们 转 而 关注 从 已 有 命题 产生 新 命题 的 方法 。 这 些 方法 由 英国 数学 家 布尔 在 他 的 名 为 
《The Laws of Thought》( 思 维 定律 ) 的 书 中 讨论 过 。 许 多 数学 陈述 都 是 由 一 个 或 多 个 命题 组 合 而 
来 。 由 已 知 命题 用 逻辑 运算 符 组 合 而 来 的 新 命题 也 被 称 为 复合 命题 。 






评注 ”否定 运算 符 的 记号 并 没有 统一 标准 。 尽 管 Jjp 和 是 数学 中 最 常用 的 表示 轧 的 否定 的 
记号 ,但 你 仍 有 可 能 会 见 到 其 他 的 记 法 ， 如 一 p、 一 p、p'、Np 和 1 上 pp。 


找 出 命题 “Michael 的 PC 运行 Linux” 的 否定 ， 并 用 中 文 表 示 。 , 

解 ” 否 定 为 “并 非 Michael 的 PC 运行 Linux”， 也 可 以 更 简单 地 表达 为 “Michael 的 PC 并 
不 运行 Linux”。 4 

找 出 命题 “Vandana 的 智能 手机 至 少 有 32GB 内 存 ” 的 否定 并 用 中 文 表示 。 

解 ”否定 为 “并 非 Vandana 的 智能 手机 至 少 有 32GB 内 存 ”， 也 可 以 表达 为 “Vandana 的 智 
能 手机 并 没有 至 少 32GB 内 存 ”， 或 者 可 以 更 简单 地 表达 为 “Vandana 的 智能 手机 有 不 到 32GB 
内 存 ”。 4 

表 1 是 命题 p 及 其 否定 的 真 值 表 。 此 表 针 对 命题 p 的 两 种 表 1 ”命题 之 否定 的 真 值 表 
可 能 真 值 各 有 一 行 。 每 一 行 显示 对 应 于 p 的 真 值 时 Jp 的 真 值 。 


命题 的 否定 也 可 以 看 作 否 定 运 算 符 作 用 在 命题 上 的 结果 。 - 
否定 运算 符 从 一 个 已 知 命题 构造 出 一 个 新 命题 。 现 在 我 们 将 引 E : 


人 从 两 个 或 多 个 已 知 命题 构造 新 命题 的 逻辑 运算 符 。 这 些 逻辑 
运算 符 也 称 为 联结 词 。 






表 2 展示 了 pAg 的 真 值 表 。 此 表 每 一 行 对 应 p 和 9g 真 值 的 4 种 可 能 组 合 之 一 。4 行 分 别 对 
应 真 值 对 TT、TF、FT 和 FF， 其 中 第 一 个 真 值 是 p 的 真 值 ， 第 二 个 真 值 是 g 的 真 值 。 

注意 在 逻辑 中 ， 有 时 候 会 用 “但 是 ”一 词 替 代 “ 并 且 ” 一 词 来 表示 合 取 。 比 如 ， 语句“ 阳 
光 灿 烂 ， 但 是 在 下 雨 ” 是 “阳光 灿烂 并 且 在 下 雨 ” 的 另 一 种 说 法 。( 在 自然 语言 中 ,，“ 并 且 ” 和 
“但 是 ”在 意思 上 有 微妙 的 不 同 ， 这 里 我 们 不 关心 这 个 细微 差别 。) 

找 出 命题 p 和 9g 的 合 取 ， 其 中 p 为 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空 
间 ”，g 为 命题 “Rebecca 的 PC 处 理 需 的 速度 大 于 1GHz”。 

解 ” 这 两 个 命题 的 合 取 pg 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 
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Rebecca 的 PC 处 理 需 的 速度 大 于 1GHz”。 这 个 合 取 可 以 更 简单 地 表示 成 “Rebecca 的 PC 至 少 


有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 这 一 命题 要 想 为 真 ， 两 个 给 定 的 条 





件 都 必须 为 真 。 当 其 中 一 个 或 两 个 条 件 为 假 时 ， 它 就 是 假 命题 。 | 4 
表 3 展示 了 pVg 的 真 值 表 。 
表 2 两 个 命题 合 取 的 真 值 表 表 3 两 个 命题 析 取 的 真 值 表 


| 
| 
可 er er < 





在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 (or) 对 应 于 在 自然 语言 中 使 用 或 字 的 两 种 情况 之 一 ， 即 兼 或 
(inclusive or) 。 析 取 式 为 真 ， 只 要 两 个 命题 之 一 为 真 或 两 者 均 为 真 即 可 。 也 就 是 说 ， 当 妃 和 9 
均 为 真 或 者 p 和 9g 恰好 有 一 个 为 真 时 ，p Vg 为 真 。 

加 有 今 p 和 gq 分别 表示 命题 “选修 过 微 积 分 课 的 学 生 可 以 选修 本 课程 ”和 “选修 过 计算 
机 科学 导论 课 的 学 生 可 以 选修 本 课程 ”在 命题 逻辑 中 用 这 两 个 命题 翻译 语句 “选修 过 微 积 分 
课 或 计算 机 科学 导论 课 的 学 生 可 以 选修 本 课程 ”。 

解 ” 我 们 假定 这 个 语句 的 意思 是 同时 选修 过 微 积 分 课 和 计算 机 科学 导论 课 的 学 生 以 及 只 选 
修 过 其 中 一 门 课 的 学 生 都 可 以 选修 本 课程 。 故 ， 这 个 语句 可 以 表达 成 p 和 4g 的 兼 或 或 析 取 ， 即 
力 V dg。 4 

电厂 如 果 p 和 9g 就 是 例 5 中 的 两 个 命题 ， 它 们 的 析 取 是 什么 ? 

解 p 和 9g 的 析 取 pVg 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 或 者 Rebecca 
的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 

当 Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 时 ， 当 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz 
时 ， 当 两 个 条 件 都 为 真 时 ， 该 命题 均 为 真 。 当 两 个 条 件 同 时 为 假 时 ， 即 当 Rebecca 的 PC 少 于 
16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 小 于 等 于 1GHz 时 ， 此 命题 为 假 。 a 

或 联结 词 除了 用 于 表示 析 取 ， 也 可 以 用 来 表示 措 或 。 与 两 个 命题 p 和 9g 的 析 取 不 同 ， 当 恰好 
二 汪 ER et dsl beds eis 当 he 








一 商 个 命题 站 或 的 页 信 浴 灿 表 4 1 所 条 

色相 令 p 和 g 分 别 表示 命题 “学 生 就 餐 时 可 以 配 一 份 沙拉 ”和 “学 生 就 餐 时 可 以 配 一 份 
汤 ”。p 和 9g 的 异 或 p 旬 gq 表示 什么 ? 

解 pp 和 9g 的 异 或 是 当 恰 好 p 和 g 之 一 为 真 时 才 为 真 的 命题 ， 即 pq 是 语句 “学 生 就 餐 时 
可 以 配 一 份 沙拉 或 一 份 汤 ， 但 不 能 兼 得 ”。 注 意 ， 这 样 的 语句 通常 表达 成 “学 生 就 餐 时 可 以 配 
一 份 沙 拉 或 一 份 汤 ”， 而 不 需要 明确 写 上 同时 拿 两 份 是 不 允许 的 。 | 
包 相 ) 邻 p 和 9g 分别 表 示 命 题 “ 我 要 用 全 部 积蓄 去 欧洲 旅行 ”和 “我 要 用 全 部 积蓄 买 一 辆 
电动 车 ”， 在 命题 逻辑 中 用 这 两 个 命题 翻译 语句 “我 要 用 全 部 积蓄 去 欧洲 旅行 或 买 一 辆 电 
动 率 ”。 | 

解 ” 为 了 翻译 这 个 语句 ， 我 们 首先 注意 到 这 里 的 或 肯定 是 异 或 ， 因 为 可 以 使 用 全 部 积蓄 去 
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欧洲 旅行 或 者 使 用 全 部 积蓄 买 一 辆 电动 车 ,但 不 能 同时 去 欧洲 旅行 和 买 一 辆 电动 车 (这 是 显然 
的 ， 因 为 每 个 选项 都 会 花 掉 全 部 积蓄 )， 所 以 这 个 语句 可 以 表达 成 pCDg。 4 


1. 1.3 条 件 语句 
下 面 讨论 其 他 几 个 重要 的 命题 组 合 方式 。 





语句 p>g 称 为 条 件 语句 ， 因 为 p>q 可 以 断定 在 条 件 p 成 立 的 时 候 g 为 真 。 条 件 语句 也 称 
为 蕴含 。 
条 件 语 句 pg 的 真 值 表 如 表 5 所 示 。 注 意 ， 当 p 和 g 都 为 真 ， 以 及 当 pb 为 假 (与 9 的 真 值 
无 关 ) 时 ， 语句 p->9g 为 真 。 


表 4 两 个 命题 异 或 的 真 值 表 表 5 条 件 语句 p 一 9q 的 真 值 表 





由 于 条 件 语句 在 数学 推理 中 具有 很 重要 的 作用 ， 所 以 表达 pg 的 术语 也 很 多 。 即 使 不 是 
全 部 ， 你 也 会 碰 到 下 面 几 个 常用 的 条 件 语 句 的 表述 方式 : 


“如 果 p， 则 gq” “pp 蕴含 g” 

“如 果 p，g” “下 人 权 当 8 

“ 力 是 g 的 充分 条 件 ” “g 的 充分 条 件 是 p” 
“gq 如果 pp” “g 每 当 p” 

We “q 是 p 的 必要 条 件 ” 
“pp 的 必要 条 件 是 g” “gqg 由 得 出 ” 

“g 除非 ~p” “g 假 定 p” 


为 了 便于 理解 条 件 语句 的 真 值 表 ， 可 以 将 条 件 语句 想象 为 义务 或 合同 。 例 如 ， 许多 政治 家 
在 竞选 时 都 许诺 :“ 如 果 我 当选 了 ， 那 么 我 将 会 减 税 。” 如 果 这 个 政治 家 当选 了 ， 选 民 将 期 望 他 
能 减 税 。 再 者 ， 如 果 这 个 政治 家 没有 当选 ， 那 么 选民 就 无 法 期 望 他 能 减 税 ， 尽 管 这 个 人 也 许 有 
足够 的 影响 力 可 令 当 权 者 减 税 。 只 有 在 该 政治 家 当选 但 却 没有 减 税 的 情况 下 ， 选 民 才 能 说 政治 
家 违背 了 竞选 诺言 。 这 种 情形 对 应 于 在 p->g 中 为 真 但 9 为 假 的 情况 。 

类 似 地 ， 考 虑 教授 可 能 做 出 的 如 下 陈述 :“ 如 果 你 在 期 末 考 试 中 得 了 满分 ， 那么 你 的 成 绩 
将 被 评定 为 A。” 如 果 你 设法 在 期 末 考 试 中 得 满分 ， 那 么 你 可 以 期 望 得 到 A。 如 果 你 没 得 到 满 
分 ， 那 么 你 是 否 能 得 到 A 将 取决 于 其 他 因素 。 人 然而， 如 果 你 得 到 满分 ,但 教授 没有 给 你 A， 你 
会 有 受骗 的 感觉 。 

评注 ”因为 蕴含 式 思 剖 含 g 的 众多 表达 方式 中 有 些 容易 引起 混淆 ， 这 里 提供 一 些 消除 混淆 
的 建议 。 记 住 “p 仅 当 q” 表 达 了 与 “如 果 pp， 则 g” 同 样 的 意思 ， 注 意 “ 力 仅 当 gq” 说 的 是 当 g 
不 为 真 时 户 不 能 为 真 。 也 就 是 说 ， 如 果 pp 为 真 但 g 为 假 ， 则 这 个 语句 为 假 。 当 p 为 假 时 ，g 可 
以 为 真 也 可 以 为 假 ， 因 为 语句 并 没有 谈 及 g 的 真 值 。 

例如 ， 假 设 教授 告诉 你 : “你 在 这 门 课 能 获得 A， 仅 当期 末 考 试 至 少 得 90 分 ,” 那么 ， 如 果 这 
门 课 得 了 A， 你 就 知道 自己 期 末 考 试 至 少 得 了 90 分 。 如 果 没 有 得 A， 你 的 期 末 考 试 可 能 至 少 得 了 
90 分 也 可 能 没 到 90 分 。 要 小 心 不 要 用 “g 仅 当 p” 来 表达 p>q， 因 为 这 是 错误 的 。 这 里 “ 仅 ” 字 起 
了 关键 作用 。 要 明白 这 一 点 ， 请 注意 当 p 和 9g 取 不 同 的 真 值 时 ,，“g 仅 当 加 和 p->g 的 真 值 是 不 同 
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的 。 为 了 理解 为 什么 “g 是 p 的 必要 条 件 ” 等 价 于 “如 果 p， 则 gq”， 观 察 一 下 ，“g 是 p 的 必要 条 件 ” 
意思 是 p 不 能 为 真 除非 9 为 真 ， 或 者 如 果 9 为 假 ， 则 p 为 假 。 这 就 相当 于 在 说 : 如 果 pp 为 真 ， 则 gq 
为 真 。 为 了 理解 为 什么 “p 是 q 的 充分 条 件 ” 等 价 于 “如 果 p， 则 g”"， 注意 “pp 是 g 的 充分 条 件 ” 
的 意思 是 如 果 p 为 真 ， 就 必须 g 也 为 真 。 这 就 相当 于 在 说 : 如 果 pp 为 真 ， 则 gq 也 为 真 。 

为 了 记 住 “9 除非 ~p” 表 达 了 和 p->g 条 件 语句 一 样 的 意思 ， 注 意 “g 除非 ap” 的 意思 是 
如 果 -p 是 假 的 ， 则 g 必 是 真 的 。 也 就 是 说 ， 当 p 为 真 ， 而 q 为 假 时 ,语句 “9g 除非 4p” 是 假 
的 ， 否 则 是 真 的 。 因 此 ,“g 除非 pp” 与 p>g 总 是 具有 相同 的 真 值 。 

例 10 说 明了 条 件 语 句 与 中 文 语句 之 间 的 转换 。 

遇 几 | 令 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数 学 ”，g 为 语句 “Maria 会 找到 好 工作 ”。 用 中 文 表达 
语句 p>g。 

解 ” 从 条 件 语句 的 定义 我 们 得 知 ， 当 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数 学 ”，g 为 语句 “Maria 会 
找到 好 工作 ”时 ，p->g 代表 语句 “如 果 Maria 学 习 离 散 数 学 ， 那 么 她 会 找到 好 工作 ”。 

还 有 许多 其 他 表述 方法 来 表达 这 个 条 件 语 句 。 其 中 最 自然 的 表述 有 “ 当 Maria 学 习 了 离散 
数学 ， 她 就 会 找到 一 份 好 工作 ”“Maria 想 要 得 到 一 份 好 工作 ， 她 只 要 学 习 离 散 数 学 就 足够 
了 。”“Maria 会 找到 一 份 好 工作 ， 除 非 她 没有 学 习 离 散 数学 ”。 > 

注意 我 们 定义 条 件 语句 的 方法 比 其 中 文 表 达 更 加 通用 。 比 如 ， 例 10 中 的 条 件 语句 以 及 语 
句 “ 如 果 今 日 天 晴 ， 那 么 我们 就 去 海滩 ”都 是 日 常 语言 中 的 语句 ， 其 中 假设 和 结论 之 间 都 有 一 
定 的 联系 。 而 且 ， 第 一 个 语句 是 真 的 ， 除 非 Maria 学 习 离 散 数 学 但 没有 找到 好 工作 ; 而 第 二 个 
语句 是 真 的 ， 除 非 今日 的 确 天 晴 但 我 们 没有 去 海滩 。 男 一 方面 ， 语句“ 如 果 Juan 有 智能 手机 ， 
那么 2 十 3 二 5” 总 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 结论 是 真 的 (这 时 假设 部 分 的 真 值 无 关 紧 要 )。 条 件 语 句 
“如 果 Juan 有 智能 手机 ， 那 么 2 十 3 二 6” 是 真 的 ， 如 果 Juan 没有 智能 手机 ， 即 使 2 十 3 二 6 为 
假 。 在 自然 语言 中 ， 我们 不 会 使 用 最 后 这 两 个 条 件 语句 (除非 偶尔 有 意 讽 刺 一 下 )， 因 为 其 中 的 
假设 和 结论 之 间 没 有 什么 联系 。 在 数学 推理 中 我 们 考虑 的 条 件 语句 比 语言 中 使 用 的 要 广泛 一 
些 。 条 件 语句 作为 一 个 数学 概念 不 依赖 于 假设 和 结论 之 间 的 因果 关系 。 我 们 关于 条 件 语句 的 定 
义 规定 了 它 的 真 值 ， 而 这 一 定义 不 是 以 语言 的 用 法 为 基础 的 。 命 题 语言 是 一 种 人 工 语言 ， 这 里 
为 了 便于 使 用 和 记忆 ， 才 将 其 类 比 于 语言 的 用 法 。 

许多 程序 设计 语言 中 使 用 的 寺 then 结构 与 逻辑 中 使 用 的 不 同 。 大 部 分 程序 设计 语言 中 都 有 让 
then S 这 样 的 语句 ， 其 中 p 是 命题 而 S 是 一 个 程序 段 ( 待 执行 的 一 条 或 多 条 语句 )。 当 程序 的 运 
行 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 如 果 pp 为 真 ， 就 执行 S; 但 如 果 p 为 假 ， 则 S 不 执行 。 如 例 11 所 示 。 

如 果 执 行 语句 

if 2 十 2 二 4 then x :二 x 十 1 
之 前 变量 x 二 0， 执 行 语 句 之 后 x 的 值 是 什么 ? (符号 := 代表 赋值 ， 语 句 涝 :=x 十 1 表示 将 z 十 1 
的 值 赋 给 z。) 

解 ” 因 为 2 十 2==4 为 真 ， 所 以 赋值 语句 zx :=z 十 1 会 被 执行 。 因 此 ， 在 执行 此 语句 之 后 ， 立 
的 值 是 0 十 1 王 1。 4 

逆 命题 、 逆 否 命 题 与 反 命 题 由 条 件 语句 p>9g 可 以 构成 一 些 新 的 条 件 语句 。 特 别 是 三 个 
常见 的 相关 条 件 语句 还 拥有 特殊 的 名 称 。 命 题 9 一 p 称 为 p 一 g 的 逆 命 题 ， 而 p 一 9q 的 逆 否 命题 
是 命题 43g 一 pp。 命题 ~ap>-9 称 为 p 一 g 的 反 命 题 。 我 们 发 现 ， 三 个 由 p>g 衍生 的 条 件 语句 
中 ， 只 有 逆 否 命题 总 是 和 p>g 具有 相同 的 真 值 。 

我 们 首先 证 明 条 件 命题 p->g 的 道 否 命题 43g 习 -1p 总 是 和 pg 具有 相同 的 真 值 。 为 此 ， 请 
注意 只 有 当 -~p 为 假 且 ”9 为 真 ， 也 就 是 p 为 真 且 9 为 假 时 ， 该 道 否 命题 为 假 。 现 在 我 们 来 证 
明 ， 对 p 和 9g 的 所 有 可 能 的 真 值 ， 道 命题 g>p 和 反 命题 a4p 习 9 与 pq 都 不 具有 相同 的 真 值 。 
注意 ， 当 pp 为 真 且 g 为 假 时 ， 原 命题 为 假 ， 而 逆 命 题 和 反 命题 都 是 真 的 。 

当 两 个 复合 命题 总 是 具有 相同 真 值 时 ， 无 论 其 命题 变量 的 真 值 是 什么 ， 我们 称 它们 是 等 价 
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的 。 因 此 一 个 条 件 语句 与 它 的 逆 理 命题 是 等 价 的 。 条 件 语句 的 道 与 反 也 是 等 价 的 ， 读 者 可 以 验 
证 这 一 点 ， 但 它们 都 不 与 原 条 件 语句 等 价 ( 我 们 将 在 1. 3 节 研 究 等 价 命题 ) 。 请 注意 一 个 最 常见 
的 逻辑 错误 是 假设 条 件 语 句 的 逆 或 反 等 价 于 这 个 条 件 语句 。 

我 们 在 例 12 中 解释 条 件 语句 的 使 用 。 


Exiro 
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加 找 出 语句 “每 当下 十 时， 主队 就 能 获胜 ”的 逆 否 命题 、 逆 命题 和 反 命 题 。 
解 因为 “9 每 当 尹 ”是 表达 语句 p->g 的 一 种 方式 ， 原 始 语句 可 以 改写 为 “如 果 下 雨 ， 那 
么 主队 就 能 获胜 ”。 因 此 ， 这 个 条 件 语 名 的 道 否 命题 是 “如 果 主 队 没 有 获胜 ， 那 么 没有 下 雨 ”。 
递 命题 是 “如 果 主 队 获 胜 ， 那 么 下 雨 了 ”。 反 命题 是 “如 果 没 有 下 雨 ， 那 么 主队 没有 获胜 ”。 其 
中 只 有 道 否 命 题 等 价 于 原始 语句 。 司 
二 ds lbs hme ee dr 






peppy 注意 ， 当 条 件 语 名 

pq 和 gp 均 为 真 时 ， 语句 prq 为 真 ， 否则 为 假 。 
这 就 是 为 什么 我 们 用 “ 当 且 仅 当 ”来 表示 这 一 逻辑 联 
结 词 ， 并 且 符 号 的 写法 就 是 把 符号 二 和 一 结合 起 来 。 
表达 p**9 的 一 些 其 他 常用 方式 还 有 “pp 是 g 的 充分 
必要 和 条件”“ 如 果 p 那么 q， 反之 亦 然 ”“p 当 且 仅 当 
q”“p 恰 好 当 g”。 

双 条 件 语句 的 最 后 一 种 表示 方式 可 以 用 缩写 符号 “iff” 人 代替 “ 当 且 仅 当 ” (if and only 这) 
注意 ，pmq 与 (p>q) 八 (gp) 有 完全 相同 的 真 值 。 

-te 遇 是 KR》 今 p 为 语句 “你 可 以 搭乘 该 航班 ", 令 gq 为 语句 “你 买 机 票 了 ”。 则 pg 为 语句 
“你 可 以 搭乘 该 航班 当 且 仅 当 你 买 机 票 了 ”。 此 语句 为 真 ， 如 果 p 和 4g 均 为 真 或 均 为 假 ， 也 就 是 
说 ， 如 果 你 买 机 票 了 就 能 搭乘 该 航班 ， 或 者 如 果 你 没 买 机 票 就 不 能 搭乘 该 航班 。 此 命题 为 假 ， 
当 p 和 g 有 相反 真 值 时 ， 也 就 是 说 ， 当 你 没 买 机 票 但 却 能 搭乘 该 航班 时 (比如 你 获得 一 次 免费 
旅行 ) 或 当 你 买 了 机 票 却 不 能 搭乘 该 航班 时 (比如 航空 公司 拒绝 你 登 机 ) 。 本 

双 条 件 的 隐 式 使 用 你 应 该 意识 到 在 自然 语言 中 双 条 件 并 不 总 是 显 式 地 使 用 。 特 别 是 在 自 
然 语言 中 很 少 使 用 双 条 件 中 的 “ 当 且 仅 当 ”结构 。 通 常用 “如 果 ， 那么 ”或 “ 仅 当 ”结构 来 表 
示 双 问 蕴 含 。“ 当 且 仅 当 ” 的 另 一 部 分 则 是 隐 含 的 。 也 就 是 逆 命 题 是 蕴含 的 而 没有 明说 出 来 。 
例如 ， 考 虑 一 下 自然 语言 语句 “如 果 你 吃 完 饭 了 ， 则 可 以 吃 餐 后 甜点 ”。 其 真正 含义 是 “你 可 
以 吃 餐 后 甜点 当 且 仅 当 你 吃 完 饭 ”。 后 面 这 个 语句 在 逻辑 上 等 价 于 两 个 语句 “如 果 你 吃 完 饭 ， 
那么 你 可 以 吃 甜点 ”和 “ 仅 当 你 吃 完了 饭 ， 你 才能 吃 甜 点 ”。 由 于 自然 语言 的 这 种 不 精确 性 ， 
我 们 需要 对 自然 语言 中 的 条 件 语句 是 否 隐 含 它 的 道 做 出 假设 。 因 为 数学 和 逻辑 注重 精确 ， 所 以 
我 们 总 是 区 分 条 件 语句 p>gq 和 双 条 件 语句 p+>9g。 


1. 1.4 复合 命题 的 真 值 表 

oemo》 我 们 已 经 介绍 了 五 个 重要 的 逻辑 联结 词 一 一 合 取 、 析 取 、 蜡 或 、 草 含 、 双 条 件 。 此 外 ,我 
们 还 介绍 了 否定 。 可 以 用 这 些 联 结 词 来 构造 含有 一 些 命题 变量 的 结构 复杂 的 复合 命题 。 我 们 可 
以 用 真 值 表 来 决定 这 些 复合 命题 的 真 值 ， 如 例 14 所 示 。 采 用 单独 的 列 来 找 出 在 这 个 复合 命题 
构造 过 程 中 出 现 的 每 个 复合 表达 式 的 真 值 。 对 应 于 命题 变量 真 值 的 每 种 组 合 ， 复 合 命题 的 真 值 
位 于 表 中 最 后 一 列 。 


构造 复合 命题 (pV 49) 一 (pA gq) 的 真 值 表 ， 


基础 : 还 克 和 证 明 7 


解 ”因为 真 值 表 涉及 两 个 命题 变量 p 和 9g， 所 以 此 表 有 四 行 , 每 行 对 应 一 对 真 值 TT、 
TF、FT 和 FF。 前 两 列 分 别 表 示 p 和 9 的 真 值 。 第 3 列 为 9 的 真 值 ， 用 于 计算 第 4 列 中 pV 
-79 的 真 值 。 第 5 列 给 出 pAg 的 真 值 。(pV -9) 习 (pA 9g) 的 真 值 在 最 后 一 列 。 最 终 的 真 值 表 
如 表 7 所 示 。 


表 7 复合 命题 (DVD9)-~(pA9g9) 的 真 值 表 





1. 1.5 “逻辑 运算 符 的 优先 级 

我 们 可 以 用 所 定义 的 否定 运算 符 和 逻辑 运算 符 来 构造 复合 命题 。 我 们 通常 使 用 括号 来 规定 
复合 命题 中 的 逻辑 运算 符 的 作用 顺序 。 例 如 ，(pV 9) A (7) 是 pV gq 和 -7 的 合 取 。 然 而 ， 为 了 
减少 括号 的 数量 ,我 们 规定 否定 运算 符 先 于 所 有 其 他 逻辑 运算 符 。 这 意味 着 .pAgq 是 pp 和 9g 
的 合 取 ， 即 (~p) 和 人 gq， 而 不 是 p 和 9g 的 合 取 的 否定 ， 即 4(pA gg)。 

男 一 个 常用 的 优先 级 规则 是 合 取 运算 符 优 先 于 析 取 运算 符 ， 这 样 pVgAr 意思 是 pV (gq 作 
r")， 而 非 (pVg)Ar， 而 pAgqVr 意 思 是 (pAAgq)Vr 而 非 p 表 8 逻辑 运算 符 的 优先 级 
AA(gVr)。 因 为 这 个 规则 不 太 好 记 ， 所 以 我 们 将 继续 使 用 
括号 以 使 析 取 运算 符 和 合 取 运算 符 的 作用 顺序 看 起 来 很 
清晰 。 

最 后 ， 一 个 已 被 接受 的 规则 是 条 件 运 算 符 和 双 条 件 运 
算 符 的 优先 级 低 于 合 取 运算 符 和 析 取 运算 符 的 优先 级 。 因 
此 ，p>qgVr 意思 是 p 一 (gqgV7) 而 非 (p 一 q)Vr, pVga>r 
意思 是 (pV gq) 一 r 而 非 pV (g 一 r)。 尽 管 条 件 运 算 符 的 优 
先 级 高 于 双 条 件 运算 符 的 优先 级 ， 但 当 条 件 运算 符 和 双 条 





真 值 比特 
件 运算 符 的 作用 顺序 有 歧义 时 ， 我 们 也 将 使 用 括号 。 表 8 T 1 
展示 了 逻辑 运算 符 ”、A、V 、 一 和 全 的 优先 级 。 


1.1.6 逻辑 运算 和 比特 运算 
计算 机 用 比特 2 表示 信息 。 比 特 是 一 个 具有 两 个 可 能 值 的 符号 ， 即 0 和 1。 比 特 一 词 的 含 unes》 
义 来 自 二 进 制 数字 (binary digit) ， 因 为 0 和 1 是 数 的 二 进 制 表示 中 用 到 的 数字 。1946 年 ， 著 名 
的 统计 学 家 约翰， 图 基 (John Tukey) 引 入 了 这 一 术语 。 一 比特 可 以 用 于 表示 真 值 ， 因 为 只 有 两 
个 真 值 ， 即 真 与 假 。 习 惯 上 ， 我 们 用 1 表示 真 ， 用 0 表示 假 。 也 就 是 说 ，1 表示 工 ( 真 )，0 表 
示 F( 假 )。 如 果 一 个 变量 的 值 或 为 真 或 为 假 ， 则 此 变量 就 称 为 布尔 变量 。 于 是 一 个 布尔 变量 可 
以 用 一 比特 表示 。 
计算 机 的 比特 运算 (或 位 运算 ) 对 应 于 逻辑 联结 词 。 只 要 在 运算 符 人 A、V 和 由 的 真 值 表 中 用 
1 代替 工 , 用 0 代替 FE， 就 能 得 到 表 9 各 列 所 对 应 的 位 运算 表 。 我 们 还 会 用 符号 OR、AND 和 
XOR 分 别 表 示 运 算 符 V 、A 和 由， 许多 程序 设计 语言 正 是 这 样 表 示 的 。 


日 ”bit 一 词 是 指 二 进 制 位 或 比特 ， 本 书 中 多 数 情 况 下 翻译 为 “比特 ”， 只 有 在 少数 情况 下 才 翻 译 为 “位 ”， 如 bit 
operation 译作 位 运算 。 一 一 译 者 注 


表 9 位 运算 符 OR、AND 和 XOR 的 真 值 表 
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101010011 是 一 个 长 度 为 9 的 比特 串 。 
可 以 把 位 运算 扩展 到 比特 串 上 。 我 们 将 两 个 长 度 相同 的 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 
位 XOR 分 别 定 义 为 这 样 的 比特 串 ， 其 中 每 个 比特 均 由 两 个 比特 串 的 相应 比特 分 别 经 由 OR、 
AND 和 XOR 运算 而 得 。 我 们 分 别 用 符号 V 、 人 和 个 表示 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 运 
算 。 我 们 用 例 16 来 解释 比特 串 的 按 位 运算 。 

求 比 特 串 01 1011 0110 和 11 0001 1101 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR( 为 了 方 
便 阅 读 ， 比 特 串 将 按 四 位 分 组 )。 

解 ” 这 两 个 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 分 别 由 对 应 比特 的 OR、AND 和 
XOR 得 到 ， 其 结果 是 





01 1011 0110 

11 0001 1101 

11 1011 1111 按 位 OR 
01 0001 0100 按 位 AND 


10 1010 1011 按 位 XOR 人 
奇数 编号 练习 = 
1. 下 列 哪些 语句 是 命题 ? 这 些 是 命题 的 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a) 波 士 顿 是 马萨诸塞 州 首府 b) 迈 阿 密 是 佛罗里达 州 首府 
c)2 十 3 王 5 d)5 十 7 三 10 
e)z 十 2 一 11 人 回答 这 个 问题 
3. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Linda 比 Sanjay 年 轻 b) Mei 比 Isabella 挣 得 多 
cJMoshe 比 Monica 高 d)Abby 比 Ricardo 富有 
5. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) Mei 有 一 台 MP3 播放 器 b) 新 泽 西 没有 污染 
c)2 十 1 一 3 d) 缅 因 州 的 夏天 又 热 又 晒 


7. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) Steve 的 笔记 本 电脑 有 大 于 100GB 的 空闲 磁盘 空间 
b)Zach 阻止 来 自 Jennifer 的 邮件 和 短信 


提 “为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获 取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 《离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 原 书 第 8 版 )》( 预 计 2020 年 春季 出 版 )。 练 习 的 答案 请 访 
问 华章 网 站 (www. hzbook. com) 下载。 一 一 编辑 注 
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c)7。11。13 一 999 
d)Diane 周 日 骑 自 行车 骑 了 100 英里 


. 假设 在 最 近 的 财 年 期 间 ，Acme 计算 机 公司 的 年 收入 是 1380 亿美 元 且 其 净利 润 是 80 亿美 元 ，Nadir 软 


件 公 司 的 年 收入 是 870 亿美 元 且 净 利润 是 50 亿美 元 ，Quixote 媒体 的 年 收入 是 1110 亿美 元 且 净 利润 
是 130 亿美 元 。 试 判断 有 关 最 近 财 年 的 每 个 命题 的 真 值 。 

a) Quixote 媒体 的 年 收入 最 多 。 

b) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 并 且 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
c)Acme 计算 机 公司 的 净利 润 最 多 或 者 Quixote 媒体 的 净利 润 最 多 。 
d) 如果 Quixote 媒体 的 净利 润 最 少 ， 则 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
e)Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 当 且 仅 当 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
令 p 和 9q 分 别 表 示 命 题 “ 在 新 泽 西 海岸 游泳 是 允许 的 ”和 “在 海岸 附近 发 现 过 小 鱼 ”。 试 用 汉语 表达 
下 列 每 个 复合 命题 。 

a)-g b)pAg Cc) pVg 

d) 妃 一 站 9 e) 门 9 一 力 f)-71p—>”9g 

8)p>79q h)- pA (pV -9) 

令 p、9 为 如 下 命题 . 

户 : 气温 在 零度 以 下 。 

gq: 正在 下 雪 。 

用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 各 命题 

a) 气 温 在 零度 以 下 且 正 下 着 雪 。 

b) 气 温 在 零度 以 下 ， 但 没有 下 雪 。 

c) 气 温 不 在 零度 以 下 ， 并 且 没 有 下 雪 。 

d) 要 么 正 下 着 雪 ， 要 么 在 零度 以 下 (也许 两 者 兼 有 ) 。 

e) 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 则 也 下 着 雪 。 

要么 气温 在 零度 以 下 ， 要 么 下 着 雪 ; 但 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 就 没有 下 雪 。 
9) 气温 在 零度 以 下 是 下 雪 的 充分 必要 条 件 。 

令 p、g 为 如 下 命题 : 

pp: 你 开车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 (1 英里 = 二 1.6 公里 ) 。 

gq: 你 接 到 一 张 超速 罚单 。 

用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 你 开车 车 速 没 有 超过 每 小 时 65 英里 。 

b) 你 开车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 但 没 接 到 超速 罚单 。 

c) 如 果 你 开车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 将 接 到 一 张 超速 罚单 。 

d) 如 果 你 开车 车 速 不 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 就 不 会 接 到 超速 罚单 。 

e) 开 车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 足以 接 到 超速 罚单 。 

f) 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 但 你 开车 车 速 没 超过 每 小 时 65 英里 。 

8) 只 要 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 你 开车 车 速 就 超过 每 小 时 65 英里 。 


. 邻 pb、 9、 rr 为 如 下 命题 : 


Pp: 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 。 

9: 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 。 

r: 乡间 小 路 两 旁 的 草 侮 成 熟 了 。 

用 p、g、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 乡 间 小 路 两 旁 的 草 芍 成 熟 了 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

b) 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 ,， 且 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 ， 但 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
ec 如 果 乡 间 小 路 两 旁 的 草 莓 成 熟 了 ， 徒 步 旅行 是 安全 的 当 且 仅 当 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

d) 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 不 安全 的 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 能 且 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
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e) 为 了 使 在 乡间 小 路 上 旅行 是 安全 的 ， 其 必要 但 非 充 分 条 件 是 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 没有 成 熟 且 在 这 
个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

人 只 要 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 且 乡 间 小 路 两 旁 的 草 获 成 熟 了 ， 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 就 是 不 安全 的 。 

. 判断 下 列 各 条 件 语句 是 真是 假 : 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


$1 


33. 


35。 


a) 如 果 1 十 1 二 2， 则 2 十 2 一 5。 b) 如 果 1 十 1=3， 则 2 十 2=4。 
ce) 如果 1 十 1=3， 则 2 十 2=5。 d) 如 果 猴 子 会 飞 ， 则 1 十 1 一 3。 
对 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 

a) 晚 餐 配 有 了 咖啡 或 者 茶 。 


口令 必须 至 少 包 含 3 个 数字 或 至 少 8 个 字符 长 。 
c) 这 门 课程 的 先 修 课 程 是 数论 课程 或 者 密码 学 课程 。 
d) 你 可 以 用 美元 或 者 欧元 支付 。 


对 下 列 各 语句 ， 说 一 说 如 果 其 中 的 联结 词 是 兼 或 ( 即 析 取 ) 与 异 或 时 的 含义 。 你 认为 语句 想 表示 的 是 


哪个 或 ? 
a) 要 选修 离散 数学 课 ， 你 必须 已 经 选修 过 微 积分 或 一 门 计算 机 科学 的 课程 。 


b) 当 你 从 Acme 汽车 公司 购买 一 部 新 车 时 ， 你 就 能 得 到 2000 美元 现金 折扣 或 2% 的 汽车 贷款 。 


c) 两 人 套餐 包括 A 栏 中 的 两 道 菜 或 B 栏 中 的 三 道 菜 。 
d) 如 果 下 雪 超 过 两 英尺 或 寒 风 指数 低 于 一 100 下 ， 学 校 就 停课 。 


把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 则 gqg” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 


a) 每 当 刮 东北 风 ， 天 会 下 雪 。 

b) 苹 果树 会 开花 ， 如 果 天 暖 持续 一周 。 

c) 活 塞 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 湖人 队 。 

d) 必 须 走 8 英里 才能 到 达 朗 斯 峰 的 顶峰 ， 

e) 想 要 得 到 终身 教授 职位 ， 只 要 能 世界 闻名 就 够 了 。 

;如 果 你 驾车 超过 400 英里 ， 就 需要 买 汽 油 了 ，。 

g) 你 的 保修 单 是 有 效 的 ， 仅 当 你 购买 的 CD 机 不 超过 90 天 。 
h)Jan 会 去 游泳 ， 除 非 水 太 凉 了 。 

iD 我们 将 会 拥有 美好 的 未 来 ， 假 定 人 们 相信 科学 。 

把 下 列 命题 写成 “p 当 且 仅 当 gq” 的 形式 ， 

a) 如 果 外 边 很 热 你 就 买 冰激凌 蛋 卷 ， 并 且 如 果 你 买 冰激凌 蛋 卷 ， 则 外 边 很 热 。 
b) 你 赢得 竞赛 的 充分 必要 条 件 是 你 有 唯一 的 获胜 券 。 

c) 你 得 到 提拔 仅 当 你 有 关系 网 ， 并 且 你 有 关系 网 仅 当 你 得 到 了 提拔 。 
d) 如 果 你 看 电视 ， 心 智 会 训 退 ; 反之 亦 然 。 

e) 火 车 恰恰 在 我 乘坐 的 那些 日 子 晚 点 。 

叙述 下 列 各 条 件 语 句 的 逆 命 题 、 道 否 命题 和 反 命题 。 

a) 如 果 今天 下 雪 ， 我 明天 就 去 滑雪 。 

b) 只 要 有 测验 ， 我 就 来 上 课 。 

c) 一 个 正 整 数 是 索 数 ， 仅 当 它 没有 1 和 自身 以 外 的 因子 。 

下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 有 多 少 行 ? 


a) pp b)(pV-r)A (gqV-3) 
c)gV pVasVarVatVu dpArADe(gAt) 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 

a)pA-p b)pV-p 

c)( 力 V 9q) 一 9 d)(pVg)—>(pAg) 
e) (p>9)*> (gp) f)(p—>gqg)—(g—p) 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 


a)(pVog) 一 (让 9) b) (pq)—> (pA g) 


基础 : 逻 克 和 证 明 入 了 


妒 


pV A DpAY) d) (pe*q) DH pg) 

e) (pq HH pe rr) f) (pq)— (pH 9) 
37. 构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 

3) 力 一 站 9 b)- pg 

c) (p>g)V (~ p>9g) d)(p—g) MM (~p—9g) 

e) (pg) VY (pg) f) (Hp Hg) (pg) 
39. 构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 . 

a)p—(-gVr) b)- pp— (gq—7) 

Cc) (pqg)V ("pr7) d)(p—>9qg) A (~ pr) 

e) (pgq)V (Hg r) f) (mpeg (gr) 


41. 构造 (pe>o)*>(re>s) 的 真 值 表 。 
Ks 43. 不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、g 和 rr 至 少 有 一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 (pVgVr) 信 

(FpPV-49V-7) 为 真 ， 而 当 三 个 变量 具有 相同 真 值 时 为 假 。 

45. 用 练习 44 构造 一 个 复合 命题 ， 该 命题 为 真 当 且 仪 当 pl ，p:;，*…，p, 中 恰好 只 有 一 个 为 真 。[ 提 示 : 
模仿 练习 44 构造 复合 命题 使 得 其 为 真 当 上 且 仅 当 p; ，p;，…，p, 中 至 少 有 一 个 为 真 ,] 

47. 求 下 列 各 对 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 及 按 位 XOR。 
a)101 1110，010 0001 b)1111 0000，1010 1010 
c)00 0111 0001，10 0100 1000 d)11 1111 1111, 00 0000 0000 

模糊 逻辑 可 以 用 于 人 工 智 能 。 在 模糊 逻辑 中 ,命题 的 真 值 是 一 个 0 和 1 之 间 的 数 ( 含 0 和 1)。 真 值 为 0 的 

命题 为 假 ， 真 值 为 1 的 命题 为 真 。 命 题 的 真 值 介 于 0 和 1 之 间 表 明 真 值 的 不 同 程度 。 例 如 ,语句 “Fred 

是 幸福 的 ”可 以 被 赋予 真 值 0.8， 因 为 Fred 大 部 分 时 间 是 幸福 的 ; 而 “John 是 幸福 的 ”可 以 被 赋予 真 值 

0.4， 因 为 他 只 在 不 到 一 半 的 时 间 里 感到 幸福 。 用 这 样 的 真 值 求解 练习 49 一 51。 

49. 模糊 逻辑 中 命题 否定 的 真 值 是 1 减 去 该 命题 的 真 值 。 语 句 “Fred 是 不 幸福 的 ”和 “John 是 不 幸福 的 ” 
的 真 值 是 什么 ? 

51. 模糊 逻辑 中 两 个 命题 析 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 大 值 。 语 句 “EFred 是 幸福 的 或 John 是 幸福 的 ” 
与 “Fred 是 不 幸福 的 或 John 是 不 幸福 的 ”的 真 值 是 什么 ? 

* 53. 有 一 个 含 100 条 语句 的 列表 ， 其 中 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 中 恰 有 n 条 语句 为 假 ”。 
a) 你 能 从 这 些 语句 中 得 出 什么 结论 ? 
b) 如 果 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 至 少 有 nn 条 语句 为 假 ”"， 回 答 问题 a。 
c) 假 设 这 个 列表 包含 99 条 语句 ， 回 答 问 题 b。 


1.2 命题 逻辑 的 应 用 


1.2.1 引言 

逻辑 在 数学 、 计 算 机 科学 和 其 他 许多 学 科 有 着 许多 重要 的 应 用 。 数 学 、 目 然 科 学 以 及 自然 
语言 中 的 语句 通常 不 太 准 确 ， 甚 至 有 歧义 。 为 了 使 表达 更 精确 ， 可 以 将 它们 钢 译 成 讽 辑 语言 。 
例如 ， 逻 辑 可 用 于 软件 和 硬件 的 规范 说 明 (specification) ， 因 为 在 开发 前 这 些 规范 说 明 必 须要 准 
确 。 另 外 ， 命 题 逻 辑 及 其 规则 可 用 于 设计 计算 机 电路 、 构 造 计 算 机 程序 、 验 证 程序 的 正和 区 性 以 
及 构造 专家 系统 。 逻 辑 可 用 于 分 析 和 求解 许多 熟悉 的 谜 题 。 基 主 逻 辑 规则 的 软件 系统 也 已 经 开 
发 出 来 ， 它 能 够 自动 构造 某 种 类 型 的 (当然 不 是 全 部 的 ) 证 明 。 在 后 续 章 节 中 ， 我 们 将 讨论 命题 
逻辑 的 部 分 应 用 。 


1.2.2 语句 翻译 

有 许多 理由 需要 把 自然 语言 语句 翻译 成 由 命题 变量 和 逻辑 联结 词组 成 的 表达 式 。 特 别 
是 ， 汉语 ( 以 及 其 他 各 种 人 类 语言 ) 常 有 二 义 性 。 把 语句 翻译 成 复合 命题 (以 及 本 章 稍 后 要 人 
绍 的 其 他 类 型 的 逻辑 表达 式 ) 可 以 消除 卜 义 。 注 意 ， 这 样 翻 译 时 也 许 需 要 根据 语句 的 含义 做 
一 些 合理 的 假设 。 此 外 ,一旦 完成 了 从 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 我们 就 可 以 分 析 这 些 逻 辑 
表达 式 以 确定 它们 的 真 值 ， 对 它们 进行 操作 ,并 用 (1.6 节 中 讨论 的 ) 推 理 规则 对 它们 进行 
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推理 。 

为 了 解释 把 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 的 过 程 ， 考 虑 下 面 两 个 例子 。 

怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ， 仅 当 你 主 修 计算 机 科学 或 者 你 不 是 新 生 。” 

解 ” 将 这 一 语句 翻译 为 逻辑 表达 式 有 许多 方法 。 尽 管 可 以 用 一 个 命题 变量 如 p 来 表示 这 一 
语句 ， 但 这 种 表示 在 分 析 其 含义 或 用 它 做 推理 时 没有 多 大 帮助 。 我 们 的 办 法 是 用 命题 变量 表示 
语句 中 的 每 个 成 分 ， 并 找 出 它们 之 间 合 适 的 逻辑 联结 词 。 具 体 地 说 , 令 a、c 和 也 分别 表示 
“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ”“ 你 主 修 计 算 机 科学 ”和 “你 是 个 新 生 ”"。 注意“ 仅 当 ”是 一 种 表 
达 条 件 语句 的 方式 ， 上 述 语句 可 以 译 为 

站 CA 与 为 4 
怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“如 果 你 身高 不 足 4 莫 尺 ( 约 1. 22 米 )， 那么 你 不 能 乘坐 过 山 车 ， 除 非 你 已 年 满 16 周岁 。” 

解 ” 令 gq、r 和 s 分 别 表 示 “ 你 能 乘坐 过 山 车 ” “你 身高 不 足 4 英 尺 ” 和 “你 已 年 满 16 周 
岁 ”"， 则 上 述 语句 可 以 翻译 为 

Cr -sg 

当然 ， 还 有 其 他 方式 可 以 把 上 述 语句 表示 为 逻辑 表达 式 , 但 上 面 使 用 的 这 一 表达 式 已 满足 

我 们 的 需要 。 S| 


1.2.3 系统 规范 说 明 

在 描述 硬件 系统 和 软件 系统 时 ， 将 自然 语言 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 是 很 重要 的 一 部 分 。 系 
统 和 软件 工程 师 根据 自然 语言 描述 的 需求 ， 生 成 精确 而 无 二 义 性 的 规范 说 明 ， 这 些 规范 说 明 用 
来 作为 系统 开发 的 基础 。 例 3 说 明了 如 何在 这 一 过 程 中 使 用 复合 命题 。 

使 用 逻辑 联结 词 表 示 规 范 说 明 “ 当 文件 系统 已 满 时 ， 就 不 能 发 送 自动 应 答 ”。 

解 ” 翻 译 这 个 规范 说 明 的 方法 之 一 是 令 p 表示 “能 够 发 送 自 动 应 答 ”， 令 g 表示 “文件 系 
统 满 了 ”， 则 -4p 表示 “并 非 能 够 发 送 自动 应 答 这 种 情况 ”"， 也 就 是 “不 能 发 送 自动 应 答 ”。 因 
此 ， 我们 的 规范 说 明 可 以 用 条 件 语句 gp 来 表示 。 二 

系统 规范 说 明 应 该 是 一 致 的 ， 也 就 是 说 ， 系 统 规范 说 明 不 应 该 包含 可 能 导致 矛盾 的 相互 冲 
突 的 需求 。 当 规范 说 明 不 一 致 时 ， 就 无 法 开发 出 一 个 满足 所 有 规范 说 明 的 系统 。 

确定 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 。 

“诊断 消息 存储 在 缓冲 区 中 或 者 被 重 传 。” 

“诊断 消息 没有 存储 在 缓冲 区 中 。” 

“如 果 诊 断 消息 存储 在 缓冲 区 中 ， 那 么 它 被 重 传 。” 

解 ” 要 判断 这 些 规范 说 明 是 否 一 致 ， 我 们 首先 用 逻辑 表达 式 表示 它们 。 令 妨 为 “诊断 消息 
存储 在 缓冲 区 中 ”， 今 gq 表示 “诊断 消息 被 重 传 "。 则 上 面 几 个 规范 说 明 可 以 写 为 pVgq、-p 和 
p>q。 使 所 有 三 个 规范 说 明 为 真 的 一 个 真 值 赋值 必须 包含 p 为 假 ， 从 而 使 2p 为 真 。 因 为 我 们 
要 使 pV g 为 真 , 但 p 又 必须 为 假 ， 所 以 gq 必须 为 真 。 由 于 当 p 为 假 且 9g 为 真 时 ，p 一 g 为 真 ， 
所 以 我 们 得 出 结论 : 这 些 规范 说 明 是 一 致 的 ， 因 为 当 p 为 假 且 gq 为 真 时 它们 都 是 真 的。 使 用 真 
值 表 检 验 p 和 g 的 四 种 可 能 的 真 值 赋值 ， 可 以 得 出 同样 的 结论 。 全 

@@ 如 果 在 例 4 中 加 上 一 个 系统 规范 说 明 “ 诊 断 消息 没有 被 重 传 *， 它 们 还 能 保持 一 
致 吗 ? 

解 ” 由 例 4 的 推理 可 知 ， 只 有 当 p 为 假 且 gq 为 真 时 那 三 个 规范 说 明 才 为 真 。 然 而 ， 本 例 中 
的 新 规范 说 明 是 -jgqg， 当 gq 为 真 时 它 为 假 。 因 此 ， 这 四 个 规范 说 明 是 不 一 致 的 。 总 


1.2.4 布尔 搜索 
逻辑 联结 词 广泛 用 于 海量 信息 如 网 页 索引 的 搜索 中 。 由 于 搜索 采用 命题 逻辑 的 技术 ， 所 以 
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被 称 为 布尔 搜索 。 

在 布尔 搜索 中 ， 联 结 词 AND 用 于 匹配 同时 包含 两 个 搜索 项 的 记录 ,联结 词 OR 用 于 匹配 
两 个 搜索 项 之 一 或 两 项 均 匹 配 的 记录 ， 而 联结 词 NOT( 有 时 写作 AND NOT) 用 于 排除 某 个 特 
定 的 搜索 项 。 当 布尔 搜索 用 来 定位 可 能 感 兴趣 的 信息 时 ， 经常 需要 细心 安排 逻辑 联结 词 的 使 
用 。 下 面 的 例 6 解释 布尔 搜索 是 怎样 执行 的 。 

网 页 搜索 大 部 分 Web 搜索 引擎 支持 布尔 搜索 技术 ， 通 常 有 助 于 寻找 有 关 特 定 主题 
的 网 页 。 例 如 ， 用 布尔 搜索 查找 关于 新 墨西哥 州 (New Mexico) 的 大 学 网 页 ， 我 们 可 以 寻找 与 
NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。 搜 索 的 结果 将 包括 含有 NEW( 新 )、 
MEXICO( 墨 西 哥 ) 和 UNIVERSITIES( 大 学 ) 三 个 词 的 那些 网 页 。 这 里 包含 了 所 有 我 们 感 兴趣 
的 网 页 ， 还 包括 其 他 网 页 ， 如 墨西哥 的 新 的 大 学 网 页 。( 注 意 在 Google 以 及 其 他 许多 搜索 引擎 
中 ， 并 不 需要 “AND” 一 词 ， 因 为 搜索 引擎 默认 包含 所 有 搜索 项 。) 多 数 搜索 引擎 还 支持 使 用 引 
号 以 搜索 特定 的 和 短语。 因此， 使 用 “New Mexico”AND UNIVERSITIES 匹配 网 页 搜索 会 更 有 效 。 

接 下 来 ， 要 找 出 与 新 墨西哥 州 或 亚利桑那 州 (Arizona) 的 大 学 有 关 的 网 页 ， 我 们 可 以 搜索 
与 (NEW AND MEXICO OR ARIZONA)AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。( 注 意 ， 这 里 联结 
词 AND 优 先 于 联结 词 OR。 同 样 ， 在 Google 中 用 于 搜索 的 项 应 该 是 NEW MEXICO OR 
ARIZONA。) 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 UNIVERSITIES 一 词 ， 并 且 或 者 含有 NEW 与 MEXICO 
两 个 词 ， 或 者 含有 ARIZONA 一 词 的 所 有 网 页 。 同 样 ， 除 了 这 两 类 我 们 感 兴趣 的 网 页 外 还 会 列 
出 其 他 网 页 。 最 后 ， 要 想 找 出 有 关 墨 西 哥 (不 是 新 墨西哥 州 ) 的 大 学 网 页 ， 可 以 先 找 与 MEXICO 
AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 ， 但 由 于 这 一 搜索 的 结果 将 会 包括 有 关 新 墨西哥 州 的 大 学 网 
页 以 及 墨西哥 的 大 学 网 页 ， 所 以 更 好 的 办 法 是 搜索 与 (MEXICO AND UNIVERSITIES) NOT 
NEW 匹配 的 网 页 。 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两 个 词 但 不 含 NEW 
一 词 的 所 有 网 页 。( 在 Google 以 及 其 他 搜索 引擎 中 ，NOT 一 词 会 用 符号 “-” 来 代替 。 因 此 ， 
在 Google 中 ， 最 后 一 个 搜索 项 可 以 写成 MEXICO UNIVERSITIES -NEW.) a 


1.2.5 逻辑 谜 题 

可 以 用 逻辑 推理 解决 的 谜 题 称 为 逻辑 谜 题 。 求 解 逻 辑 谜 题 是 实践 逻辑 规则 的 一 种 非常 好 的 
方法 。 同 样 ， 用 于 执行 逻辑 推理 的 计算 机 程序 通常 也 使 用 著名 的 人 逻辑 谜 题 来 演示 它们 的 能 力 。 
许多 人 对 求解 轴 辑 谜 题 颇 感 兴 趣 ， 有 许多 书 和 杂志 以 及 Web 网 页 上 也 登载 有 迎 辑 谜 题 以 供 
娱乐 。 

在 此 ， 我 们 将 讨论 三 个 逻辑 恋 题 ， 难 度 逐 级 增加 。 在 练习 中 可 以 找到 更 多 的 谜 题 。1.3 节 
我 们 还 会 讨论 nn 皇后 谜 题 和 数 独 游戏 。 

作为 把 公主 从 海盗 那里 营救 回来 的 报酬 ， 国 王 给 你 机 会 来 赢得 隐藏 在 三 个 箱子 中 的 
宝藏 ， 但 只 有 一 个 箱子 中 有 宝藏 ， 另 外 两 个 箱子 是 空 的 。 要 想 赢 ， 你 必须 选 对 箱子 。 第 一 和 第 
二 个 箱子 上 都 写 有 “这 个 箱子 是 空 的 ”，、 第 三 个 箱子 上 写 着 “宝藏 在 第 二 个 箱子 中 ”。 从 来 不 撤 
谎 的 皇后 告诉 你 只 有 一 个 提示 是 真 的 ， 而 其 他 两 句 都 是 假 的 。 你 会 选择 哪个 箱子 来 赢得 宝藏 ? 

解 ” 设 p; 为 命题 “宝藏 在 第 i 个 箱子 中 ?”，iz=1，2，3。 把 皇后 的 提示 翻译 成 命题 逻辑 ， 
则 三 个 箱子 上 的 提示 分 别 为 ap ，-p;，p,。 所 以 ， 皇 后 所 言 可 以 翻译 为 

(qn BA TAD NMR (9 pr Tp A TY A TRTR) A 大 放 ) 

利用 命题 逻辑 的 规则 ， 可 知 上 式 等 价 于 (p; 和 人- pe)V(p: 人 p,)。 由 分 配 律 ，(p, 人 pi)V (pi 人 
p; ) 等 价 于 Di A p, V 力 :) 。 因为 (pp V p;) 必 然 为 真 ， 这 就 等 价 于 p: nT 而 这 又 等 价 于 pis 
因此 ， 宝 藏 就 在 第 一 个 箱子 里 ( 即 p, 为 真 );， 而 加 和 p; 为 假 ; 第 二 个 箱子 上 的 提示 是 唯一 为 真 
的 。( 这 里 我 们 用 到 了 将 在 1. 3 节 讨 论 的 命题 等 价 的 概念 。) S| 

接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 由 雷 蒙 德 . 斯 马 亚 (Raymond Smullyan) 提 出 的 谜 题 ， 斯 马 亚 是 一 名 
逻辑 迹 题 大 师 , 已 经 写作 了 十 多 本 含有 极 富 挑 战 性 的 逻辑 推理 迹 题 的 书籍 。 


Linxs > 
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-= 斯 马 亚 在 文献 [Sm78] 中 提出 了 许多 与 如 下 情形 有 关 的 谜 题 ， 一 个 岛 上 居住 着 两 类 
人 一 一 骑士 和 无 赖 。 骑 士 总 是 说 真 话 ， 而 无 赖 永远 在 撒谎 。 你 碰 到 两 个 人 A 和 B。 如 果 A 说 


“也 是 骑士 ”>， 而 B 说 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 请 问 A 和 B 到 底 是 什么 样 的 人 ? 

解 令 p 和 gq 分别 表 示 语 句 “A 是 骑士 ”和 “B 是 骑士 ">， 则 -jp 和 -4g 就 分 别 表示 “A 是 
无 赖 ” 和 “B 是 无 赖 ”。 

我 们 首先 考虑 A 是 骑士 这 样 一 种 可 能 ， 这 就 是 说 ，p 是 真 的 。 如 果 A 是 骑士 ， 那 他 说 的 
“B 是 骑士 ”就 是 真 话 ， 因 此 g 为 真 ， 从 而 A 和 B 就 是 一 类 人 。 然 而， 如 果 B 是 骑士 , 那么 B 
说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 即 (p49) V (pA gq) 就 应 该 为 真 ， 然 而 并 非 如 此 ， 因 为 前 面 的 结 
论 是 A 和 B 都 是 骑士 。 因 此 ， 我 们 可 以 得 出 A 不 是 骑士 ， 即 p 为 假 。 

如 果 A 是 无 赖 ， 则 由 无 赖 永远 在 撒谎 可 知 ，A 所 说 的 “了 是 骑士 ” 即 “9 是 真 的 ”就 是 一 
个 谎言 。 这 意味 着 4 为 假 ，B 也 是 无 赖 。 而且， 如果 B 是 无 赖 ， 那么 B 说 的 “我 们 两 个 是 两 类 
人 ”也 是 谎言 ， 这 与 A 和 B 都 是 无 赖 是 一 致 的 。 所 以 ,我们 得 出 结论 A 和 B 都 是 无 赖 。 <4 

在 本 节 末 的 练习 23 一 27 中 ， 我 们 会 进一步 讨论 斯 马 亚 关 于 骑士 和 无 赖 的 谜 题 。 而 在 练习 
28 一 35 中 ,我 们 介绍 的 谜 题 将 涉及 三 类 人 : 这 里 所 说 的 骑士 、 无 赖 ， 还 有 一 类 可 能 说 谎 的 
间谍 。 

接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 与 两 个 孩子 有 关 的 泥巴 孩子 谜 题 (muddy children puzzle) 。 

图 父亲 让 两 个 孩子 (一 个 男孩 和 一 个 女孩 ) 在 后 院 玩 村， 并 让 他 们 不 要 把 身上 搞 脏 。 然 
而 ， 在 玩 机 的 过 程 中 ， 两 个 孩子 额头 上 都 沾 了 泥 。 当 孩子 们 回来 后 ， 父 亲 说 : “你 们 当中 至 少 
有 一 个 人 额头 上 有 泥 .” 然 后 要 求 孩 子 们 用 “是 ”和 “和 否 ” 回 答 问题 :“ 你 知道 你 额头 上 是 否 有 
泥 吗 ?” 父亲 问 了 两 遍 同 样 的 问题 。 假 设 每 个 孩子 都 可 以 看 到 对 方 的 额头 上 是 否 有 泥 ， 但 不 能 
看 见 自 己 的 额头 ， 孩子 们 在 每 次 被 问 到 这 个 问题 时 将 会 怎样 回答 呢 ? 假 设 两 个 孩子 都 很 诚实 并 
且 都 同时 回答 每 一 次 提问 。 

解 ” 令 s 和 d 分 别 表示 语句 “儿子 的 额头 上 有 泥 ” 和 “女儿 的 额头 上 有 泥 ”。 当 父亲 说 ， 
“你 们 当中 至 少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ” 时 ， 表 示 的 是 sV 4 为 真 。 当 父亲 第 一 次 问 那个 问题 时 两 
个 孩子 都 将 回答 “ 否 ”， 因 为 他 们 都 看 到 对 方 的 额头 上 有 泥 。 也 就 是 说 ， 儿 子 知道 d 为 真 , 但 
不 知道 ;是否 为 真 。 而 女儿 知道 ; 为 真 , 但 不 知道 d 是 否 为 真 。 

在 儿子 对 第 一 次 询问 回答 “和 否 ” 后 ， 女 儿 可 以 判断 出 d 必 为 真 。 这 是 因为 问 第 一 次 问题 
时 ， 儿 子 知道 sV d 为 真 ， 但 不 能 判断 ;是否 为 真 。 利 用 这 个 信息 ， 女 儿 能 够 得 出 结论 d 必定 
为 真 ， 因 为 如 果 4 为 假 ， 则 儿子 就 有 理由 推出 ， 由 于 sV 4d 为 真 ， 那 么 ;必定 为 真 ， 因 此 他 对 
第 一 个 问题 的 回答 应 为 “是 ”。 儿 子 也 可 以 类 似 推断 出 * 必 为 真 。 因 此 ,第 二 次 两 个 孩子 都 将 
同 答 必 是 ”。 3 
1.2.6 逻辑 电路 

命题 逻辑 可 应 用 于 计算 机 硬件 的 设计 。 这 是 1938 年 克 劳 德 。 香农 (Claude Shannon) 首 次 发 
现 并 写 在 他 的 MIT 硕士 论文 中 的 。 第 12 章 将 深入 学 习 这 个 课题 (参见 该 章 的 香农 传记 ) 。 这 里 





我 们 对 这 个 应 用 做 简单 介绍 。 
逻辑 电路 (或 数字 电路 ) 接 受 输入 信号 p,，p;，…，p,， 每 个 信号 1 比特 [或 0( 关 ) 或 1 
( 开 )]， 产 生 输 出 信号 5 ，s, ，…，s,， 每 个 1 比特 。 一 般 来 说 ， 数 字 电 路 可 以 有 多 个 输出 ， 但 


是 在 本 小 节 中 我 们 将 局 限于 讨论 只 有 一 个 输出 信号 的 逻辑 电路 。 

复杂 的 数字 电路 可 以 从 三 种 简单 的 基本 电路 (如 图 1 所 示 的 门 电路 (gate)) 构 造 而 来 。 逆 变 
器 或 非 门 (NOT gate) 接 受 一 个 输入 比特 户 ， 产生 zz 作为 输出 。 或 门 (OR gate) 接 受 两 个 输入 信 
号 p 和 和 gq， 每 个 一 比特 ， 产 生 信 号 p V gq 作为 输出 。 最 后 ， 与 门 (AND gate) 接 受 两 个 输入 信号 
pp 和 g， 每 个 一 比特 ， 产 生 信 号 pAg 作为 输出 。 我 们 可 以 用 这 三 种 基本 门 来 构造 更 复杂 的 电 
路 ， 如 图 2 所 示 。 


基础 : 还 克 和 证 明 15 


-p p pVga p pM\g 
5 9 9 


逆 变 器 或 门 与 门 
图 1 基本 逻辑 门 





图 2 一 个 组 合 电 路 


给 定 一 个 由 基本 电路 构造 而 得 的 电路 以 及 该 电路 的 输入 ， 我 们 可 以 通过 追踪 电路 来 确定 输 
出 ， 如 例 10 所 示 。 

确定 图 2 所 示 组 合 电 路 的 输出 。 

解 ”在 图 2 中 我 们 给 出 了 电路 中 每 个 逻辑 门 的 输出 。 可 以 看 到 与 门 接受 的 输入 为 户 和 Dq 
( 即 以 9 为 输入 的 道 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 输出 p 和 人 -9。 接 下 来 ， 注意 到 或 门 接受 的 输入 为 
pA-9 和 -7r( 即 以 7 为 输入 的 道 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 最 终 输 出 (p 人 Ag) Vr。 | 

假设 我 们 对 于 一 个 数字 电路 的 输出 能 用 否定 、 析 取 、 合 取 来 构造 一 个 公式 。 这 样 ， 我 们 就 
能 系统 地 构造 数字 电路 来 产生 期 望 的 输出 ， 如 例 11 所 示 。 

给 定 输入 p、g 和 rr， 构 造 一 个 输出 为 (p Vnr) A (mp V (q Vanr)) 的 数字 电路 。 

解 ” 为 了 构造 所 期 望 的 电路 ,我 们 分 别 为 p V -4r 和 -1p V (9 V 7) 构造 不 同 的 电路 ， 再 用 
与 门 把 它们 组 合 起 来 。 为 构造 p V =r 的 电路 ， 我 们 先 用 一 个 道 变 器 从 输入 r 产生 -Jr。 然 后 用 
一 个 或 门 来 组 合 p 和 -1r。 为 了 构造 4p V (gq V7) 的 电路 ， 我 们 首先 用 一 个 道 变 器 获得 4+。 然 
后 用 一 个 或 门 接受 输入 g 和 -jr 以 获得 (gqg VDr) 。 最 后 ， 我 们 用 另 一 个 逆 变 器 和 一 个 或 门 接受 输 
入 pp 和 (g V -7 来 得 到 -pV (g V7)。 

为 了 完成 构造 ， 我 们 用 最 后 一 个 与 门 来 接受 输入 p V-r 和 -Jp V (gq V7)。 最 后 的 电路 如 
图 3 所 示 。 


p ) > Vir 

r 人 一 
Yr | (PVP A(Hp V (gqgV71r)) 
7p 


p je 
9 ns. ) ve 
关 VDr 


图 3 (pV-7) 人 (Fp V (gq VYV -7)) 的 电路 
我 们 将 在 第 8 章 讨论 布尔 代数 场景 中 采用 不 同 的 记号 来 深入 人 研究 逻辑 电路 。 


奇数 编号 练习 

在 练习 1 一 6 中 ， 用 给 定 的 命题 将 语句 翻译 成 命题 远 辑 中 的 形式 。 

1. 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 百科 条 目 ， 除非 你 是 一 名 管理 员 。 用 e:“ 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 
百科 条 目 ” 和 a:“ 你 是 一 名 管理 员 ” 来 表达 你 的 答案 。 

3. 你 能 够 毕业 仅 当 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 并 且 你 不 欠 大 学 学 费 并 且 你 没有 逾期 不 归还 图 书馆 的 书 。 用 
g:“ 你 能 够 毕业 ”、m:“ 你 不 欠 大 学 学 费 *、r:“ 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 ” 和 4:“ 你 没有 逾期 不 归还 
图 书馆 的 书 ” 来 表达 你 的 答案 。 

5. 你 有 资格 当 美国 总 统 仅 当 你 已 年 满 35 岁 、 出 生 在 美国 或 者 你 出 生 时 你 的 双亲 是 美国 公民 并 且 你 在 这 
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个 国家 至 少 生活 了 14 年。 用 e:“ 你 有 资格 当 美 国 总 统 ”"、a:“ 你 已 年 满 35 岁 ”、65:“ 你 出 生 在 美国 ”、 

力 :“ 在 你 出 生 的 时 候 ， 你 的 双亲 均 是 美国 公民 ”和 r:“ 你 在 美国 至 少 生活 了 14 年 ”来 表达 你 的 答案 。 
7. 使 用 命题 p:“ 对 消息 进行 病毒 扫描 ”和 dg:“ 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ”以 及 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 

来 表达 下 列 系 统 规范 说 明 。 

a) “每 当 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 对 消息 进行 了 病毒 扫描 。” 

b)“ 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ,但 没有 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

c)“ 每 当 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 有 必要 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

d)“ 当 消息 不 是 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ,没有 对 消息 进行 病毒 扫描 .” 

9. 下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 系 统 处 于 多 用 户 状 态 当 上 且 仅 当 系统 运行 正常 。 如 果 系 统 运 行 正 常 ， 则 它 
的 核心 程序 起 作用 。 核 心 程序 不 起 作用 ， 或 者 系统 处 于 中 断 模 式 。 如 果 系 统 不 处 于 多 用 户 状 态 ， 它 就 
处 于 中 断 模 式 。 系 统 不 处 在 中 断 模 式 。” 

11. 下 列 系 统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 路 由 器 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 仅 当 它 支 持 新 的 地 址 空间 。 路 由 器 要 能 支 
持 新 的 地 址 空间 ， 就 必须 安装 最 新 版 本 的 软件 。 如 果 安 装 了 最 新 版 本 的 软件 ， 路 由 器 就 能 向 边缘 系 
统 发 送 分 组 。 路 由 器 不 支持 新 的 地 址 空间 。” 

13. 你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 新 泽 西 州 C(New Jersey) 海 滩 的 网 页 ? 如 果 你 想 找 关于 (位 于 英 二 
利 海峡 的 ) 泽 西 岛 (the isle of Jersey) 海 滩 的 网 页 呢 ? 

15. 你 会 用 什么 样 的 Google 搜索 来 寻找 位 于 纽约 州 (New York) 或 新 泽 西 州 (New Jersey) 的 埃塞俄比亚 
(Ethiopian) 餐 厅 ? 

17. 假设 在 例 7 中 ， 三 个 箱子 上 的 提示 分 别 为 “宝藏 在 第 三 个 箱子 中 ”“ 宝 藏 在 第 一 个 箱子 中 ”和 “这 个 
箱子 是 空 的 ”。 对 于 下 面 的 每 一 句 话 ， 试 判断 从 不 撒谎 的 皇后 是 否 可 以 这 么 说 ? 如 果 可 以 ， 请 问 宝 藏 
在 哪个 箱子 中 ? 

a)“ 所 有 提示 都 是 假 的 。” b) “恰好 有 一 个 提示 是 真 的 。” 
c)“ 恰 好 有 两 个 提示 是 真 的 。” d)“ 三 个 提示 全 部 为 真 。” . 

19. 一 个 边远 村 庄 的 每 个 人 要 么 总 说 真 话 ， 要 么 总 说 谎 。 村 民 对 于 旅游 者 的 提问 总 是 只 用 “是 ”或 “和 否 ” 
来 回答 ， 假 定 你 在 这 一 地 区 旅游 ， 走 到 了 一 个 岔路 口 。 一 条 岔路 通 向 你 想 去 的 遗址 ， 另 一 条 岔路 通 
向 丛林 深 处 。 一 村 民 恰 好 站 在 岔路 口 ， 问 他 一 个 什么 问题 就 能 确定 走 哪 条 路 ? 

21. 当 三 位 教授 在 一 家 餐厅 落座 时 ， 女 主人 间 他 们 :“ 每 位 都 要 喝 咖啡 吗 ?” 第 一 位 教授 说 :“ 我 不 知道 。” 
第 二 位 教授 接着 说 :“ 我 不 知道 。” 最 后 ， 第 三 位 教授 说 : “不 ， 不 是 每 个 人 都 想 喝 咖啡 。” 女 主人 回 
来 并 将 咖啡 递 给 想 喝 咖啡 的 教授 。 她 是 如 何 找 出 谁 想 喝 咖啡 的 ? 

练习 23 一 27 是 关于 斯 马 亚 创建 的 骑士 和 无 赖 岛 岛 民 的 ， 这 个 岛 上 居住 着 只 说 真 话 的 骑士 和 只 说 假 话 的 无 

闽 。 你 遇见 两 个 人 A 和 已 。 可 能 的 话 ， 请 根据 A、B 所 说 的 话 判 断 两 人 到 底 是 什么 人 人。 如果 不 能 确定 这 

两 个 是 什么 人 ， 那 么 你 能 推断 出 什么 可 能 的 结论 吗 ? 

23. A 说“ 我们 中 至 少 有 一 个 是 无 赖 "*，B 什么 都 没 说 。 

25. A 说 “我 是 无 赖 或 者 B 是 骑士 "，B 什么 都 没 说 。 

27. A 说 “我 们 都 是 无 赖 "*，B 什么 都 没 说 。 

练习 28 一 35 是 关于 一 个 居住 着 三 种 人 的 岛 民 的 : 只 讲 真 话 的 骑士 、 只 讲 假 话 的 无 赖 和 可 能 讲 真 话 也 可 能 

讲 假 话 的 间谍 (斯 蕊 亚 在 [Sm78 | 中 称 之 为 正常 人 )。 你 遇见 三 个 人 A、B 和 C。 你 知道 其 中 一 人 是 骑士 、 

一 人 是 无 赖 ， 还 有 一 人 是 间谍 。 三 人 都 知道 其 他 两 人 是 哪 种 类 型 的 人 。 对 于 下 列 每 种 情况 ， 可 能 的 话 请 

确定 是 否 有 唯一 解 并 确定 谁 是 骑士 、 无 赖 和 间谍 。 当 没有 唯一 解 时 ， 请 列 出 所 有 可 能 的 解 或 者 说 明 无 解 。 

29. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 无 赖 "， 而 C 说 “B 是 骑士 ”。 

31. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 说 的 是 真 话 ”， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

33. A 说 “我 是 骑士 >， 已 说 “我 是 骑士 >， 而 C 说 “我 是 骑士 ”。 

35. A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “我 不 是 间谍 ”。 

练习 36 一 42 的 迹 题 可 以 通过 先 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 然 后 再 用 真 值 表 对 这 些 表 达 式 进行 推理 来 

求解 。 

37. Steve 想 用 两 个 事实 来 判断 三 位 工作 伙伴 的 相对 薪水 。 首 先 ， 他 知道 如 果 Fred 的 薪水 不 是 三 人 中 最 
高 的 ， 那 么 Janice 的 薪水 最 高 。 其 次 ， 他 知道 如 果 Janice 的 薪水 不 是 最 低 的 ， 那么 Maggie 的 薪水 最 
高 。 从 以 上 Steve 所 知道 的 事实 ， 是 否 有 可 能 确定 Fred、Maggie 和 Janice 的 相对 薪水 ? 如 果 能 ， 谁 
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的 最 高 谁 的 最 低 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

39. 一 位 侦探 访谈 了 罪案 的 四 位 证 人 。 从 证 人 的 话 中 侦探 得 出 的 结论 是 : 如 果 男 管家 说 的 是 真 话 ， 那么 
厨师 说 的 也 是 真 话 : 厨师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 ; 园丁 和 杂 役 不 可 能 都 在 说 谎 ; 如 果 杂 役 说 真 
话 ， 那 么 厨师 就 在 说 谎 。 侦 探 能 分 别 判定 这 四 位 证 人 是 在 说 真 话 还 是 撒谎 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

41. 假设 在 通 往 两 个 房间 的 门 上 均 写 着 提示 。 第 一 扇 门 上 的 提示 为 “在 这 个 房间 里 有 一 位 美女 ， 而 在 另 
一 个 房间 里 则 是 一 只 老虎 ”; 在 第 二 扇 门 上 写 着 “在 两 个 房间 中 有 一 个 是 美女 ， 并 且 有 一 个 是 老虎 ”。 
假定 你 知道 其 中 一 个 提示 是 真 的 ， 另 一 个 是 假 的 。 那 么 哪 扇 门 后 面 是 美女 呢 ? 

43. 弗 里 多 尼 亚 有 50 名 参议 员 。 每 名 参议 员 或 者 诚实 的 或 者 不 诚实 的 。 假 设 你 知道 ， 至 少 有 一 个 弗 里 
多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ， 并且 任 何 两 个 弗 里 多 尼 亚 参 议员 中 至 少 有 一 个 是 不 诚实 的 。 基 于 这 些 事实 ， 
你 是 否 能 确定 有 和 多少 弗 里 多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ? 有 多 少 是 不 诚实 的 ? 如 果 能 ， 答 案 是 什么 ? 

45. 找 出 每 个 组 合 电 路 的 输出 。 

p 
a) gq b) 


rr 


心 


心 


47. 试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电路 ， 从 输入 比特 p、g 和 7 产生 输出 (Cp Vnmr) Ang) V 
(pb A Cg VY rr)), 


1.3 ”命题 等 价 式 


1.3.1 引言 
数学 证 明 中 使 用 的 一 个 重要 步骤 就 是 用 真 值 相 同 的 一 条 语句 替换 另 一 条 语句。 因此 ， 从 给 

定 复合 命题 生成 具有 相同 真 值 命题 的 方法 广泛 使 用 于 数学 证 明 的 构造 。 注 意 我 们 用 术语 “复合 

命题 ”来 指 由 命题 变量 通过 人 逻辑 运算 形成 的 一 个 表达 式 ， 比 如 pg。 

我 们 就 从 根据 可 能 的 真 值 对 复合 命题 进行 分 类 开始 讨论 。 


- 入 vi - 







加 Bs 


解释 了 这 两 类 复合 命题 。 

我 们 可 以 只 用 一 个 命题 变量 来 构 表 1 永 真 式 和 矛盾 式 的 例子 
造 永 真 式 秘 盾 式 。 构 造 pV-4pP 和 pA-p 
的 真 值 表 如 表 1 所 示 。 因 为 pV -~p 总 是 真 
的 ， 所 以 它 是 永 真 式 。 因 为 pp 人 -Jp 总 是 假 
的 ， 所 以 它 是 矛盾 式 。 


1.3.2 逻辑 等 价 式 


人 





在 所 有 可 能 的 情况 下 都 具有 相同 真 值 的 两 个 复合 命题 称 为 逻辑 等 价 的 。 我 们 也 可 以 如 下 定 ee》 
义 这 一 概念 。 


.a 


a 






蝗 ”Freedonia， 一 个 假想 的 国家 。 一 一 译 者 注 
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评注 ”符号 三 不 是 逻辑 联结 词 ，p 三 g 不 是 一 个 复合 命题 ， 而 是 代表 “perq 是 永 真 式 ” 这 
一 语句 。 有 时 候 用 符号 合 来 代 苦 三 表示 逻辑 等 价 。 


Eames 判定 两 个 复合 命题 是 否 等 价 的 方法 之 一 是 使 用 真 值 表 。 特 别 地 ， 复 合 命 题 p 和 9g 是 等 价 的 
当 且 仅 当 对 应 它们 真 值 的 两 列 完全 一 致 。 例 2 说 明 用 这 个 方法 建立 了 一 个 非常 重要 且 很 有 用 的 
两 个 德 。 摩根 律 之 一 ， 如 表 2 所 示 。 这 是 以 19 世纪 中 叶 英 国 Se ee 
数学 家 奥 古 斯 塔 ， 德 。 摩根 (Augustus De Morgan) 的 名 字 命 和 
名 的 。 (pV9q9)=-"pA7g 


证 明 --(pVg) 和 ~-pPA~9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 表 3 给 出 了 这 些 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 对 p 和 gq 所 有 可 能 的 真 值 组 合 ， 复合 命 题 
了 7pPV 9q) 和 -pA 人 9 的 真 值 都 一 样 ， 所 以 (pV gq) 呈 (HpA749) 是 永 真 式 ， 而 这 两 个 复合 命题 是 
逻辑 等 价 的 。 所 


表 3 有 (PV9g) 和 PPA5D9 的 真 值 表 





下 面 的 例子 建立 了 一 个 极其 重要 的 等 价 式 ， 该 等 价 式 允 许 我 们 用 否定 和 析 取 来 代替 条 件 
语句 。 
证 明 命 题 p>g 和 -PV g 逻辑 等 价 。 

解 ” 我 们 在 表 4 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 -pVg 和 pg 的 真 值 一 致 ， 所 


以 它们 是 逻辑 等 价 的 。 4 
表 4 -pVg 和 pg 的 真 值 表 
? 4 pq 
了 T F J 本 
T F F F F 
F 1 T T T 
F F T T T 


现在 ,我 们 将 为 涉及 三 个 不 同 命题 变量 zp、g、r 的 两 个 复合 命题 建立 逻辑 等 价 式 。 要 用 真 
值 表 来 建立 这 样 的 逻辑 等 价 式 ， 真 值 表 需要 有 八 行 ， 每 一 行 对 应 三 个 变量 的 一 种 可 能 真 值 组 
合 。 我 们 通过 分 别 列 出 p、g、r 的 真 值 来 标记 这 些 组 合 。 这 八 种 真 值 组 合 是 TITIT、TTF、 
TFT、TFF、FTT、FTF、FFT 以 及 FFF。 我 们 用 这 个 顺序 来 展示 真 值 表 的 行 。 注 意 当 我 们 用 
真 值 表 来 证 明 复 合 命题 等 价 时 ， 每 增加 一 个 命题 变量 ， 真 值 表 的 行 数 就 要 翻 倍 ， 这 样 对 于 涉及 
4 个 命题 变量 的 复合 命题 就 需要 16 行 来 建立 其 逻辑 等 价 ， 以 此 类 推 。 如 果 一 个 复合 命题 由 nn 个 
命题 变量 组 成 ， 则 需要 2" 行 。 由 于 2" 的 快速 增长 ， 我 们 需要 用 更 有 效 的 方法 来 建立 逻辑 等 价 
式 ， 比 如 使 用 已 知 的 等 价 式 。 稍 后 将 讨论 这 项 技术 。 

证 明 命题 pV (gqgAr) 和 (pV gq) 人 (pV7) 是 逻辑 等 价 的 。 这 是 析 取 对 合 取 的 分 配 律 。 

解 ” 我 们 在 表 5 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 因 为 pV(gA 人 Ar) 和 (pVgq)A(pV7) 的 
真 值 一 样 ， 所 以 这 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 4 
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表 5 pV(gAr) 和 (pVgq) 人 (pVr) 是 逻辑 等 价 的 证 阴 


V 


(pVq)A(pVr) 


my 3 国 交 本 号 呈 | 所 





9 r 
9 于 EE 
TF F T 
下 亚 于 
F F 工 
时 T 工 
F F 
F 下 和 时 
F F F 


表 6 给 出 了 和 在 干 重要 的 等 价 式 。 在 这 些 等 价 关 系 中 , 工 表示 永远 为 真 的 复合 命题 ,， 表示 
永远 为 假 的 复合 命题 。 对 于 涉及 条 件 语 句 和 双 条 件 语句 的 复合 命题 ， 我 们 分 别 在 表 7 和 表 8 中 
给 出 了 一 些 有 用 的 等 价 式 。 本 节 练 习 要 求 读者 证 明 表 6 一 表 8 的 等 价 式 。 


表 6 逻辑 等 价 式 表 7 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
等 价 式 名 称 pq=7pVgq 
六 恒 等 律 p*q=719 > 
pVF=p 
VTET PV 4 三 门户 4 
二 支配 律 
pAg=71(p™719) 
pVp=p 
a i 竹 等 律 (pq) 二 pA 74 
71(7p) 三 p 双重 否定 律 (pq NM(p>7n p>*(qN\7) 
PV ggY 交换 律 (p=7) Ng>n)=(pV qr 
pAg=qAp 
EE (pa) kp mr) pV 7) 
(pVgqg)VrpV (gV7) 结合 律 
(pAqg)Ar 二 pA(gAN7) (p>7r)V (9 一 门 三 ( 户 人 gg) 一 >7 
V (AD 三 ( 方 V9)A ( 方 V7) 
A 分 配 律 
a a l 表 8 ” 双 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
er 德 ， 摩根 律 ri i 机 
(pV9g)="pA-g pgq=(p”qyA(g>p 
pV (pA\D=p 吸收 律 pgq="p 19 
A( ) 主 
3 人 - prg=(pADV (pA) 
Lew 否定 律 
力 人 一 尹 三 了 本 ( 沪 全 9 三 力 人 一 9 


析 取 的 结合 律 表明 表达 式 pVgqVr 在 下 面 的 意义 下 是 良 定义 的 : 无 论 是 先 做 p 和 9g 的 析 取 再 
做 pVgq 和 rr 析 取 ， 还 是 先 做 g 和 7 的 析 取 再 做 p 和 gqVr 的 析 取 ， 其 结果 都 是 一 样 的 。 同 样 ，p 信 
qg 信 rr 也 是 良 定 义 的 。 扩展 这 一 推理 过 程 可 以 得 到 : 只 要 pi, ps» ***, p, 为 命题 ， PVfrV™ 
Vp, 和 pi NpsA:…Ap, 均 有 定义 。 
另外 ,注意 到 德 ， 摩根 律 可 以 扩展 为 
TV YN SND A A 


pr A ps A A pi)Hp Vipe VV 1p,) 
我 们 有 时 用 符号 Vp; 来 表示 piV psV…V ps， 用 八 p; 来 表示 pi 人 ps 人 … 人 pp,。 采 用 这 
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种 记 法 扩展 的 德 。 摩 根 律 就 可 以 简洁 地 写成 4a (V pb) 三 人 -pb 和 ~- (A pb)V-1p;: 

为 了 证 明 两 个 有 nn 个 变量 的 复合 命题 等 价 需要 使 用 具有 2" 行 的 真 值 表 。( 注 意 ， 每 增加 一 
个 命题 变量 行 数 就 会 翻 倍 。 这 类 计数 问题 的 求解 请 参见 第 3 章 。) 由 于 随 着 的 增加 ， 行 数 增加 
异常 迅速 ， 所 以 ， 随 着 变量 数 的 增加 ， 利 用 真 值 表 来 建立 等 价 式 就 变 得 不 切实 际 。 其 他 方法 会 
更 快捷 一 些 ， 比 如 利用 我 们 已 知 的 逻辑 等 价 式 ， 这 将 在 本 节 稍 后 进行 讨论 。 


1.3.3 德 。 摩根 律 的 运用 

两 个 德 ， 摩根 律 的 逻辑 等 价 式 特 别 重 要 。 它 们 告诉 我 们 怎么 取 合 取 的 否定 和 析 取 的 否定。 
特别 地 ， 等 价 式 DCpV 9) 夺 4p 人 -9 告诉 我 们 一 个 析 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 合 取 式 组 
成 的 。 同 理 ， 等 价 式 4(pPA 人 9) 三 ~pPV 9 告诉 我 们 一 个 合 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 析 取 
式 组 成 的 。 例 5 说 明了 德 ， 摩根 律 的 应 用 。 

ssessment》 用 德 。 摩根 律 分 别 表达 “Miguel 有 一 部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”和 “Heather 

或 Steve 将 去 听 音 乐 会 ”的 和 否定。 

解 令 旋 为 “Miguel 有 一 部 手机 ”，g 为 “Miguel 有 一 个 便携 式 计算 机 ”， 那 么 “Miguel 有 一 
部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”可 以 表达 为 pq。 用 德 ， 摩根 第 一 定律 ，~(pAgq) 等 价 于 -4pV 
了 -79。 因 此 ， 我 们 可 以 将 原 命 题 的 否定 表达 为 “Miguel 没有 一 部 手机 或 Miguel 没有 一 台 便 携 式 计 
算 机 ”。 

今 r 为 “Heather 将 去 听 音 乐 会 ”>，s 为 “Steve 将 去 听 音 乐 会 >， 那么 “Heather 或 Steve 将 
去 听 音 乐 会 ”可 以 表达 为 >Vs。 用 德 ， 摩根 第 二 定律 ，mCryvs) 三 ~4r 人 -5。 结 果 ， 我 们 可 以 将 
原 命题 的 否定 表达 为 “Heather 和 Steve 都 将 不 去 听 音 乐 会 ”。 4« 


1. 3.4 构造 新 的 逻辑 等 价 式 

表 6 中 的 逻辑 等 价 式 以 及 已 经 建立 起 来 的 其 他 (如 表 7 和 表 8 所 示 的 那些 ) 等 价 式 ， 可 以 用 
于 构造 更 多 的 等 价 式 。 能 这 样 做 的 原因 是 复合 命题 中 的 一 个 命题 可 以 用 与 它 罗 辑 等 价 的 复合 命 
题 替换 而 不 改变 原 复 合 命题 的 真 值 。 这 种 方法 可 由 例 6 一 例 8 得 到 说 明 ， 其 中 ， 我们 还 使 用 了 
如 下 事实 : 如 果 p 和 9g 是 逻辑 等 价 的 ，g 和 7 是 逻辑 等 价 的 ， 那么 p 和 7 也 是 逻辑 等 价 的 ( 见 练 
习 60)， 

Bramples 加 队 证 明 -(p 一 q) 和 p 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 我 们 可 以 用 真 值 表 来 证 明 这 两 个 复合 命题 是 等 价 的 (与 例 4 中 的 方法 相似 )。 事 实 上 ， 
这 样 做 并 不 难 。 然 而 ， 我们 想 要 解释 如 何 用 我 们 已 知 的 逻辑 恒等式 来 建立 新 的 逻辑 恒等式 ， 这 
在 建立 涉及 大 量变 量 的 复合 命题 等 价 式 时 具有 很 重要 的 实用 性 。 因 此 ,我 们 以 a (p 王 q) 为 开 
始 ， 通 过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 的 方法 ， 每 次 用 表 6 中 的 一 个 等 价 式 ， 最 后 以 p 人 -9 结束， 从 
而 建立 这 个 等 价 式 。 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


ed 由 条 件 - 析 取 等 价 式 ( 例 3) 
(DIA 9 由 德 。 摩 根 第 二 定律 
=pA14 由 双重 否定 律 4 


通过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 来 证 明 ” (pV (pAg)) 和 -pA-9 是 逻辑 等 价 的 。 
解 ”我 们 每 次 使 用 表 6 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 DCpyV (pAg)) 开 始 ， 一 直到 -jp 和 人-9 结束 。 
(注意 : 我 们 当然 可 以 用 真 值 表 很 容易 地 建立 这 个 等 价 式 ,) 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


eA, 由 德 。 摩 根 第 二 定律 
三 办 人 [L(Y 久 5 由 德 。 摩根 第 一 定律 
二 -pA (pV-9) 由 双重 否定 律 


= (一 丰 信 力 ) V (PAD 由 第 二 分 配 律 


基础 : 还 帮 和 证 明 21 


FV (ip Ag9) 因为 4pA p=F 
三 (pAFODVF 由 析 取 的 交换 律 
"pa 由 的 恒 等 律 
于 是 (pV (PA gq)) 和 -pA79 是 逻辑 等 价 的 。 4 


证 明 (p 人 gq) 一 (pV g) 为 永 真 式 。 
解 ”为 证 明 这 个 命题 是 永 真 式 ， 我 们 将 用 逻辑 等 价 式 来 证 明 它 逻辑 上 等 价 于 T。( 注 意 : 
这 也 可 以 用 真 值 表 来 完成 。) 


(pAMgq)—>(pV9g)=-(pAgq)V CPPV9) 由 例 3 
= YTDY PV 由 德 。 摩 根 第 一 定律 
=(JpV p)V (mqV 9g) 由 析 取 的 结合 律 和 交换 律 
=TYT 由 例 1 和 析 取 的 交换 律 
三 T 由 支配 律 避 
1.3.5 可 满足 性 


一 个 复合 命题 称 为 是 可 满足 的 ， 如 果 存 在 一 个 对 其 变量 的 真 值 赋值 使 其 为 真 ( 即 当 它 是 一 
个 永 真 式 或 可 满足 式 时 )。 当 不 存在 这 样 的 赋值 时 ， 即 当 复 合 命 题 对 所 有 变量 的 真 值 赋值 都 是 
假 的 ， 则 复合 命题 是 不 可 满足 的 。 注 意 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 否定 对 所 有 变 
量 的 真 值 赋值 都 是 真 的 ， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 它 的 否定 是 永 真 式 。 

当 我 们 找到 一 个 特定 的 使 得 复合 命题 为 真 的 真 值 赋值 时 ， 就 证 明了 它 是 可 满足 的 。 这 样 的 
一 个 赋值 称 为 这 个 特定 的 可 满足 性 问题 的 一 个 解 。 可 是 ， 要 证 明 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 ， 
我 们 需要 证 明 每 一 组 变量 的 真 值 赋值 都 使 其 为 假 。 尽 管 我 们 总 是 可 以 用 真 值 表 来 确定 一 个 复合 
命题 是 否 是 可 满足 的 ,但 通常 有 更 有 效 的 方法 ， 如 例 9 所 示 。 

试 确定 下 列 复合 命题 是 否 可 满足 : (p V749) A (gqg V27) ACrV-p),， (pVgqVr) 作 
Gp Vg VAs UR V59) A (gg Van A Cr Vp Ap Vo VD A (np Vag Vn 

解 ” 我 们 不 采用 真 值 表 解 题 ， 而 对 真 值 做 一 些 推 理 。 注 意 当 三 个 变量 p、g 和 具有 相同 
真 值 时 ，(p V9) 和 人 (gq V-7) A(r V-~12) 为 真 (参见 1.1 节 的 练习 42) 。 因 此 ， 至 少 存 在 一 组 
p、9 和 7 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ， 故 它 是 可 满足 的 。 同 样 ， 注 意 当 三 个 变量 p、g 和 中 至 少 有 
一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 ，(p Vg Vr) 人 A (pV-9g V-7) 为 真 (参见 1.1 节 的 练习 
43)。 因 此 ， 至 少 存在 一 组 p、g 和 > 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ,， 故 (pV gqgVr)A pV-gV-7) 
是 可 满足 的 。 

最 后 ， 注 意 要 使 (p V-9) A (gq Vnr) ACrV-p)AC(pVgVr)A 人 (pV-Jg V-7) 为 
真 ，( V-9) A (gq VDr) A (rrV-p) 和 (pV gq Vr) 人 (中 pVag VD 门 必须 同时 为 真 。 要 
使 得 第 一 个 为 真 ， 三 个 变量 必须 具有 相同 的 真 值 ; 而 要 使 得 第 二 个 为 真 ， 三 个 变量 中 至 少 有 一 
个 必须 为 真 并 且 至 少 有 一 个 必须 为 假 。 可 是 ， 这 两 个 条 件 是 相互 矛盾 的 。 从 这 些 观 察 中 我 们 可 
以 得 出 不 存在 p、g 和 7 的 真 值 赋值 使 得 (p V-=g) 人 (gq VD A (CrV-2p)Al(pVgVr) 作 
(Fp VDq V57 门 为 真 。 因 此 ， 它 是 不 可 满足 的 。 4 


1.3.6 可 满足 性 的 应 用 

在 机 器 人 学 、 软 件 测 试 、 人 工 智 能 规划 、 计 算 机 辅助 设计 、 机 器 视觉 、 集 成 电路 设计 、 计 
算 机 网 络 以 及 遗传 学 等 不 同 领域 中 ， 许 多 问题 都 可 以 用 命题 的 可 满足 性 来 建立 模型 。 大 多 数 这 
些 应 用 相当 复杂 且 超 出 本 书 的 范围 。 本 节选 取 两 个 谜 题 ， 通 过 命题 可 满足 性 对 其 进行 建 模 。 

n 皇后 问题 nn 皇后 问题 要 求 在 一 个 nXn 的 棋盘 上 放置 个 皇后 ,目的 是 使 拒 后 之 
间 不 能 相互 吃 掉 。 这 意味 着 没有 两 个 皇后 被 放置 在 同一 行 、 同 一 列 或 同一 对 角 线 上 。 我 们 在 图 
1 中 给 出 了 八 皇 后 问题 的 一 个 解 。( 八 皇后 问题 可 以 追溯 到 1848 年 ， 由 Max Bezzel 提出 ， 由 
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Franz Nauck 在 1850 年 彻底 解决 。 我 们 在 7. 4 节 将 再 次 讨论 nn 皇后 问题 ,) 

为 了 利用 可 满足 性 对 nn 皇后 问题 建 模 ， 我 们 引入 n 个 变量 p(i， 
从 i=1， 2 we 对手 皇后 在 棋 笑 让 的 放 蜂 
方法 ， 当 在 第 i1 行 第 7 列 的 方块 上 有 皇后 时 ，p(i，7) 为 真 ， 否则 为 
假 。 注 意 ， 如 果 i 二 i=j 十 j 了 或 者 i 一 i ==j 一 》， 则 表示 (i， 站 方块 和 
(i ，j') 方 块 在 同一 条 对 角 线 上 。 在 图 1 的 棋盘 上 ，p(6，2) 和 p(2， 
1) 为 真 ， 而 p(3，4) 和 p(5，4) 为 假 。 

为 了 使 nn 个 皇后 中 的 任意 两 个 不 在 同一 行 ， 每 行 必 须 有 一 个 皇 
后 。 为 了 表明 每 一 行 有 一 个 皇后 ， 可 以 通过 每 一 行 至 少 包含 一 个 皇后 


以 及 每 一 行 最 多 包含 一 个 皇后 来 检验 。 我 们 首先 注意 到 ，\/ p(i,7) 图 1 
断言 第 i 行 至 少 包含 一 个 皇后 ， 而 





Qi =- 人 \ pl(i,7) 


断言 每 一 行 至 少 包 含 一 个 皇后 

对 于 每 一 行 最 多 包含 一 个 皇后 ， 则 当 整 数 ) 和 有 满足 1 二 二 kn 时 必须 有 p(i, 站 和 p(k， 7 
不 能 同时 为 真 。 观 察 到 -pC(i，7)V -pl(i, 有) 断言 至 少 ~4p(i，7) 和 -jp(i, RD) 之 一 为 真 ， 这 意味 着 
p(i， 让 和 p(i, &) 中 有 一 个 为 假 。 ed, 要 检测 每 一 行 最 多 有 一 个 皇后 ， 我们 断言 


Q; = 人 人 人 (7 pis) V (二 (有 , 力 ) 


1 二 7 一 1 =7y+1 


为 了 检验 没有 一 列 有 多 个 皇后 ， 我 们 断言 
= 人 和 A C5 POI WH RY 


(这 个 断言 加 上 前 面 每 行 包含 一 eh 革 售 每 一 列 包含 一 个 皇后 ,) 
为 了 检验 没有 对 角 线 上 包含 两 个 皇后 ,我们 断言 


m1 TWN 1Y 7) 


-人 入 A OP) V OPG 一 4 十 放 ) 


1 一 2 /一 1 


nm] pw (mis nj) 


& 一 人 人 人 人 (村 PE VC pi kit)) 


(i， 站 对 在 Q@ 和 Q&; 中 最 内 层 的 合 取 ， 从 (i, 由 位 置 开 始 的 对 角 线 一 直 问 右 。 这 些 最 内 层 合 取 的 
上 限 就 是 对 角 线 在 棋盘 上 的 最 后 一 个 单元 。 
综合 上 述 讨论 ， 我 们 可 以 找到 皇后 问题 的 解 ， 即 使 得 式 
Q=QAQAQAQA GQ 
为 真 的 变量 pl1s 7) 的 真 值 赋值 ， 其 中 一 1 2 7 ‘es 
村 : 区 二 71 
利用 这 个 方法 并 结合 其 他 方法 ， 对 于 n 二 27， 可 以 计算 出 nn 个 
皇后 在 棋盘 上 不 同 的 摆 法 ， 以 使 皇后 之 间 不 能 相互 吃 掉 。 当 一 8 
时 ， 有 92 种 摆 法 , 而 当 n==16 时 ， 这 个 数目 高 达 14772 512。 
A 4 节 关 于 OEIS 的 讨论 。) 本 
数 独 ” 数 独 谜 题 可 表示 为 一 个 9X9 格 (也 称 为 大 九 
ee 它 由 9 个 称 为 九宫 格 (block) 的 3X3 子 格 组 成 ， 如 图 2 
所 示 。 每 一 个 谜 题 ，81 个 单元 中 的 一 部 分 被 赋予 ]，2，…，9 
中 的 数字 之 一 ， 称 为 已 知 单元 ， 其 他 单元 空 着 。 谜 题 的 解 题 是 


| 
| 


Ee Ia 
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通过 给 每 个 空白 单元 格 赋予 一 个 数字 来 实现 ,使 得 每 一 行 、 每 一 列 、 每 个 小 九宫 格 都 包含 九 个 
不 同 的 数字 。 注 意 ， 除 了 用 9X9 格 ， 数 独 迹 题 也 可 以 基于 nn Xn 格 ， 它 由 个 nXn 的 子 格 构 
成 ， 其 中 是 任意 正 整 数 。 

数 独 的 流行 源 于 20 世纪 80 年 代 ， 当 时 刚 传人 日 本 。 传 遍 世 界 各 地 大 概 用 了 20 年 时 间 ， 
但 是 截至 2005 年 ， 数 独 迹 题 已 经 风靡 全 球 。 名 称 数 独 是 日 文 suuji wa dokushin ni kagiru 的 缩 
写 ， 意思 是 “数字 必须 唯一 ”。 现 代 的 数 独 游戏 是 由 一 个 美国 恋 题 设计 者 在 20 世纪 70 年 代 末 
期 设计 的 。 数 独 的 基本 概念 可 以 追溯 到 更 久远 的 时 候 ; 19 世纪 90 年 代 法 国 报纸 上 刊印 的 谤 题 
和 现代 数 独 虽 然 不 完全 相同 但 也 是 非常 类 似 的 。 

娱乐 性 的 数 独 游戏 还 有 两 个 重要 的 特性 。 第 一 ， 它们 的 解 唯 一 。 第 二 ， 可 以 通过 推理 来 求 
解 ， 即 不 需要 寻求 所 有 可 能 的 单元 格 数字 赋值 。 一 个 数 独 谜 题 的 解 题 过 程 就 是 根据 已 知 的 值 不 
断 地 确定 空白 单元 中 该 填 的 数字 。 如 以 图 2 为 例 ， 数 字 4 必须 在 第 三 行 的 某 个 单元 中 恰好 出 现 
一 次 。 我 们 如 何 能 确定 它 应 该 出 现在 七 个 空白 单元 的 哪 一 个 呢 ? 首 先 ， 我 们 观察 到 4 不 能 出 现 
在 这 一 行 的 前 三 个 单元 之 一 或 后 三 个 单元 之 一 ， 因 为 它 已 经 出 现在 这 些 单元 所 在 的 九宫 格 的 男 
一 个 单元 中 了 。 我 们 可 以 看 到 4 不 能 出 现在 这 一 行 的 第 5 个 单元 ， 因 为 它 已 经 出 现在 第 4 行 的 
第 5 个 单元 了 。 这 意味 着 4 必须 出 现在 第 2 行 的 第 6 个 单元 中 。 

已 经 有 许多 基于 人 逻辑 和 数学 的 策略 用 于 求解 数 独 迹 题 (比如 ， 参 见 LDal0])。 这 里 我 们 讨论 
一 种 借助 于 计算 机 来 求解 数 独 谜 题 的 方法 ， 它 是 基于 对 迹 题 建 模 为 一 个 命题 可 满足 性 问题 。 用 
这 个 模型 ， 特 定 的 数 独 迹 题 就 可 以 用 解决 可 满足 性 问题 的 软件 来 求解 了 。 目 前 ,采用 这 种 方式 
能 在 10 毫秒 内 解决 数 独 谜 题 。 应 该 注意 还 有 许多 借助 计算 机 采用 其 他 技术 来 求解 数 独 谜 题 的 
其 他 方法 。 

为 了 对 数 独 迹 题 编码 ， 令 p(i，;}， 怠 表示 一 个 命题 ， 当 数 nn 位 于 第 i 行 和 第 7 列 的 单元 时 
它 为 真 。 因为 i、j; 和 的 取 值 范围 都 是 1 一 9， 所 以 总 共有 9X9Xx9=729 个 这 样 的 命题 。 例 
如 ， 对 于 如 图 2 所 示 的 谜 题 ， 已 知 数 6 位 于 第 5 行 和 第 1 列 。 故 我 们 得 出 p(5，1，6) 为 真 ， 而 
p(5，js 6) 均 为 假 ， 其 中 j= 二 2，3,，…-，9， 

给 定 一 个 数 独 迹 题 ， 我 们 首先 对 每 一 个 已 知 数 进行 编码 。 然 后 ,我 们 构造 一 些 复合 命题 来 
断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 、 每 一 个 3X3 九 官 格 包 含 了 每 一 个 数 ， 
并 且 每 个 单元 不 包含 多 于 一 个 数 。 接 下 来 ,读者 可 以 自己 验证 ， 数 独 谜 题 可 以 通过 寻找 一 个 真 
值 赋值 来 求解 ， 该 真 值 赋值 为 729 个 p(i, 7，)( 其 中 i、j; 和 的 取 值 范围 都 是 1~~9) 命 题 赋 
值 ， 并 且 使 得 所 有 这 些 复合 命题 的 合 取 式 为 真 。 下 面 先 列 出 这 些 断 言 ， 我 们 再 来 解释 如 何 构 造 
每 一 行 包 含 了 1 一 9 的 每 一 个 整数 这 样 的 断言 。 我 们 将 另外 两 个 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 和 每 一 
个 3X3 九宫 格 包 含 每 一 个 数 的 断言 构造 留 到 练习 中 。 

8 对 于 已 知 数 的 每 个 单元 ， 当 第 i 行 和 第 ; 列 的 单元 中 是 已 知 数 nn 时 ,我们 断言 

pV 7$ Rs 

e 我 们 断言 每 一 行 包 含 了 每 一 个 数 : 

人 人 V DLsF sn 


i=l n=1 j=] 


e 我 们 断言 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 ， 
A 人 Vy 二 


j=1 4=1] 1 一 1 


e 我 们 断言 每 一 个 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 : 


和 人 A V V pC37 二 i735 后 了 ,有 n) 
e 要 断言 没有 一 个 单元 包含 多 于 一 个 数 ， 我 们 对 所 有 可 能 的 p(i，j,， 一 4p(i，j，x ) 取 
合 取 ， 其 中 mn、n 、i 和 j 的 取 值 范围 是 1~9 并 且 "天 。 


Links》 
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现在 ， 我们 来 解释 如 何 构 造 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 这 样 的 断言 的 。 首 先 ， 要 断言 第 i 行 包 
含 数 n， 我 们 构成 V p(i,j,n) 。 要 断言 第 i 行 包含 所 有 个 数 ， 我 们 将 nn 的 所 有 九 个 可 能 值 


的 析 取 式 做 合 取 ， 得 到 人 Vp(i,jsn) 。 最后， 要 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 ， 我 们 将 所 有 


九 行 的 人 VY p(i'j, 加 做 合 取 。 这 就 是 人 人 V p(i,j,n) 。( 练 习 71 和 72 要 求 给 出 下 述 断 


"= 1 一] n=1] j=]1 


言 的 解释 : 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 和 每 一 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 。) 
给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 要 求解 这 个 这 题 ， 我 们 可 以 寻找 一 个 可 满足 性 问题 的 解 ， 该 问题 要 求 
一 组 729 个 变量 p(i，;j， 台 的 真 值 ， 使 得 所 有 列 出 的 断言 的 合 取 式 为 真 。 


1.3. 7 可 满足 性 问题 求解 

真 值 表 可 以 用 于 判定 复合 命题 是 否 为 可 满足 的 ， 或 者 等 价 地 ， 其 否定 是 否 为 永 真 式 ( 人 参见 
练习 64)。 这 个 问题 对 于 只 含 少 量变 量 的 复合 命题 而 言 可 以 通过 手动 来 完成 ， 但 当 变 量 数目 增 
多 时 ， 就 变 得 不 切实 际 了 。 例 如 ， 对 于 一 个 含 20 个 变量 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 表 就 有 2” = 
1 048 576 行 。 因 此 ， 如 果 采 用 这 种 方式 ， 你 就 需要 一 台 计 算 机 帮助 你 判定 含 20 个 变量 的 复合 
命题 是 否 为 可 满足 式 。 

当 许 多 应 用 建 模 涉及 成 千 上 万 个 变量 的 复合 命题 的 可 满足 性 时 ， 问题 就 来 了 。 注 意 ， 当 变 
量 数 为 1000 时 ， 要 检查 2” 种 (这 是 一 个 超过 300 位 的 十 进 制 数 ) 可 能 的 真 值 组 合 中 的 每 一 种 ， 
一 台 计 算 机 在 几 万 亿 年 之 内 都 不 可 能 完成 。 迄 今 尚 没有 其 他 已 知 的 计算 过 程 能 使 计算 机 在 合理 
的 时 间 之 内 判定 变量 数 这 么 大 的 复合 命题 是 否 为 可 满足 式 。 可 是 ， 在 实际 应 用 中 某 些 特定 类 型 
的 复合 命题 的 可 满足 性 问题 求解 方法 还 是 有 一 些 进展 ， 比 如 数 独 谜 题 的 求解 。 已 经 开发 出 许多 
计算 机 程序 可 以 用 来 求解 有 实际 应 用 的 可 满足 性 问题 。 


奇数 编号 练习 

1. 用 真 值 表 验证 下 列 等 价 式 。 
a DA T= b)pVF=p pAF=F 
d)pV T=T e)pV p=p php» 

3. 用 真 值 表 验 证 交换 律 。 
a) 轧 V qqVp b)pAg=qN\p 


5, 用 真 值 表 验 证 分 配 律 。 
pA(gVr)=(pAMg)V (pAr7) 
7. 用 德 ， 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


a)Jan 是 富裕 的 ， 并 且 是 快乐 的 。 b)Carlos 明天 骑 自 行车 或 者 跑步 。 
c) Mei 步行 或 乘 公 共 汽 车 去 上 课 。 d)Ibrahim 既 聪 明 又 用 功 。 

9. 对 于 下 面 的 每 一 个 复合 命题 ， 用 条 件 一 析 取 等 价 式 ( 例 3) 找 出 不 含 条 件 的 等 价 复合 命题 。 
a) 力 一 站 9 b)(p—g)—r 


CTH (pg) 


5 11. 用 真 值 表 证 明 下 列 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 


a)(pM\gq)—p b)p—>(pV gag) 
Cc)—~ p>(p—>9q) d)(pA\gq)—(p—>9g) 
Da Le pt 4 Dp a 


13. 利用 条 件 语句 为 假 仅 当 假 设 为 真 而 结论 为 假 这 一 事实 ， 证 明 练 习 11 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 (请 勿 
用 真 值 表 )， 

15. 通过 应 用 一 系列 逻辑 恒等式 (如 例 8) 证 明 练 习 11 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 ( 请 勿 用 真 值 表 )。 

17. 用 真 值 表 验 证 吸收 律 。 
a)pV (pAg)=p b)pA (pVga)=p 
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[Ss 19. 判断 (Jg 八 (pp 一 gq)) 一 -jp 是 否 为 永 真 式 。 


基 


来 


案 


练习 20 一 32 都 是 要 求证 明 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 要 证 明 这 样 的 等 价 式 ， 你 需要 证 明 针 对 表达 式 中 

命题 变量 的 相同 真 值 组 合 ， 两 边 均 为 真 或 者 两 边 均 为 假 (就 看 哪个 更 简单 些 )。 

21. 证 明 (pq) 和 p94 逻辑 等 价 。 

23. 证 明 -j-perg 和 p>-9 逻辑 等 价 。 

25. 证 明 -- (pq) 和 -prg 逻辑 等 价 。 

27. 证 明 (p 一 r) 人 (gqg>r) 和 (pV gg) 一 r 人 逻辑 等 价 。 

29. 证 明 (p 一 r)V (g 一 r) 和 (pA 人 g) 一 r 仙 辑 等 价 。 

31. 证 明 perg 和 (pp 一 gqg) 信 (gp) 逻辑 等 价 。 

33. 证 明 (p 一 gqg) 人 (gr) 一 (p 一 7) 是 永 真 式 。 

35. 证 明 (p 一 g) 一 r 和 pp 一 (gr) 不 是 好 辑 等 价 的 。 

37. 证 明 (p 一 g) 习 (r>s) 和 (pp 一 r) 习 (gs) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

一 个 只 含 逻 辑 运 算 符 V 、A 人 和 的 复合 命题 的 对 偶 式 是 通过 将 该 命题 中 的 每 个 V 用 八代 兰 、 每 个 人 用 V 

代替 、 每 个 了 用 了 代替 、 每 个 了 用 了 代替 而 得 到 的 命题 。 命 题 的 对 偶 式 用 表示。 

39. 求 下 列 命 题 的 对 偶 式 。 
a)pA-gA-r b)(pAgqAr)Vs (pVF)A(gVT) 

41， 当 ;是 一 个 复合 命题 时 ,证明 (s* )* = 二;s。 

43. 为 什么 只 含 运算 符 八 、V 和 5 的 两 个 等 价 的 复合 命题 的 对 偶 式 也 是 等 价 的 ? 

45. 试 找 出 一 个 含 命题 变量 p、g 和 7 的 复合 命题 ， 在 p、g 和 中 恰 有 两 个 为 真 时 该 命题 为 真 ， 否则 为 
假 。[ 提 示 : 构造 合 取 式 的 析 取 。 将 使 命题 为 真 的 每 一 种 真 值 组 合 构成 一 个 合 取 式 。 每 个 合 取 式 都 应 
包含 三 个 命题 变量 或 它们 的 否定 。j 

一 组 逻辑 运算 符 称 为 是 功能 完备 的 ， 如 果 每 个 复合 命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 只 含 这 些 逻 辑 运算 符 的 复合 命题 。 

47. 证 明 ~、 八 和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 利用 练习 46 中 给 出 的 事实 ， 即 每 个 复合 
命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 。] 

49. 证 明和 VV 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 

下 面 几 道 练习 用 到 逻辑 运算 符 NAND( 与 非 ) 和 NOR( 或 非 )。 命题 pNANDg 在 pp 或 9g 或 两 者 均 为 假 时 为 

真 ， 而 当 户 和 9 均 为 真 时 为 假 。 命题 p NOR g 只 在 p 和 9 均 为 假 时 为 真 ， 否则 为 假 。 命题 p NANDg 和 

pp NOR gq 分别 表示 为 p | 9g 和 pyg。( 运 算 符 | 和 y 分别 以 再 M. Sheffer 和 CS、Peirce 的 名 字 命 名 为 

Sheffer 竖 线 (Sheffer stroke) 和 Peirce 箭头 。) 

51. 证 明 p | 9 逻辑 等 价 于 (zz 人 Ad)。 

53. 证 明 py 9g 逻辑 等 价 于 -4 (pV 9g)。 

55. 只 用 运算 符 + 构造 一 个 等 价 于 pg 的 命题 。 

57. 证 明 妨 |ae 和 9q| 户 等 价 。 

59. 只 涉及 命题 变量 p 和 9g 的 复合 命题 有 多 少 不 同 的 真 值 表 ? 

61. 下 面 的 语句 取 自 一 个 电话 系统 的 规范 说 明 ;“ 如 果 目 录 数 据 库 是 打开 的 ， 那么 监控 程序 被 置 于 关闭 状 
态 ， 如 果 系 统 不 在 其 初始 状态 ”这 句 话 有 两 个 条 件 语句 ， 使 规范 说 明 很 难 懂 。 找 一 个 等 价 的 易 懂 的 
规范 说 明 ， 使 其 只 涉及 析 取 和 否定 ， 而 不 涉及 条 件 语句 。 

63. 通过 对 p、g、r、s 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -aqVs、 -pV-JrVs、 PV-JrV7s、 pVaqV-s、 qVrV 
-5、qV-J4rV-5、-4PV-JI9V- 5s、pPVrVs、pVYrV-s 中 有 多 少 个 可 以 同时 为 真 ? 

65. 试 判定 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 

a Yaga) A Tap A tp Vi 
BCD -全 人 MN Cp- A (np 9) 人 (mp sg) 
(pe gq) A (Hp g) 
67. 当 n 为 下 列 值 时 ， 试 找 出 为 求解 n 皇后 问题 的 例 10 中 的 复合 命题 Q， 并 用 它 找 出 n 个 皇后 在 nXn 的 
棋盘 中 所 有 可 能 的 摆 法 ， 以 使 没有 皇后 能 相互 攻击 。 
a)2 b)3 c)4 
69. 试 证 明 如 何 通过 求解 一 个 可 满足 性 问题 来 获得 一 个 给 定 的 4X4 数 独 谜 题 的 解 。 
71. 试 解释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步骤 ， 该 命题 断言 9X9 数 独 谜 题 的 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 。 
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1.4 谓词 和 量词 
1.4.1 引言 

在 1.1 一 1. 3 节 中 所 学 习 的 命题 逻辑 不 能 表达 数学 语言 和 自然 语言 中 所 有 语句 的 确切 意思 。 
例如 ， 假 设 我 们 知道 “每 台 连 接 到 大 学 网 络 的 计算 机 和 运行 正常 ”。 命 题 逻辑 中 没有 规则 可 以 让 
我 们 得 出 语句 “MATH3 正在 正常 运行 ”的 真实 性 ， 其 中 MATH3 是 连接 大 学 网 络 的 一 台 计 算 
机 。 同 样 ， 我 们 不 能 用 命题 逻辑 的 规则 根据 语句 “CS2 被 一 个 人 侵 者 攻击 ”得 出 语句 “有 一 台 
连接 大 学 网 络 的 计算 机 正 遭 受 一 名 入 侵 者 的 攻击 ”的 真实 性 ， 其 中 CS2 是 一 台 连 接 大 学 网 络 的 
计算 机 。 

本 节 我 们 将 介绍 一 种 表达 能 力 更 强 的 逻辑 ， 即 谓词 逻辑 .我 们 将 看 到 谓词 逻辑 如 何 用 来 表 
达 数 学 和 计算 机 科学 中 各 种 语句 的 意义 ， 并 人 允许 我 们 推理 和 探索 对 象 之 间 的 关系 。 为 了 理解 谓 
词 逻 辑 ， 我 们 首先 需要 介绍 谓词 的 概念 . 之 后 ， 我 们 将 介绍 量词 的 概念 ， 它 可 以 让 我 们 对 这 样 
的 语句 进行 推理 : 茶 一 性 质 对 于 某 一 类 型 的 所 有 对 象 均 成 立 ， 存 在 一 个 对 象 使 得 某 一 特性 成 立 。 


1. 4.2 ”谓词 

在 数学 断言 、 计 算 机 程序 以 及 系统 规格 说 明 中 经 常 可 以 看 到 含有 变量 的 语句 ， 比 如 

i i 
和 
“计算 机 之 被 一 名 入 侵 者 攻击 ” 
以 及 
“计算 机 之 在 正常 运行 ” 

当 变 量 值 未 指定 时 ， 这 些 语句 既 不 为 真 也 不 为 假 。 本 节 我 们 将 讨论 从 这 种 语句 中 生成 命题 的 方式 。 

语句 “x 大 于 3” 有 两 个 部 分 。 第 一 部 分 即 变 量 x 是 语句 的 主语 。 第 二 部 分 (谓词 “大 于 
3”) 表 明 语 句 的 主语 具有 的 一 个 性 质 。 我 们 可 以 用 P(z) 表 示 语 名 “xz 大 于 3”， 其 中 表示 谓词 
“大 于 3”， 而 zz 是 变量 。 语句 P(x) 也 可 以 说 成 是 命题 函数 PP 在 xz 的 值 。 一旦 给 变量 xz 赋 一 个 
值 ， 语 名 P(xz) 就 成 为 命题 并 具有 真 值 。 考 虑 下 面 的 例 1 和 例 2。 

令 P(z) 表 示 语 句 “z>>3?。P(4) 和 P(2) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 我 们 在 语句 “x 二 3” 中 令 zx==4 即 可 得 到 语句 P(4)。 因 此 ，P(4)， 即 语句 “4 之 3”， 
为 真 ; 但 是 ，P(2)， 即 语句 “2 之 3”， 则 为 假 。 4 

令 A(z) 表 示 语 名 “计算 机 z 正 被 一 名 入 侵 者 攻击 ”。 假 设 在 校园 网 的 计算 机 中 ， 当 
前 只 有 CS2 和 MATHI 被 一 名 入 侵 者 攻击 。 那 么 A(CS1)、A(CS2) 和 A(MATHI1) 的 真 值 是 
什么 ? 
解 ” 在 语句 “计算 机 zz 正 被 一 名 入 侵 者 攻击 ”中 , 令 + 二 CS1 我 们 得 到 语句 A(CS1)。 因 
为 CS1 不 在 当前 受到 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 得 出 A(CS1) 为 假 。 同 样 ， 因 为 CS2 和 MATHI1 在 当 
前 受 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 我 们 知道 A(CS2) 和 A(MATH1) 为 真 。 本 

有 些 语句 还 可 以 含有 不 止 一 个 变量 。 例 如 ， 考 虑 语句 “x==y 十 3”。 我 们 可 以 用 Q(x，y) 表 
示 这 个 语句 ， 其 中 x、y 为 变量 ，Q 为 谓词 。 当 变量 x 和 y 被 赋值 时 ,语句 Q(x+，y) 就 有 真 值 了 。 

令 Q(r+，y) 表 示 语 句 “x 二 y 十 3”。 命 题 Q(1，2) 和 Q(3，0) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 要 得 到 Q(1，2)， 在 语句 Q(x，y) 中 令 zx=1，y= 二 2。 因 此 ，Q(1，2) 即 为 语句 “1 = 
2 十 3”， 它 为 假 。 而 语句 Q(3，0) 表 示 命 题 “3 王 0 十 3”， 它 为 真 。 本 

令 A(c， 四 表示 语句 “计算 机 c 被 连接 到 网 络 zw”， 其 中 < 是 代表 计算 机 的 一 个 变量 ， 
n 是 代表 网 络 的 一 个 变量 。 假 设计 算 机 MATHI1 连接 到 CAMPUS2， 但 没有 连接 到 CAMPUS1。 
那么 A(MATH1,，CAMPUS1) 和 A(MATH1,，CAMPUS2) 的 真 值 是 什么 ? 
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解 ” 因 为 MATHI1 没有 连接 到 CAMPUS1 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A(MATH1,， CAMPUSI1) 
为 假 。 然 而 ， 因 为 MATHI1 连接 到 了 CAMPUS2 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A (MATHI1,， 
CAMPUS2) 为 真 。 4 

同样 ,我们 可 以 令 R(x，y，z) 表 示 语 句 “x 十 y 二 xz”。 当 变量 x*、y、z 被 赋值 时 ， 此 语句 
就 有 真 值 了 。 

命题 R(1，2，3) 和 R(0，0，1) 的 真 值 是 什么 ? 


解 在 语句 R(x， 了 3 z) 中 令 TX 二 1， yy 一 2， 之 一 3， 即 得 到 命题 Ie 人 :学问 可 以 看 出 
R(1，2，3) 就 是 语句 “1 十 2 二 3”， 它 为 真 。 男 外 ，、 注 意 到 R(0，0，1)， 即 语 名 “0 十 0 二 1”， 


为 假 。 4 
一 般 地 ， 涉 及 n 个 变量 XI，zx，;，"…， 工 ， 的 语句 可 以 表示 成 
RE 2 9 ms 
VB 2 zj) 的 语句 是 命题 函数 己 在 ?元 组 (zi ，Xx;，…*， z,) 的 值 ， 尸 也 称 为 严 


位 谓词 或 n 元 谓词 。 

命题 函数 也 出 现在 计算 机 程序 中 ， 如 例 6 所 示 。 

考虑 语句 

if xz>0 then x :=x 二 1 

如 果 程 序 中 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 当 程序 运行 到 此 刻 变 量 z 的 值 即 被 代 和 人 P(x)， 也 就 是 
代入 到 “z>>0” 中 。 如 果 对 这 个 工 值 P(Cz) 为 真 ， 就 执行 赋值 语句 并 :一 z 十 1， 即 工 的 值 增加 1。 
如 果 对 这 个 工 值 P(Cz) 为 假 ， 则 不 执行 赋值 语句 ， 所 以 并 的 值 不 改变 。 4 

前 置 条 件 和 后 置 条 件 谓词 还 可 以 用 来 验证 计算 机 程序 ， 也 就 是 证 明 当 给 定 合法 输入 时 计 
算 机 程序 总 是 能 产生 所 期 望 的 输出 。( 注 意 除 非 建立 了 程序 的 正确 性 ， 否 则 无 论 测 试 了 多 少 次 
都 不 能 证 明 程序 对 所 有 输入 都 产生 所 期 望 的 输出 ， 除 非 能 测试 到 每 个 输入 值 。) 摘 述 合法 输入 的 
语句 叫 作 前 置 条 件 ， 而 程序 运行 的 输出 应 该 满足 的 条 件 称 为 后 置 条 件 。 如 例 7 所 示 ， 用 谓词 来 
表达 前 置 条 件 和 后 置 条 件 。 

考虑 下 面 的 交换 两 个 变量 x 和 > 的 值 的 程序 。 


temp ;=X 
XxX:=Yy 
y : = temp 


试 找 出 能 作为 前 置 条 件 和 后 置 条 件 的 、 可 以 用 来 验证 此 程序 正确 性 的 谓词 。 然 后 解释 如 何 用 它 
们 验证 针对 所 有 合法 输入 程序 都 能 达到 预期 目的 。 

解 ” 对 于 前 置 条 件 ， 我们 需要 表达 在 运行 程序 之 前 zx 和 yy 具有 特定 的 值 。 因 此 ， 对 于 这 个 
前 置 条 件 可 以 用 谓词 P(x， yy) 表示 ， 其 中 P(x，y) 是 指 语句 “x 二 a，y 二 8”， 这 里 a 和 2 是 在 
运行 程序 之 前 x 和 的 值 。 因 为 我 们 想 证 明 对 于 所 有 输入 变量 ， 程 序 交 换 了 x 和 yy 的 值 ， 所 以 
对 后 置 条 件 可 以 用 Q(x，y) 表 示 ， 其 中 Q(x，») 表 示 语 名 “x 二 b，y 二 a”。 

为 证 明 程 序 总 是 按照 预期 运行 ， 假 设 前 置 条 件 P(x，y) 成 立 。 也 就 是 说 ,假设 命 题 “x= 
a，y 二 b” 为 真 。 这 意味 着 + 二 a，y 二 5。 程 序 的 第 一 步 ，temp :一 z， 将 工 的 值 赋 给 temp， 所 以 
这 一 步 之 后 我 们 知道 有 x 二 a，temp 二 a，y 二 5b。 在 程序 的 第 二 步 ，x :一 yy 之后， 我 们 有 并 一 b， 
temp 二 a，y 二 5b。 最 后 ， 在 第 三 步 之 后 ， 我 们 知道 zx 一，temp 一 &， 并 且 y= 二 a。 结 果 是 该 程序 
运行 后 ， 后 置 条 件 Q(x，y) 成 立 ， 也 就 是 说 ,语句 “z= 二 5b6，y 二 a” 为 真 。 4 


1.4.3 量词 


当 命题 函数 中 的 变量 均 被 赋值 时 ， 所 得 到 语句 就 变 成 具有 某 个 真 值 的 命题 。 可 是 ,还 有 为 
外 一 种 称 为 量化 的 重要 方式 也 可 以 从 命题 函数 生成 一 个 命题 。 量 化 表示 在 何 种 程度 上 谓词 对 于 
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一 定 范围 的 个 体 成 立 。 在 目 然 语言 中 ， 所 有 、 某 些 、 许 多 、 没 有 ， 以 及 少量 这 些 词 都 可 以 用 在 
量化 上 。 这 里 我 们 集中 讨论 两 类 量化 : 全 称 量 化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 在 所 考虑 范围 内 对 每 一 
个 体 都 为 真 ; 存在 量化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 对 所 考虑 范围 内 的 一 个 或 多 个 个 体 为 真 。 处 理 请 
词 和 量词 的 逻辑 领域 称 为 谓词 演算 。 

全 称 量词 ”许多 数学 命题 断言 某 一 性 质 对 于 变量 在 某 一 特定 域内 的 所 有 值 均 为 真 ， 这 一 特 
定 域 称 为 变量 的 论 域 (domain of discourse) (或 全 体 域 (universe of discourse))， 时 常 简称 为 域 
(domain) 。 这 类 语句 可 以 用 全 称 量化 表示 。 对 特定 论 域 而 言 PCz) 的 全 称 量化 是 这 样 一 个 命题 : 
它 断 言 P(z) 对 在 其 论 域 中 的 所 有 值 均 为 真 。 注 意 ， 论 域 规定 了 变量 zx 所 有 可 能 取 的 值 。 当 
我 们 改变 论 域 时 ，P(zx) 的 全 称 量化 的 意义 也 随 之 改变 。 在 使 用 全 称 量词 时 必须 指定 论 域 ， 否 
则 语句 的 全 称 量化 就 是 无 定义 的 。 





全 称 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 一 行 所 示 。 我 们 用 例 8 一 13 来 说 明 全 称 量词 的 使 用 。 


表 1 量词 
YrP(x) 对 每 一 个 工 ，P(z) 都 为 真 有 一 个 z， 使 P(z) 为 假 
卫 zP(Z) 有 一 个 式 ， 使 P(z) 为 真 对 每 一 个 工 ，P(Cz) 都 为 假 


思 枸 令 P(z) 为 语句 “zx 十 1 二 zx”。 试问 量 化 YxP(zx) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 论 域 是 全 体 实数 
集合 ? 

解 ” 由 于 P(x) 对 所 有 实数 xz 均 为 真 ， 所 以 量化 命题 Y xP(z) 的 值 为 真 。 4 

评注 通常 ， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 注 意 如 果 论 域 为 空 ， 
那么 YZzP(z) 对 任何 命题 函数 P(x) 都 为 真 ， 因 为 论 域 中 没有 单个 工 使 P(x) 为 假 。 

除了 “对 所 有 ”和 “对 每 个 ”外 ， 全 称 量词 还 可 以 用 其 他 方式 表达 ， 包括 “全 部 的 ”“ 对 
每 一 个 ”“ 任 意 给 定 的 ”“ 对 任意 的 ”“ 对 任 一 的 ”等 。 

评注 最 好 避免 使 用 “对 任 一 z”"， 因 为 它 常常 引起 歧义 ， 即 不 确定 是 指 “ 每 个 ”还 是 
“ 某 些 ”的 。 在 某 些 情况 下 ,“ 任 一 ”是 没有 歧义 的 ， 就 像 它 用 于 否定 多 时 那样 ， 如 “没有 任 一 
理由 可 以 逃避 学 习 。” 

一 个 语句 Y xP(z) 为 假 当 且 仅 当 P(xz) 不 总 为 真 ， 其 中 P(x) 是 一 个 命题 阻 数 ，z 在 论 域 中 。 
要 证 明 当 并 在 论 域 中 时 P(z) 不 总 为 真 ， 方 法 之 一 就 是 寻找 一 个 YzP(Cz) 的 反例 。 注 意 我 们 仅 
仅 需 要 一 个 反例 就 可 以 确定 YVzP(z) 为 假 。 例 9 解释 了 如 何 使 用 反例 。 

令 QCz) 表 示 语 句 “z<2”。 如 果 论 域 是 所 有 实数 集合 ， 量 化 命题 YzQ(z) 的 真 值 是 
什么 ? 

解 Q(x) 并 非 对 每 个 实数 都 为 真 ， 因 为 ， 比 如 Q(3) 就 是 假 的 。 也 就 是 说 ，z=3 是 语句 
VY xQ(Zz) 的 一 个 反例 。 因 此 YzQ(z) 为 假 。 司 

假设 P(z) 是 “ 衬 盖 0”。 要 证 明 语 句 YxzP(z) 为 假 (其 中 论 域 是 所 有 整数 ) ， 我 们 只 
需要 给 出 一 个 反例 。 我 们 可 以 看 到 x==0 是 一 个 反例 ， 因 为 当 z=0 时 之 =0， 所 以 当 z=0 时 
x 本 天 笠 卫 | 

在 数学 研究 中 寻找 全 称 量 化 命题 的 反例 是 一 个 重要 的 过 程 ， 我 们 在 本 书后 续 章 节 中 还 会 
看 到 。 

如 果 NGCz) 是 指 “ 计 算 机 工 被 连接 到 网 络 ”， 而 论 域 为 校园 内 所 有 的 计算 机 ， 那么 
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解 ”语句 Y xN(z) 的 意思 是 对 于 校园 里 的 每 一 台 计 算 机 z+， 它 都 被 连接 到 了 网 络 。 这 名 话 
可 以 用 自然 语言 表达 为 “校园 里 的 每 一 台 计 算 机 都 连接 到 网 络 ”。 4 


正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 当 使 用 量词 时 指定 论 域 是 必需 的 。 量 化 命题 的 真 值 通 常 取决 于 
该 论 域 中 的 那些 个 体 ， 如 例 12 所 示 。 

如 果 论 域 是 所 有 实数 ，VY x(x 宇 z) 的 真 值 是 什么 ” 如 果 论 域 是 所 有 整数 ， 真 值 又 
是 什么 ? 

解 ” 论 域 是 所 有 实数 时 ， 全称 量 化 命题 Y x(x 宇 z) 为 假 。 例 如 ，(1/2)* 状 1/2。 注 意 式 宇 
x 当 且 仅 当 x :一 z= 二 xz《(x 一 1) 宇 0。 因 此 ,x 之 zx 当 和 且 仅 当 z 志 0 或 x 宇 1。 由 此 得 出 ， 如 果 论 域 
是 所 有 实数 ， VY x(x 宇 x) 为 假 ( 因 为 对 于 所 有 x， 当 0 二 x 二 1 时 ， 不 等 式 不 成 立 )。 然 而 ， 如 果 
论 域 为 整数 ，Y x(x 宇 x+) 为 真 ， 因 为 没有 整数 xz 使 得 0 二 x 二 1。 

存在 量词 ”许多 数学 定理 断言 : 有 一 个 个 体 使 得 某 种 性 质 成 立 。 这 类 语句 可 以 用 存在 量化 
表示 。 我 们 可 以 用 存在 量化 构成 这 样 一 个 命题 : 该 命题 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 至 少 有 一 个 工 的 值 
人 ddd 
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当 使 用 语句 xP(x) 时 ， 必 须 指定 一 个 论 域 而 且 ， 当 论 域 变化 时 ， 了 xzP(z) 的 意义 也 随 
之 改变 。 如 果 没 有 指定 论 域 ， 那 么 语句 卫 zP(Cz) 没 有 意义 。 

除了 短语 “存在 ”外 ， 我 们 也 可 以 用 其 他 方式 来 表达 存在 量化 ， 如 使 用 词语 “对 某 些 ” 
“至 少 有 一 个 ”或 “有 ”。 存 在 量化 3zxP(z) 可 读 作 “有 一 个 xz 满 是 P(z)”“ 至 少 有 二 个 志 满 足 
P(w)” 或 这 对 某 个 用， 了 (Zz)”。 

和 总 结 如 表 1 第 二 行 所 示 。 我 们 用 例 13、14 和 16 说明 存在 量词 的 运用 ， 
令 PCz) 表 示 语 句 “z>3”。 论 域 为 实数 集合 时 ， 量 化 命题 3zP(Cz) 的 真 值 是 





解 ”因为 “z 二 3” 有 时 候 是 真 的 ， 如 z=4 时 ， 所 以 PCz) 的 存在 量化 即 3zP(Cz) 为 真 。 本 

观察 到 语句 习 xP(x) 为 假 当 且 仅 当 论 域 中 没有 个 体 使 得 P(z) 为 真 。 也 就 是 说 ， 习 ZzP(z) 为 
假 当 且 仅 当 P(x) 对 于 论 域 中 的 每 一 个 个 体 都 为 假 。 我 们 用 例 14 解释 该 观察 。 

令 Q(z) 表 示 语 句 “zx 二 x 十 1”。 论 域 是 实数 集 时 ， 量 化 命题 3 xQ(z) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 因 为 对 每 个 实数 xz，Q(z) 都 为 假 ， 所 以 Q(x) 的 存在 量化 3 xQ(z) 为 假 .。 可 

评注 通常 ,我们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 如 果 论 域 为 空 ， 那 么 
无 论 Q(Cz) 是 什么 命题 函数 ， 当 论 域 为 室 时 论 域 中 没有 一 个 个 体能 使 Q(X) 为 真 ， 所 以 XQ(z) 
为 假 。 

唯一 性 量词 ”我 们 已 经 介绍 了 全 称 量词 和 存在 量词 。 它 们 是 数学 和 计算 机 科学 中 最 重要 的 
量词 。 然 而 ， 对 于 我 们 能 定义 的 不 同 量词 的 数量 是 没有 限制 的 ， 如 “恰好 有 2 个 ”“ 有 不 超过 3 
个 ” “至 少 有 100 个 ”等 。 所 有 其 他 量词 中 最 常见 的 是 唯一 性 量词 ， 用 符号 31 或 3, 表示。 
jj ! xP(x)( 或 31,xP(x)) 这 种 表示 法 是 指 “ 存 在 一 个 唯一 的 工 使 得 P(xz) 为 真 "。( 其 他 表示 唯 
二 性 量词 的 词语 有 “恰好 存在 一 个 ”“ 有 和 且 只 有 一 个 ”,) 比 如 ，31 x(x 一 1 二 0)， 其 中 论 域 是 实 
数 集合 ， 表 示 存 在 一 个 唯一 的 实数 工 使 得 z 一 1 二 0。 这 是 一 个 真 语句 ， 因 为 x==1 是 使 得 zx 一 1 
三 0 的 唯一 实数 。 观 察 到 我 们 能 够 用 前 边 学 过 的 量词 以 及 命题 逻辑 来 表达 唯一 性 ( 见 1.5 节 练 
习 52)， 所 以 唯一 性 量词 是 可 以 避免 使 用 的 。 通 常 ， 最 好 只 使 用 存在 量词 和 全 称 量词 ， 这 样 就 
可 以 使 用 这 些 量词 的 推理 规则 。 


Extra 》 
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1. 4.4 有 限 域 上 的 量词 
当 一 个 量词 的 域 是 有 限 的 时 候 ， 即 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 量 化 语句 就 可 以 用 命题 逻辑 
来 表达 。 特 别 是 ， 当 论 域 中 的 元 素 为 zi，xz;，…，x,， 其 中 是 一 个 正 整 数 ， 则 全 称 量 化 
Y zxP(zx) 与 合 取 式 
P(xi) AP(z,) A MPlzx,) 
相同 ， 因 为 这 一 合 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(xzi)，P(x,)，…，P(zx,) 全 部 为 真 。 
试问 Y xzP(z) 的 真 值 是 什么 ? 这 里 P(z) 是 语句 “x* 二 10”， 且 论 域 是 不 超过 4 的 正 
整数 。 
解 ” 语 句 Y xP(z) 与 合 取 式 
P(1) A P(2) A P(3) A P(4) 
相同 ， 因 为 论 域 由 1、2、3 和 4 组 成 。 由 于 P(4) 就 是 语句 “4 二 10” 为 假 ， 所 以 可 以 得 出 


VY xXP(zx) 为 假 。 a 
类 似 地 ， 当 论 域 中 的 元 素 为 Xx;，x,;，…，x,， 其 中 是 一 个 正 整数 ， 则 存在 量化 3 xP(z) 
与 析 取 式 


P(z) V Plzs) Ns VY PUz,) 
相同 ， 因 为 该 析 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(z)，P(z )，…，P(z,) 中 至 少 一 个 为 真 。 


局 本 网 如 果 PCz) 是 语句 “ 妆 二 10”， 论 域 为 不 超过 4 的 正 整数 ， 导 xP(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 由 于 论 域 为 {1，2，3，4}， 命题 了 3xP(x) 等 价 于 析 取 式 
P(1)V P(2)V P(3)V P(4) 

由 于 PC(4) 即 “4 二 10” 为 真 ， 故 导 xP(x) 为 真 。 4 

量化 和 循环 的 关系 ”在 确定 量化 命题 的 真 值 时 ， 借 助 循环 与 搜索 来 思考 是 有 益 的 。 假定 
变量 zx 的 论 域 中 有 nn 个 对 象 。 要 确定 YzxP(x) 是 否 为 真 ， 我 们 可 以 对 工 的 个 值 循环 查看 
P(xz) 是 否 总 是 真 。 如 果 遇 到 xz 的 一 个 值 使 P(z) 为 假 ， 就 证 明 VzP(z) 为 假 ， 否 则 VzP(z) 为 
真 。 要 确定 3 xP(z) 是 否 为 真 ， 我 们 循环 查看 x 的 个 值 ， 搜 索 使 P(x) 为 真 的 工 值 。 如 果 找 
到 一 个 ， 那 么 习 xP(zx) 为 真 ; 如 果 总 也 找 不 到 这 样 的 x， 则 判定 3 xP(x) 为 假 。( 注 意 ， 当 论 
域 有 无 穷 多 个 值 时 ， 这 一 搜索 过 程 不 适用 。 不 过 以 这 种 方式 思考 量化 命题 的 真 值 仍然 是 有 
益 的 。) 


1. 4.5 受 限 域 的 量词 

在 要 限定 一 个 量词 的 论 域 时 经 常会 采用 简写 的 表示 法 。 在 这 个 表示 法 里 ， 变 量 必须 满足 的 
条 件 直 接 放 在 量词 的 后 面 。 例 17 给 出 了 解释 。 我 们 还 会 在 2.1 节 描述 涉及 集合 成 员 关 系 的 表 
示 法 的 其 他 形式 。 

语句 Vz<0(z>>0)，VYy 天 0( 多 和 关 0)， 以 及 3z>0(= 一 2) 分 别 指 的 是 什么 意思 ， 
其 中 各 语句 的 论 域 都 为 实数 集 ? 

解 ” 语 句 YV x 二 0(x’ 之 0) 表示 对 于 每 一 个 满足 x 过 0 的 实数 工 有 z: 盖 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“一 个 负 实 数 的 平方 为 正 数 ”。 这 个 语句 与 Vz(Cz<0 一 过 二 0) 等 价 。 

语句 VY y 关 0(y 关 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 y 关 0 的 实数 y 有 yy 了 关 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 “每 
一 个 非 零 实数 的 立方 不 为 零 ”"。 注意 这 个 语句 等 价 于 Vy(y 关 0 一 yy 关 0)。 

最 后 ， 语 句 了 xz>0( 守 王 2) 表 示 存 在 一 个 满足 xz 盖 0 的 实数 z 有 xz = 二 2。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“有 一 个 2 的 正平 方 根 ”。 这 个 语句 等 价 于 了 zx(z 盖 0A 人 过 =2)。 首 

注意 ， 受 限 的 全 称 量化 和 一 个 条 件 语 句 的 全 称 量 化 等 价 。 比 如 ，Vz<0( 志 二 0) 是 表达 
VYV x(x 二 0 习 z 记 0) 的 男 一 种 方式 。 男 一 方面 ， 受 限 的 存在 量化 和 一 个 合 取 式 的 存在 量化 等 价 。 
比如 x 之 0(x = 二 2) 是 表达 x(x 这 0 人 x 二 2) 的 另 一 种 方式 。 
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1.4.6 量词 的 优先 级 
量词 W 和 3 了 本 比 命题 演算 中 的 所 有 逻辑 运算 符 都 具有 更 高 的 优先 级 。 比如 ，VYzPGz) VQ(CZz) 
是 YVzPCz) 和 Q(Cz) 的 析 取 。 换 名 话说 ， 它 表示 (YZzPCz))VQCz)， 而 不 是 YVZzCPGCz)VQGCz) ) 。 


1. 4.7 变量 绑 定 

当量 词 作用 于 变量 x 时 ， 我 们 说 此 变量 的 这 次 出 现 为 约束 的 。 一 个 变量 的 出 现 被 称 为 是 自 
由 的 ， 如 果 没 有 被 量词 约束 或 设置 为 等 于 某 一 特定 值 。 命 题 函数 中 的 所 有 变量 出 现 必须 是 约束 
的 或 者 被 设置 为 等 于 某 个 特定 值 的 ， 才 能 把 它 转 变 为 一 个 命题 。 这 可 以 通过 采用 一 组 全 称 量 
词 、 存 在 量词 和 赋值 来 实现 。 

逻辑 表达 式 中 一 个 量词 作用 到 的 部 分 称 为 这 个 量词 的 作用 域 。 因 此， 一 个 变量 是 自由 的 ， 
如 果 变 量 在 公式 中 所 有 限定 该 变量 的 量词 的 作用 域 之 外 。 

在 语句 3z(Cz 十 y 一 1) 中， 变量 xz 受 存在 量词 3z 约束 ， 但 是 变量 y 是 自由 的 ， 因 为 
它 没有 受 一 个 量词 约束 且 该 变量 没有 被 赋值 。 这 解释 了 在 语句 导 x(x 十 y= 二 1) 中 ，z 是 受 约束 
的 ， 而 y 是 自由 的 ， 

在 语句 x(P(x)A Q(x))V YxR(z) 中 ， 所 有 变量 都 是 受 约束 的 。 第 一 个 量词 3z 的 作用 
域 是 表达 式 P(x)A Q(x)， 因 为 3x 只 作用 于 语句 的 P(x) 人 Q(z) 部 分 ， 而 非 其 余部 分 。 类 似 
地 ， 第 二 个 量词 Yz 的 作用 域 是 表达 式 尺 Cz)。 也 就 是 说 ， 存 在 量词 绑 定 P(x) 入 Q(z) 中 的 变量 
xX， 全 称 量词 Vz 绑 定 R(x) 中 的 变量 x。 由 此 可 见 ， 由 于 两 个 量词 的 作用 域 不 重合， 所 以 我 们 
可 以 用 两 个 不 同 的 变量 x 和 y 将 语句 写 为 3 x(P(x) 人 Q(x))V VY yR(y)。 读 者 应 该 了 解 在 正常 
的 使 用 中 ， 经 常用 来 同一 个 字母 表示 受 不 同 量词 约束 的 变量 ,只 要 其 作用 域 不 重 琶 的 。 喇 


1.4.8 涉及 量词 的 逻辑 等 价 式 
在 1. 3 节 我 们 介绍 了 复合 命题 逻辑 等 价 式 的 概念 。 我 们 可 将 这 个 概念 扩展 到 涉及 谓词 和 量 
词 的 表达 式 中 。 





例 19 说 明了 如 何 证 明 两 个 涉及 谓词 和 量词 的 语句 是 逻辑 等 价 的 。 
证 明 VzGPCz)AQCz)) 和 VYxzPCz)AYVzQGz) 是 逻辑 等 价 的 (这 里 始终 采用 同一 个 


论 域 ) 。 这 个 逻辑 等 价 式 表明 全 称 量词 对 于 一 个 合 取 式 是 可 分 配 的 。 此 外 ,， 存 在 量词 对 于 一 个 
析 取 式 也 是 可 分 配 的 。 然 而 ， 全 称 量词 对 析 取 式 是 不 可 分 配 的 ， 存 在 量词 对 合 取 式 也 是 不 可 分 
配 的 。( 见 练习 52 和 53) 

解 ” 为 证 明 这 两 个 语句 是 逻辑 等 价 的 ， 我们 必须 证 明 ， 不 论 P 和 Q 是 什么 谓词 ， 也 不 论 
采用 哪个 论 域 ， 它们 总 是 具有 相同 的 真 值 。 假 设 有 特定 的 谓词 PP 和 Q， 以 及 一 个 共同 的 论 域 。 
我 们 可 以 通过 两 件 事 来 证 明 Yz(P(x) 人 和 Q(z)) 和 VYzxP(zx) 人 人 Y xQ(z) 是 逻辑 等 价 的 。 首先， 我 
们 证 明 如 果 VxzGCP(z)AQ(Cz)) 为 真 ,， 那 么 VYzPCz)AYVYVxzQCz) 为 真 。 其 次 ， 我 们 证 明 如 果 
VzxzPCziAYVYzQ(Co 为 真 ， 那 么 VPCZXNQCZ 7 为 真 5 

因此 ， 假 设 YVz(CPCz) 和 Q(z)) 为 真 。 这 意味 着 如 果 & 在 论 域 中 ， 那么 P(a) AQ(Ca) 为 真 。 
所 以 ，P(a) 为 真 ， 目 Q(a) 为 真 。 因 为 对 论 域 中 每 个 个 体 P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 都 成 立 ， 所 
以 我 们 可 以 得 出 结论 ，VY xP(x) 和 VY xzQ(z) 都 为 真 。 这 意味 着 VY XP(x) 八 YrxQ(x) 为 真 。 

接 下 来 ， 假设 YVzP(z)AVYzQ(z) 为 真 。 那 么 YzP(Cz) 为 真 ， 且 VzQ(Cz) 为 真 。 因 此 ， 如 
果 &a 在 论 域 中 ,那么 PCa) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 L 因为 PCz) 和 QCz) 对 论 域 中 所 有 个 体 都 为 真 ， 所 
以 这 里 用 同一 个 a 的 值 不 会 有 矛盾 ]。 可 以 得 出 ， 对 于 所 有 的 a，P(a) 人 入 Q(a) 为 真 。 因 而 可 以 
得 出 Vx(P(x) 人 Q(x)) 为 真 。 这 样 我 们 可 以 推出 结论 
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1. 4.9 量化 表达 式 的 否定 


我 们 常会 考虑 到 一 个 量化 表达 式 的 否定 。 例 如 ， 考 虑 下 面 语句 的 否定 
“ 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积分 课 ” 
这 个 语句 是 全 称 量化 命题 ， 即 
V 区 有 (元 ) 
其 中 P(Cz) 为 语 铝 “ 立 学 过 一 门 微 积 分 课 ”， 论 域 是 你 们 班 的 所 有 学 生 。 这 一 语句 的 否定 是 “并 
非 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积 分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 有 个 学 生 没 有 学 过 微 积 分 课 ”。 而 这 也 
就 是 原 命 题 隧 数 否定 的 存在 量化 ， 即 
dyP(r) 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 等 价 关系 : 





为 了 证 明 不 论 命题 函数 P(z) 是 什么 和 论 域 是 什么 , ] YzP(Cz) 和 了 习 z”PCz) 都 是 逻辑 等 价 
的 。 首 先 ， 注 意 ]VYVxzP(Cz) 为 真 当 且 仅 当 VzP(z) 为 假 。 其 次 ,注意 VYxzP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 
域 中 有 一 个 个 体 过 使 PCz) 为 假 。 它 成 立 当 且 仅 当 论 域 中 有 一 个 个 体 工 使 5 P(Cz) 为 真 。 最 后 ， 
注意 论 域 中 有 一 个 个 体 工 使 AP(z) 为 真 当 且 仅 当 了 zx P(Cz) 为 真 。 将 这 些 步骤 综合 起 来 ， 可 以 
得 出 结论 YzP(Cz) 为 真 当 且 仅 当 3 了 zx P(Cz) 为 真 。 于 是 得 出 结论 0”VzP(z) 和 3 了 xnP(Cz) 是 逻辑 
等 价 的 。 

假定 我 们 要 想 否 定 一 个 存在 量化 命题 。 例 如 ， 考 虑 命题 “ 班 上 有 一 个 学 生 学 过 一 门 微 积 分 
课 ” 就 是 存在 量化 命题 

jwQCT) 

其 中 QGCz) 为 语句 “工学 过 一 门 微 积分 课 ”。 这 和 句 话 的 否定 是 命题 “并 非 班 上 有 个 学 生 学 过 微 积 
分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 每 个 学 生 都 没 学 过 微 积 分 课 ”， 这 也 就 是 原 命 题 函 数 的 否定 的 全 称 量 
化 ， 或 用 量词 语言 表示 为 


VY TQ) 


这 个 例子 说 明了 等 价 式 





为 了 证 明 无 论 Q(x) 和 论 域 是 什么 
J] XQ(z) 为 真 当 上 且 仅 当 9xQ(x) 为 假 。 而 这 个 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 没有 工 使 Q(z) 为 真 ， 
次 ， 注 意 论 域 中 没有 工 使 Q(x) 为 真 当 且 仪 当 Q(x) 对 论 域 中 的 每 个 x 都 为 假 。 最 后 ， 注 意 Q(x) 
对 论 域 中 每 个 过 都 为 假 当 且 仅 当 QGCz) 对 论 域 中 所 有 并 都 为 真 ， 而 它 成 立 当 且 仅 当 Y z1Q(z) 
为 真 。 将 这 些 步 又 综合 起 来 ,我 们 看 到 jj3 xQ(z) 为 真 当 上 且 仅 当 Y x Q(z) 为 真 。 我 们 得 出 结 
论 : XQ(z) 和 VY zx Q(z) 是 逻辑 等 价 的 。 

量词 否定 的 规则 称 为 量词 的 德 ， 摩根 律 。 这 些 规则 总 结 见 表 2。 


表 2 量词 的 德 ， 摩根 律 
Vz PCz) 对 每 个 z+，P(z) 为 假 
jz ~ P(r) 有 工 使 P(xz) 为 假 
评注 ” 当 谓 词 P(x) 的 论 域 包 含 丸 个 个 体 时 ， 其 中 nn 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 用 于 量化 命题 


否定 的 规则 和 1. 3 节 讨 论 的 德 。 摩根 律 完全 相同 。 这 就 是 为 什么 这 些 规则 称 为 量词 的 德 。 摩根 
律 。 当 论 域 有 放 个 元 素 工 !，X,，…， 文 , 时 ,YXP(z) 与 (P(x) A P(x;) 人 人 PCz,)) 相 同 ， 














-1 3xP(z) 
- YrP(z) 


有 工 ， 使 P(z) 为 真 
对 每 个 区，P(x) 为 真 
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而 由 德 。 摩根 律 ， 后 者 等 价 于 P(xi1)V- P(x)V…V-JP(x,)， 该 式 又 等 同 于 了 x-P(x)。 类 
似 地 ,XP(zx) 与 4(P(z1)V P(xs)V… VP(z,)) 相 同 ， 由 德 。 摩根 律 ， 后 者 等 价 于 P(x) 
A-JP(r) 八 …A-JP(x,)， 该 式 又 等 同 于 VYx-JP(x)。 

我 们 在 例 20 和 例 21 中 来 解释 量化 命题 的 否定 。 

电 股 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”和 “所 有 美国 人 都 吃 芝 士 汉 堡 ” 的 否定 是 什么 ? 

解 今 书 (xz) 表示 “zx 是 诚实 的 "。 则 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”可 以 用 zxH(z) 来 表 
示 ， 其 中 论 域 是 所 有 政治 家 。 这 个 语句 的 否定 是 5 3 xH(x)， 它 等 价 于 Vx-H(z)。 这 个 否定 
可 以 表达 为 “每 个 政治 家 都 是 不 诚实 的 .” (注意 ， 在 自然 语言 中 ， 语 句 “ 所 有 政治 家 是 不 诚实 
的 ”是 有 点 含糊 的 。 按 通常 用 法 ， 这 个 语句 通常 意味 着 “并 不 是 所 有 的 政治 家 都 是 诚实 的 ”。 
因此 ， 我 们 不 用 这 个 语句 表达 它 的 否定 。) 

令 C(z) 为 “zx 吃 芝士 汉堡 "。 则 语句 “所 有 美国 人 都 吃 芝 士 汉 堡 ” 可 以 用 YxC(zx) 来 表示 ， 
其 中 论 域 是 所 有 美国 人 。 这 个 语句 的 否定 是 ]YzC(Cz)， 它 等 价 于 了 xzC(Cz)。 这 个 否定 可 以 有 几 
种 不 同 的 表达 方式 ， 包 括 “ 一 些 美国 人 不 吃 芝士 汉堡 ”和 “有 一 个 美国 人 不 吃 芝士 汉堡 ”。 4 

语句 Yr(z 记 z) 和 x(x 二 2) 的 否定 是 什么 ? 

解 VY zx(z 放 x) 的 否定 是 语句 VYx(z 放 x)， 它 等 价 于 93zx-《z 放 x)。 这 个 表达 式 可 以 重 
写 为 3x(x’ 二 x)。 而 3x(x 二 2) 的 否定 是 语句 -jj 3 x(x2= 二 2)， 它 等 价 于 VYzx~ (YX = 二 2)。 这 个 表 
达 式 可 以 重 写 为 Vx(x 天 2)。 当 然 这 些 语句 的 真 值 还 取决 于 论 域 。 怠 

在 例 22 中 我 们 要 用 到 量词 的 德 、 摩根 律 。 

证 明 -j-YxCP(z) 一 Q(z)) 和 x(P(x) 人 -Q(z)) 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 由 全 称 量 的 词 德 ， 摩根 律 ， 我 们 知道 j Yx(P(zx) 一 Q(z)) 和 jx 全 (P(xz) 一 Q(x))) 是 
逻辑 等 价 的 。 由 1. 3 节 表 7 中 第 5 个 人 逻辑 等 价 式 ， 我们 知道 对 每 个 z，-. (P(xz) 一 Q(z)) 和 
P(x) A-Q(z) 是 逻辑 等 价 的 。 因 为 在 一 个 逻辑 等 价 式 中 可 以 用 一 个 逻辑 等 价 的 表达 式 替 换 男 
外 一 个 ， 所 以 可 以 得 出 7 YzCPCz) 一 QCz)) 和 3 了 z(CPCz)AnQCz)) 是 逻辑 等 价 的 。 习 


1. 4. 10 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

将 汉语 (或 其 他 自然 语言 ) 语 句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 这 在 数学 、 人 逻辑 编程 、 人 工 智 能 、 软 件 
工程 以 及 许多 其 他 学 科 中 是 一 项 重要 的 任务 。 我 们 在 1. 1 节 中 就 开始 学 习 这 个 主题 ， 那 里 我 们 
用 命题 将 语句 表示 为 逻辑 表达 式 。 那 时 ,我们 特意 回避 需要 用 谓词 和 量词 来 翻译 语句 。 当 和 需 用 
到 量词 时 ， 语 句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 会 变 得 更 复杂 。 再 者 ， 翻 译 一 个 特定 的 语句 可 以 有 许多 种 
方式 。( 因 此 ， 没 有 “菜谱 ” 式 的 方法 可 供 你 按部就班 地 学 习 ,) 我 们 会 给 出 一 些 例子 说 明 如 何 
将 汉语 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 翻 译 的 目标 是 生成 简单 而 有 用 的 逻辑 表达 式 。 本 节 我 们 只 局 限 
于 讨论 这 样 的 语句 ， 可 只 用 单个 量词 将 其 翻译 成 逻辑 表达 式 。 下 一 节 会 讨论 一 些 更 复杂 的 需要 
多 个 量词 的 语句 。 

已 有 2 使 用 谓词 和 量词 表达 语句 “ 班 上 的 每 个 学 生 都 学 过 微 积 分 ”。 

解 ” 首 先 重 写 该 语句 以 使 我 们 能 很 清楚 地 确定 所 要 使 用 的 合适 的 量词 。 重 写 后 可 得 “对 班 
上 的 每 一 个 学 生 ， 该 学 生 学 过 微 积分 .” 接 着 ， 引 和 变量 +x, 语句 就 变 成 “对 班 上 的 每 一 个 学 
生 z,， 工学 过 微 积分 。” 然 后 ， 引 入 谓词 CCz) ， 表 示 语 句 “z 学 过 微 积 分 ”。 因 此 ， 如 果 z 并 的 论 
域 是 班 上 的 学 生 ， 我 们 可 以 将 语句 翻译 为 VY xC(x)，。 

然而 ， 还 有 其 他 正确 的 翻译 方法 ， 并 可 使 用 不 同 的 论 域 和 其 他 谓词 。 具 体 选择 什么 方法 取 
决 于 后 续 要 进行 的 推理 。 例 如 ,我 们 可 能 对 更 广泛 的 人 群 而 非 仅仅 是 班 上 的 学 生 感 兴趣 。 如 果 
将 论 域 改 成 所 有 人 ， 则 我 们 需要 将 语句 表达 成 “对 每 个 人 xz， 如 果 是 班 上 的 学 生 ， 那 么 工学 
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如 果 SCz) 表 示 语 句 工 在 这 个 班 上 ， 则 我 们 的 语句 可 表达 为 Yz(CSCz) 一 CCz))。[ 小 心 : 语 © 


句 不 能 表达 为 Yz(CSCz)A 人 CCz))， 因 为 这 句 话 说 的 是 所 有 人 都 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 学 过 微 
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积分 。j| 

最 后 ， 如 果 我 们 对 学 生 除 微 积分 之 外 的 其 他 主 修 课程 感 兴 趣 ， 我 们 可 以 倾 回 于 使 用 双 变 量 
谓词 5 QCz，y) 表 示 语 句 “ 学 生 工 学 过 课程 y”。 这 样 在 上 述 两 种 方法 中 我 们 就 要 把 CCz) 替 换 成 
Q(z， 微 积分 )， 得 到 Y zQGCz， 微 积分 ) 或 YX(S(z) 一 Q(x， 微 积 分 ))。 可 

在 例 23 中 我 们 展示 了 用 谓词 和 量词 表达 同一 语句 的 不 同方 法 。 不 过 ， 我们 总 是 应 该 采用 
最 有 利于 后 续 推理 的 最 简单 的 方法 。 

用 谓词 和 量词 表达 语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”和 “这 个 班 上 的 每 个 学 
生 或 去 过 加 拿 大 ， 或 去 过 墨西哥 。” 

解 “语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”的 意思 是 “在 这 个 班 上 有 个 学 生 ， 他 去 过 墨 
西 哥 ”。 引 入 变量 zx， 因此 语句 变 成 “在 这 个 班 上 有 个 学 生 x，xz 去 过 墨西哥 。” 引 人 谓词 M(x) 
表示 语句 “zz 去 过 墨西哥 "”。 如 果 工 的 论 域 是 这 个 班 上 的 学 生 ， 我 们 就 可 以 将 第 一 个 语句 翻译 
为 了 了 zxM(Cz) 。 

然而 ， 如 果 我 们 对 这 个 班 上 学 生 以 外 的 人 感 兴趣 ， 这 个 语句 看 起 来 就 会 有 些 不 同 。 语 句 可 
表达 为 “有 这 样 一 个 人 工具 有 这 样 的 特性 : 工 是 这 个 班 的 学 生 ， 并 且 zx 去 过 墨西哥 。? 

在 这 种 情况 下 ，z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 引入 谓词 S(zx) 表 示 语 句 “x 是 这 个 班 上 的 一 个 学 
生 ”。 答 案 就 变 成 了 xC(S(x)A M(x))， 因 为 它 表示 有 某 个 人 之 他 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 去 过 墨 
西 哥 。[ 小 心 : 语句 不 能 表示 为 3x(S(zx) 一 M(x)),， 它 表示 当 有 一 个 人 不 在 这 个 班 里 时 也 是 真 
的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 对 这 样 的 x，S(z) 一 M(x) 就 变 成 fF>T 或 者 >F， 两 个 都 是 真 的 。] 

类 似 地 ， 第 二 个 语句 可 以 表示 成 “对 于 在 这 个 班 上 的 每 一 个 zx, x 具有 这 样 的 特性 ; x 去 
过 墨西哥 或 x 去 过 加 拿 大 ”。( 注 意 : 我 们 假设 这 里 的 或 是 兼 或 而 非 不 可 兼 的 。) 我 们 令 C(xz) 表 
示 语 名 “x 去 过 加 拿 大 ”。 由 前 面 的 推理 ， 如 果 xz 的 论 域 是 这 个 班 的 学 生 ， 则 第 二 个 语句 可 以 
表达 为 Yx(C(x)V M(xz))。 然 而 ， 如 果 zz 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 的 语句 就 可 以 表示 成 : 

“对 于 每 一 个 人 x， 如 果 工 在 这 个 班 ， 则 z 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”"。 此 时 ,语句 表示 
成 Yz(CSCz) 一 (CCz)VMCz)))。 

除了 分 别 使 用 谓词 MCz) 和 C(Cz) 来 表示 工 去 过 墨西哥 和 zz 去 过 加 拿 大 外 ,我 们 还 可 以 使 用 
两 个 变量 谓词 YIz，Jy) 表 示 “zZz 去 过 yy 国家 ”。 这 样 ，V(Cz， 墨 西 哥 ) 和 Y(z， 加 拿 大 ) 具 有 与 M 
Cz) 和 CCz) 相 同 的 意思 并 可 以 用 来 替代 它们 。 如 果 我 们 要 处 理 的 语句 涉及 人 们 去 过 不 同 的 国 
家 ， 我 们 可 以 倾向 于 使 用 这 种 双 变 量 的 方法 。 和 否则 为 了 起 见 简单 ， 我 们 可 以 坚持 用 一 个 变量 谓 
词 MCz) 和 CCz) 。 | 


1.4. 11 系统 规范 说 明 中 量词 的 使 用 

在 1. 2 节 我 们 用 命题 来 表示 系统 规范 说 明 。 然 而 ,许多 系统 规范 说 明 涉 及 谓词 和 量词 。 这 
在 例 25 中 了 予以 说 明 。 

用 谓词 和 量词 表达 系统 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ”和 “如 果 一 个 
用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 条 网 络 链 路 是 有 效 的 ”。 

解 令 SCOm，y) 表 示 “ 邮 件 头 大 于 >yMB”， 其 中 变量 闷 的 论 域 是 所 有 邮件 ， 变 量 y 是 一 个 
正 实数 ; 令 CCz) 表 示 “ 邮 件 m 会 被 压缩 *"。 那 么 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ” 
可 以 表达 为 Ym(S(m,， 1) 一 C(m))。 

令 ACu) 表 示 “ 用 户 & 处 于 活动 状态 ”， 其 中 变量 x 的 论 域 是 所 有 有 用户; 令 S(n，z) 表 示 
“网 络 链 路 nn 处 于 xz 状态 ”， 其 中 妈 的 论 域 是 所 有 网 络 链 路 ，z 的 论 域 是 网 络 链 路 所 有 可 能 的 状 
态 。 那 么 规范 说 明 “ 如 果 用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 个 网 络 链 路 有 效 ” 可 以 表达 为 

wxwA(u) 一 了 jnS(n， 有 效 ) 本 





名 原文 为 量词 ， 有 误 。 应 该 是 谓词 。 一 一 译 者 注 
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1.4.12 选 自 路 易 斯 ， 卡 罗 尔 的 例子 
路 易 斯 。 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) (实际 上 是 C. L. Dodgson 的 笔名 ) 是 《爱丽 丝 漫游 仙境 》 
(Alice in Wonderland) 的 作者 ， 也 是 几 本 论述 符号 逻辑 书籍 的 作者 。 他 的 书 中 含有 大 量 涉及 量 
词 推理 的 例子 。 例 26 和 27 选 自 他 的 《符号 逻辑 )(Symbolic Logic) 一 书 ; 选 自 该 书 的 其 他 例子 放 
在 本 节 末 的 练习 中 了 。 这 些 例子 说 明 怎 样 用 量词 来 表示 各 种 类 型 的 语句 。 
最 有 考虑 下 面 这 些 语句 。 前 面 两 和 句 称 为 前 提 (premise)， 第 三 句 称 为 结论 (conclusion)。 
合 在 一 起 作为 一 个 整体 称 为 是 一 个 论证 (argument) 。 
“所 有 狮子 都 是 凶猛 的 。” 
“有 些 狮 子 不 喝 匣 啡 。 
“有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 咖 啡 。 
(1.6 节 我 们 将 讨论 判定 结论 是 否 为 前 提 的 有 效 推论 问题 。 就 本 例 而 言 ， 结 论 是 有 效 的 。) 
令 PCz)、QGz) 和 下 (z) 分 别 为 语句 “zz 是 狮子 ”并 是 凶 狐 的 ”和 “ 工 喝 咖 啡 ?2。 假 定论 域 是 所 
有 动物 的 集合 ， 用 量词 及 P(x)、Q(z) 和 R(x) 表示 上 述 论证 中 的 语句 。 
解 ” 我 们 可 以 将 这 些 语句 表示 为 : 





WV rt EL) 
PLZ ASTRED 
ECOL NR 
注意 ， 第 二 句 不 能 写成 jx(P(x) 一 4R(z))。 原 因 是 当 xz 不 是 狮子 时 P(xz)->-R(zx) 总 是 真 
的 ， 这 样 只 要 有 一 只 动物 不 是 独子，3 x(P(z) 一 JR(x)) 就 为 真 ， 即 使 所 有 狮子 都 喝 咖 啡 也 是 
如 此 。 类 似 地 ， 第 三 句 也 不 能 写成 
Jr(Q(z) -RC(r)) 所 
考虑 下 面 的 语句 ， 前 3 个 语句 为 前 提 ， 第 4 个 语句 为 有 效 结论 。 
“所 有 蜂鸟 都 是 五 彩 斑 阐 的。 
“没有 大 型 乌 类 以 蜜 为 生 。” 
“不 以 蜜 为 生 的 鸟 都 是 色彩 单调 的 。” 
“蜂鸟 都 是 小 鸟 。 
令 P(z)、QGCz) 、RCz) 和 SCz) 分 别 为 语句 “z 是 蜂鸟 ”mG“z 是 大 的 ”“z 以 蜜 为 生 ” 和 “并 是 五 
彩 斑 泣 的 ”。 假 定论 域 是 所 有 鸟 的 集合 ， 用 量词 及 P(z)、Q(Cz)、R(Gz) 和 SCz) 表 示 上 述 论证 中 
的 语句 。 
解 ” 可 以 把 论证 中 的 语句 表示 为 
VY xr(P(r)—S(zx)) 
-jzr(Q(r) A R(x)) 
Vr(- R(X)—=S(7z)) 
VrCP(T)=™= GD) ) 
(注意 ， 我 们 假定 “小 ”等 同 于 “不 大 ”,， “色彩 单调 ”等 同 于 “不 五 彩 斑 澜 ”。 为 证 明 第 四 条 语 
句 是 前 三 条 语句 的 有 效 结 论 ， 我 们 需要 用 到 将 在 1.6 节 中 讨论 的 推理 规则 。) 中 


1. 4. 13 逻辑 程序 设计 
有 一 类 重要 的 程序 设计 语言 使 用 谓词 逻辑 的 规则 进行 推理 。Prolog(Programming in Logic unrs》 
的 缩写 ) 就 是 其 一 ， 该 语言 由 人 工 智 能 领域 的 计算 机 科学 家 在 20 世纪 70 年 代 开 发 。Prolog 程 
序 包 括 一 组 声明 ， 其 中 包括 两 类 语句 : Prolog 事实 和 Prolog 规则 。Prolog 事实 通过 指定 那些 满 
足 谓 词 的 元 素来 定义 谓词 。Prolog 规则 使 用 已 由 Prolog 事实 定义 好 的 那些 谓词 来 定义 新 的 谓 
词 。 例 28 解释 这 些 概念 。 
考虑 一 个 Prolog 程序 ， 它 给 出 的 事实 是 每 门 课程 的 教师 和 学 生 注 册 的 课程 。 程 序 
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使 用 这 些 事实 来 回答 给 特定 学 生 上 课 的 教授 这 一 查询 。 这 样 的 程序 可 使 用 谓词 instructor(p， 
c) 和 enrolled(s，c) 分 别 表示 教授 p 是 讲授 课程 c 的 老师 及 学 生 * 注册 了 课程 c。 例 如 ， 此 程序 
中 的 Prolog 事实 可 能 包含 : 

instructor(chan, math273) 

instructor(patel, ee222) 

instructor(grossman, cs301) 

enrolled(kevin, math273) 

enrolled( juana, ee222) 

enrolled( juana, cs301) 

enrolled(kiko, math273) 

enrolled(kiko, cs301) 


(这 里 用 小 写字 母 表示 输入 项 ，Prolog 把 以 大 写字 母 开 始 的 名 字 当 作 变 量 ,) 

一 个 新 的 谓词 teaches(p，;s) 表 示 教 授 p 教学 生 s， 可 以 用 Prolog 规则 来 定义 : 

teaches(P, S) : — instructor(P, C), enrolled(S, C) 
上 述 语句 意味 着 如 果 存 在 一 门 课程 <， 使 得 教授 p 是 课程 c 的 老师 ， 而 学 生 s 注册 了 课程 <， 则 
teaches(p，5) 为 真 。( 注 意 ， 在 Prolog 中 逗号 用 于 表示 谓词 的 合 取 。 类 似 地 ， 分 号 用 于 表示 谓 


词 的 析 取 。) 
Prolog 使 用 给 定 的 事实 和 规则 回答 查询 。 例 如 ,使 用 上 述 的 事实 和 规则 ， 查 询 


?7 enrolled(kevin, math273) 


生成 应 答 


yes 


因为 事实 enrolled(kevin，math273) 是 由 输入 提供 的 。 查 询 


? enrolled(X, math273) 


生成 应 答 


kevin 
kiko 


要 生成 上 面 的 应 答 ，Prolog 就 要 判断 X 的 所 有 可 能 值 以 使 enrolledC(X，math273) 包 含 在 Prolog 
事实 中 。 类 似 地 ， 要 查找 到 给 Juana 所 选课 程 上 课 的 所 有 教授 ， 我 们 用 查询 


? teaches(X, juana) 


这 个 查询 返回 
patel 
grossman 
奇数 编号 练习 
1. 令 P(z) 表 示 语 句 “x 三 4”。 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(0) b) P(4) c)P(6) 
3. 令 QCz，y) 表 示 语 句 “z 是 yy 的 首府 。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a)Q( 和 丹佛， 科罗拉多 ) b)Q( 底 特 律 ， 密 吹 根 ) 
c)Q( 马 萨 诸 塞 ,波士顿 ) d)Q( 纽 约 ， 纽 约 ) 
5. 令 P(x) 为 语句 “xz 在 每 个 工作 日 都 花 5 个 多 小 时 上 课 ”， 其 中 xz 的 论 域 是 全 体 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 
各 量化 式 。 


a) Jj xP(x) b) YrP(s) 
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11, 


13, 


ls， 


17. 


19. 


21. 


23. 


25, 


27, 


29. 


31 


c) 3 za Pz) d) VY zx- P(x) 

. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 C(z) 是 “zx 是 一 个 喜剧 演员 ”，F(Cz) 是 “z 很 有 趣 ”， 论 域 是 所 有 人 。 
a) YC(z)—=F(z)) b) Vz(C(z) A F(z)) 
VAC REP d) 习 ZzCCCz) A F(z)) 


. 令 P(z) 为 语句 “z 会 说 俄语 >，Q(Cz) 为 语句 “z 了 解 计 算 机 语言 C 十 十 ”。 用 P(z) QGCz) 、 量 词 和 还 


辑 联结 词 表 示 下 列 各 句子 。 量 词 的 论 域 为 你 校 全 体 学 生 的 集合 。 

a) 你 校 有 个 学 生 既 会 说 俄语 又 了 解 C 十 十 

b) 你 校 有 个 学 生 会 说 俄语 但 不 了 解 C 十 十 

c) 你 校 所 有 学 生 或 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 

d) 你 校 没有 学 生 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 

令 P(x) 为 语句 “x 二 x*”。 如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 


a) P(0) b)P(1) 人 了 (2) 
i e) jzP(z) f) Y zrP(zx) 

如 果 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) VY n(ntl1>n) b) J n(2n= 3n) 
c) jn(n=—n) d) Vn(3n<4n) 
如 果 所 有 变量 的 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) V n(n 宇 0) b) J n(n =2) 
c) VY n(n’ 之 71) d) 习 2( 人 一 0) 
假设 命题 函数 PCz) 的 论 域 为 整数 0、1、2、3 和 4。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 写 出 下 列 命 题 。 
a) J xP(z) b) Y ZzP(z) 6) driP(r) 
d) VY x P(x) e)- jzrP(z) -VY zrzP(z) 


假设 命题 函数 P(xz) 的 论 域 为 整数 1、2、3、4 和 5。 不 使 用 量词 ， 而 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 (而 不 使 
用 量词 ) 来 表达 下 列 语句 。 

3) TYP) 和 

CR d)-— VY zP(z) 

e) VY zr((rAA3) P(rz))V xi PCr) 

找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 

a) 每 一 个 人 都 在 学 离散 数学 b) 每 一 个 人 的 年 龄 都 超过 21 岁 

c) 每 两 个 人 都 有 相同 的 妈妈 d) 没 有 两 个 不 同 的 人 有 相同 的 祖母 
使 用 谓词 、 量 词 和 膛 辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 届 辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 


a) 班 上 有 人 会 说 印 地 语 b) 班 上 的 每 个 人 都 很 友好 
c) 班 上 有 个 学 生 不 是 出 生 在 加 利 福 尼 亚 d) 班 上 有 个 学 生 曾 演 过 电影 
e) 班 上 没有 学 生 上 过 逻辑 编程 课程 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 没 有 人 是 完美 的 b) 不 是 每 个 人 都 是 完美 的 
c) 你 的 所 有 朋友 都 是 完美 的 dg) 你 至 少 有 一 个 朋友 是 完美 的 


e) 每 个 人 都 是 你 的 朋友 并 且 是 完美 的 

f) 不 是 每 个 人 都 是 你 的 朋友 或 有 人 并 不 是 完美 的 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 里 的 某 个 学 生 曾 在 越南 居住 过 b) 学 校 里 的 有 个 学 生 不 会 说 印 地 语 

ec) 学 校 里 的 某 个 学 生 会 用 Java、Prolog 和 C 十 十 d) 班 上 的 每 个 学 生 都 喜欢 泰国 食物 

e) 班 上 的 某 个 学 生 不 玩 曲棍球 

使 用 逻辑 运算 符 、 谓 词 和 量词 来 表达 下 列 语句 。 

a) 某 些 命题 是 永 真 式 b) 一 个 矛盾 式 的 否定 是 一 个 永 真 式 

c) 两 个 可 能 式 的 析 取 可 以 是 一 个 永 真 式 d) 两 个 永 真 式 的 合 取 是 一 个 永 真 式 
假定 QCz， y， z) 的 论 域 由 zx、y 和 xz 的 三 元 组 组 成 ， 其 中 z=0、1 或 2，y=0 或 1，zx=0 或 1。 用 析 


33. 


35， 


37., 


39. 


38 第 1 辣 


取 式 和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a) VyQ(0, y, 0) D200 1 1 

c¢) Iz- Q(0, 0, z) d) 9 25QCz 0 1) 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… Pi 

a) 一 些 年 长 的 狗 会 学 习 新 的 技巧 b) 没 有 锅子 会 微 积分 

c) 每 只 乌 都 会 飞 d) 没 有 狗 会 说 话 

e) 这 个 班 上 没有 人 会 法 语 和 俄语 

不 用 否定 符号 表达 下 面 每 个 量化 语句 的 否定 式 。 

a) Vzr(zr>1) b) Y zlre2) 

ec) 习 元 ( 工 之 本 ) d) 3 x(z=0) 

oY rxC(m<— DVLr>2)) 37z((z<AY (rz>7)) 
找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 整数 集合 。 

a) V x(x) b) Vzx(z>0V z=0) €) YY zzr=1) 


用 谓词 和 量词 表达 下 列 语句 。 

a) 航 空 公司 的 一 位 乘客 可 以 被 确认 为 贵宾 资格 ， 如 果 该 乘客 在 一 年 中 飞行 里 程 超过 25 000 英里 ， 或 
在 一 年 内 乘坐 航班 次 数 超过 25 次 。 

b) 一 名 男 选 手 可 获准 参加 本 次 马拉松 比赛 ， 如 果 他 以 往 最 好 成 绩 在 3 小 时 内 ; 而 一 名 女 选 手 可 获准 
参加 马拉松 比赛 ， 如 果 她 以 往 最 好 成 绩 在 3.5 小 时 内 。 

c) 一 名 学 生 要 想 取 得 硕士 学 位 ， 必 须 至 少 修 满 60 个 学 分 ， 或 至 少 修 满 45 个 学 分 并 通过 硕士 论文 答 
辩 ， 并 且 所 有 必修 课程 的 成 绩 不 低 于 也 。 

d) 有 某 个 学 生 在 一 个 学 期 内 修了 21 个 学 分 课程 并 且 成 绩 都 为 A。 


练习 40 一 44 主要 处 理 系 统 规范 说 明和 涉及 量词 的 逻辑 表达 式 之 间 的 翻译 。 


41. 


43. 


45. 
47. 


将 下 列 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 F(p) 是 “打印 机 p 不 能 提供 服务 ”"，B(p) 是 “打印 机 p 很 忙 ”， 
EL(7 站 是 “打印 作业 了 丢失 了 ”， QG) 是 “打印 作业 > 在 队列 中 ”。 

a) Jp(F(p) NB(p))—> 3 jL(0) b) V pB(p)— 3 jQ()) 

ce) Ij(QGO)AL(O))—> 3 pF(p) dV PBCP)A YjQGO))—> 3jL(7) 
使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 如 果 磁 盘 有 10MB 以 上 的 空闲 空间 ， 那 么 在 非 空 的 消息 集合 中 至 少 可 以 保存 一 条 邮件 消息 。 
b) 每 当 有 主动 报警 时 ， 队 列 中 的 所 有 消息 都 会 被 传送 出 去 。 

c) 诊 断 监 控 器 跟踪 所 有 系统 的 状态 ， 除 了 主 控制 台 外 。 

d) 没 有 被 主 叫 方 列 人 特殊 列表 上 的 参与 电话 会 议 的 每 一 方 都 会 被 计 账 。 

判断 Vx(P(z) 一 Q(z)) 和 VYzxP(zx) 一 VY xQ(z) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

证 明 3z(CPCz)VQGCz)) 和 3 了 xzPCz)V 3xzQCz) 是 逻辑 等 价 的 。 


练习 48 一 51 给 出 了 空 量化 (null quantification) 的 规则 ， 当 受 量 词 约 束 的 变量 没有 出 现在 语句 的 某 一 部 分 
时 可 以 使 用 该 规则 。 


49. 


Sl. 


53. 


SS。 


S17. 


证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 工 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a)( ViPtr) AN ASVY zr PAA D(AIzher AAAS I rz(PC(z}AAY 
证 明 下 列 胃 辑 等 价 式 ， 其 中 并 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a "VY ztAT = A= ILP(E)>A b) IJIzP(z)—»>A)=Y rzP(z)—>A 
证 明了 3zPGz)A 3 了 zxzQGCz) 和 了 xzCPCz)AQCz)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

下 列 语句 的 真 值 是 什么 ? 

8 本 过 PE JzPC) bY VzPOr)m dP 


a lapel Yi) 


给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?instructor(chan, math273) b)?instructor(patel, cs301) 
ec)?enrolled(X，cs301 ) d)?enrolled(kiko, Y) 


e)?teaches(grossman, Y) 
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59. 假定 Prolog 事实 用 于 定义 谓词 mother(M，、Y) 和 father( 下 ，X) ， 分 别 表示 M 是 Y 的 母亲 ， 下 是 X 的 
父亲 。 试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 sibling(X，Y) ， 它 表示 X 和 YY 是 兄弟 (也 就 是 ， 有 相同 的 
父亲 和 和 母亲 ) 。 

练习 61 一 64 是 根据 刘易斯 。 罗 卡尔 (Lewis Carroll) 的 《符号 逻辑 》(CSymbolic Logic) 一 书 中 的 问题 编写 的 。 

61. 令 PCz)、QGrz) 和 尺 Cz) 分 别 表 示 语 句 “z 是 教授 "”“z 无知 和 “xz 爱 虚 荣 ”。 用 量词 、 逻 辑 联 结 词 和 
P(z)、Q(Gz)、R(z) 表 达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 

a) 没 有 教授 是 无 知 的 b) 所 有 无 知 者 均 爱 虚荣 
c) 没 有 教授 是 爱 虚 荣 的 d) 能 从 a 和 bb 推出 c 吗 ? 

63. 令 P(rz)、Q(zT)、R(z) 和 S(z) 分 别 为 语句 “zxz 是 婴儿 ”“zx 的 行为 符合 逻辑 ”“x 能 管理 鳄鱼 ”和 “x 
会 被 人 轻视 ”。 假 定 工 的 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 用 量词 ;， 届 辑 联结 词 ; P(x)、Q(z)、R(z) 和 S(z) 表 
达 下 列 语 句 。 


a) 婴 儿 的 行为 不 符合 逻辑 b) 能 管理 鳄鱼 的 人 不 会 被 人 轻视 
c) 行 为 不 符合 逻辑 的 人 会 被 人 轻视 d) 婴 儿 不 能 管理 鳄 色 
x €) 能 从 a、b 和 cc 推出 d 吗 ”如果 不能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
1.5 散 套 量词 
1.5.1 引言 


在 1.4 节 我 们 定义 了 存在 量词 和 全 称 量词 ， 并 展示 了 如 何 用 它们 来 表示 数学 语句 。 我 们 也 解释 了 如 
何 用 它们 将 汉语 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 。 可 是 在 1.4 节 我 们 回避 了 垦 套 量词 ， 即 一 个 量词 出 现在 另 一 
个 量词 的 作用 域内 ， 如 

Yrxjy(ztiy=0) 
注意 量词 范围 内 的 一 切 都 可 以 认为 是 一 个 命题 函数 。 比 如 ， 
Vxzjy(zrty=0) 
与 YrxQ(z) 是 一 样 的 ， 其 中 Q(x) 表示 3yP(zx，y)， 而 P(x，y) 表 示 x 十 y= 二 0。 

髓 套 量词 经 常会 出 现在 数学 和 计算 机 科学 中 。 尽 管 嵌 套 量词 有 时 比较 难 理解 ， 但 在 1.4 节 
介绍 过 的 规则 却 有 助 于 我 们 使 用 它们 。 在 本 节 中 我 们 会 获得 处 理 柑 套 量词 的 经 验 。 我 们 会 看 到 
如 何 使 用 杉 套 量词 来 表达 这 样 的 数学 语句 “两 个 正 整 数 的 和 一 定 是 正 数 。” 我 们 还 会 展示 如 何 
利用 网 套 量词 将 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 要 好 的 朋友 ”这 样 的 句子 翻译 成 逻辑 语句 。 再 者 ,我 们 
还 会 获得 处 理 舱 套 量词 的 否定 语句 的 经 验 。 


1.5.2 ”理解 涉及 柑 套 量词 的 语句 
为 了 理解 涉及 髓 套 量词 的 语句 ， 我 们 需要 阐明 其 中 出 现 的 量词 和 谓词 的 含义 。 具 体 如 例 1 
和 例 2 所 示 。 
假定 变量 zx 和 y 的 论 域 是 所 有 实数 的 集合 ， 语 名 
VYZzVYYyYCzZ 十 y 一 y 十 工 ) 
表示 对 所 有 实数 zx 和 >y，xz 十 y 王 y 十 zz。 这 是 实数 加 法 的 交换 律 。 同 样 ， 语 名 
VxXjy(zrt+y=0) 
表示 对 所 有 实数 zx， 有 一 个 实数 y， 使 得 x 十 y= 二 0。 也 就 是 每 个 实数 都 有 一 个 加 法 的 逆 。 同 样 ， 
语句 
VrXVyYz(zrt(yt+z)= (rt yz) 
是 实数 加 法 的 结合 律 。 本 
将 下 列 语句 翻译 成 汉语 语句 
VrVy((r>0)A (y=<0)—>(ry=0)) 
其 中 变量 zx 和 y 的 论 域 都 是 全 体 实数 。 
解 、 这 个 语句 表示 对 任意 实数 和 y， 如 果 xz 之 0 且 y<0， 那么 zy 二 0。 也 就 是 说 ， 这 个 
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语句 表示 对 实数 zx 和 yy， 如 果 工 是 正 的 且 > 是 负 的 ,那么 zy 就 是 负 的 。 这 可 以 更 简洁 地 叙述 
为 “一 个 正 实数 与 一 个 负 实 数 的 积 一 定 是 负 实 数 ”。 总 

将 量化 当 作 循环 在 处 理 多 个 变量 的 量化 式 时 ， 有 上 时候 借 助 嵌 套 循 环 来 思考 是 有 益 的 。 
(当然 ， 如 果 某 个 变量 的 论 域 有 无 穷 多 个 元 素 ， 那 么 无 法 真正 对 所 有 值 做 循环 。 不 过 这 种 考虑 
方式 对 理解 航 套 量 词 总 是 有 益 的 .) 例 如 ， 要 判定 YVzVyP(Cz，y) 是 否 为 真 ， 我 们 先 对 工 的 所 
有 值 做 循环 ， 而 对 z 的 每 个 值 再 对 y 的 所 有 值 循 环 。 如 果 我 们 发 现 对 工 和 y 的 所 有 值 P(x，y) 
都 为 真 ， 那 么 我 们 就 判定 了 VYzxVYy P(x，y) 为 真 。 只 要 我 们 磁 上 一 个 z+ 值 ， 对 这 个 值 又 磁 上 
一 个 y 值 使 P(xzx，y) 为 假 ， 那 么 就 证 明了 VY zxVYyP(z，y) 为 假 。 

同样 ， 要 判定 Yz3 了 yP(Cz，y) 是 否 为 真 ， 就 需要 我 们 对 z 的 所 有 值 循环 。 对 z 的 每 个 值 ， 
对 y 的 值 循环 直到 找到 一 个 y 使 PCz，y) 为 真 。 如 果 对 zx 的 所 有 值 ， 我 们 都 能 碰 上 这 样 的 一 个 
y 值 ,那么 Yz3yP(Cz，2) 为 真 。 如 果 对 某 个 工 我 们 碰 不 上 这 样 的 y， 那 么 Yz3yPCzr，y) 就 
为 假 。 

要 判定 3zVYVyP(Gz，y) 是 否 为 真 ， 需 要 对 xz 的 值 循 环 直 到 找到 某 个 zx， 就 这 个 工 对 y 的 所 
有 值 循环 时 P(z，y) 总 是 为 真 。 如 果 能 找到 这 样 的 zx，3 了 3zVYyPCz，y) 就 为 真 。 如 果 总 也 碰 不 
上 这 样 的 xz， 那么 我 们 知道 3 xY y P(x，y) 为 假 。 

最 后 要 判定 3x3yP(x，y) 是 否 为 真 。 我 们 对 x 的 值 循环 ,循环 时 对 z 的 每 个 值 都 对 y 
的 值 循环 ， 直 到 找到 zz 的 一 个 值 和 y 的 一 个 值 使 P(x，y) 为 真 。 只 有 当 我 们 永远 磁 不 上 这 样 的 
Zz 和 yy 能 使 P(x，y) 为 真 时 ,语句 3x3yP(x，y) 才 为 假 。 


1. 5.3 量词 的 顺序 


许多 数学 语句 会 涉及 对 多 变量 命题 函数 的 多 重量 化 。 要 注意 的 是 ， 量 词 的 顺序 是 很 重要 
的 ， 除 非 所 有 量词 均 为 全 称 量词 或 均 为 存在 量词 。 1 
这 些 评 注 可 以 通过 例 3 一 5 来 解释 。 
令 P(z，y) 为 语句 “z 十 y 一 y 十 z”， 量 化 式 VzVyPCz，y) 和 VYVyVYVzP(Cz，y) 的 真 
值 是 什么 ? 这 里 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 实 数 ，。 
解 量化 式 
YrzY¥YyP(zr, ») 
表示 的 命题 是 “对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 y>，z 十 y 一 y 十 工 成 立 。” 因 为 P(x，y) 对 所 有 实数 
和 y 都 为 真 (这 是 实数 的 加 法 交换 律 ),， 故 VYzVyP(z，y) 为 真 。 注 意 语句 VyVzPCz，y) 表 
示 “ 对 所 有 实数 y， 对 所 有 实数 XT，Zz 十 y= 二 y 十 IT。” 这 句 的 意思 和 “对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 
y，X 十 y 二 y 十 TY” 意义 相同 。 也 就 是 说 ，Y xYyP(x，y) 和 VYyVYxP(rz，y) 意 义 相 同 ， 都 为 真 。 
这 说 明了 这 样 一 个 原理 ， 即 在 没有 其 他 量词 的 语句 中 ， 在 不 改变 量化 式 意义 的 前 提 下 艇 套 全 称 
量词 的 顺序 是 可 以 改变 的 。 
令 Q(x，y) 表 示 “z 十 y 二 0”， 量 化 式 3yYxQC(z，y) 和 VYx3yQ(z，y) 的 真 值 是 什 
么 ? 这 里 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 
解 量化 式 
YY TQ Y) 
表示 的 命题 是 
“存在 一 个 实数 y 使 得 对 每 一 个 实数 z+，Q(x，y) 都 成 立 。” 
不 管 y 取 什么 值 ， 只 存在 一 个 z 值 能 使 x 十 y==0 成 立 。 因 为 不 存在 这 样 的 实数 y 能 使 + 十 y==0 
对 所 有 实数 zx 成立， 故 语句 yVY xQ(z，y) 为 假 。 
量化 式 
V3I8rr 殉 
表示 的 命题 是 “对 每 个 实数 z 都 存在 一 个 实数 > 使 得 Q(zx，y) 成 立 。” 给 定 一 个 实数 xz， 存在 
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一 个 实数 y 能 使 x 十 y= 二 0， 这 个 实数 就 是 y= 二 一 +。 因 此 ， 语句 Vx3jyQ(z，y) 为 真 。 本 

例 4 说明 量词 出 现 的 顺序 会 产生 不 同 的 影响 。 语 句 了 yVxzPCz，y 和 VYVz3ayPCz，y) 不 
是 逻辑 等 价 的 。 语 名 3 yVY xP(x，y) 为 真 当 且 仅 当 存 在 一 个 y， 使 得 P(x，»y) 对 每 个 xz 都 成 
立 。 因 此 ， 要 使 这 一 语句 为 真 ， 必 须 有 一 个 特定 的 y 值 ， 使 得 无 论 xz 为 什么 值 ，P(zx，y) 都 
成 立 。 为 一 方面 ，YV Xj yP(x，y) 为 真 当 且 仅 当 对 xz 的 每 一 个 值 都 存在 一 个 y 值 使 P(x，y) 
成 立 。 所 以 ， 要 使 这 个 语句 为 真 ， 不 管 你 选 什 么 x， 总 有 一 个 y 值 (也 许 依 赖 于 你 选择 的 x) 
使 P(x，yy) 成 立 。 换 言 之 ,在 第 二 种 情况 下 ，y 随 着 z 而 变 ， 而 在 第 一 种 情况 下 ，y 是 与 x 
无 关 的 和 常数 。 

从 这 些 观 察 可 以 得 出 ， 如 果 了 yyVzP(Cz，y) 为 真 , 则 VYz3ayP(Cz，y) 必 定 也 为 真 。 可 是 ， 
如 果 Yz3 了 jyPGz，y) 为 真 ， 了 yVYzPGz，y) 不 一 定 为 真 (参见 本 章 补充 练习 30 和 31) 。 

表 1 总 结 了 涉及 两 个 变量 的 不 同 量化 式 的 含义 。 


表 1 两 个 变量 的 量化 式 


语 名 何 时 为 真 何 时 为 候 

有 zy ») 
VrVYy Plz, y 对 每 一 对 z、y，P(x， 少 均 为 真 存在 一 对 x、y， 使 得 P(z，y) 为 假 
YyYzP(l(z, y) 
Yrj3yP(zr, ») 对 每 个 Zz， 都 存在 一 个 y 使 得 P(xzx，y) 为 真 存在 一 个 +， 使 得 P(x，y) 对 每 个 y 总 为 假 
3zyy P(r, y) 存在 一 个 x， 使 得 P(x，y) 对 所 有 y 均 为 真 对 每 个 zx， 存在 一 个 y 使 得 P(x，y) 为 假 

P(xz, y) 
dw (E 冰 存在 一 对 z、y， 使 PL(zx， 少 为 真 对 每 一 对 zx、y，P(zx，y) 均 为 假 
3y 3zP(z, ») 


超过 两 个 变量 的 量化 式 也 很 常见 ， 如 例 5 所 示 。 
令 Q(T，y，z) 为 语句 “Zz 十 y 二 xz”， 语 句 YrxVyjzQCrx, y,， zz) 和 zyYxVYyQ(z， 
y，x) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 都 是 全 体 实数 ? 
解 ”假定 给 z 和 >y 赋 了 值 ， 那 么 就 有 一 个 实数 =， 使 得 x 十 y= 二 z。 于 是 量化 式 
VzrzVyy3jzQ(r, y, 2) 
它 相 当 于 语句 “对 所 有 实数 x 和 所 有 实数 y， 存 在 一 个 实数 >， 使 得 x 十 y 二 xz2” 为 真 。 这 里 量词 
出 现 的 顺序 是 很 重要 的 ， 因 为 量化 式 
dzVYZzYyQ(rs ys 2) 
也 就 是 语句 “存在 一 个 实数 z 使 得 对 所 有 实数 z 和 所 有 实数 y，z 十 y= 二 xz” 为 假 ， 因 为 没有 xz 的 
值 能 使 x 十 y= 二 xz 对 xz 和 y 的 所 有 值 都 成 立 。 二 


1.5.4 数学 语句 到 藤 套 量词 语句 的 翻译 

用 汉语 表达 的 数学 语句 可 以 被 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 如 例 6 一 8 所 示 。 

将 语句 “两 个 正 整数 的 和 总 是 正 数 ”翻译 成 逻辑 表达 式 。 

解 要 将 这 个 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 我 们 首先 重 写 该 句 ， 这 样 隐 含 的 量词 和 论 域 就 会 显 
现 出 来 :“ 对 每 两 个 整数 ， 如 果 它 们 都 是 正 的 ,那么 它们 的 和 是 正 数 。” 然 后， 引入 变 量 z 和 ? 
就 得 到 “对 所 有 正 整 数 zx 和 >，z 十 > 是 正 数 ”。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 语句 表达 为 

Vey ys >0) A Cy (LT 0)) 

其 中 这 两 个 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 注 意 ， 我 们 也 可 以 将 正 整 数 作 为 论 域 来 翻译 该 语句 。 这 样 
语句 “两 个 正 整 数 的 和 总 是 正 数 ”就 变 为 “对 于 每 两 个 正 整 数 ， 它 们 的 和 是 正 的 ”。 我 们 可 以 
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VzVy(zt+y>0) 
其 中 两 个 变量 的 论 域 为 全 体 正 整数 。 本 
将 语句 “除了 0 以 外 的 每 个 实数 都 有 一 个 乘法 逆 元 ”( 一 个 实数 x 的 乘法 逆 元 是 使 
Zy 一 1 的 实数 y) 翻译 成 逻辑 表达 式 ，。 
解 ” 我 们 首先 重 写 这 个 语句 为 “对 每 个 实数 z( 除 了 0 以 外 )，xz 有 一 个 乘法 逆 元 ”， 然 后 可 
以 再 将 之 重 写 为 “对 每 个 实数 xz， 如果 z 了 0， 那 么 存在 一 个 实数 > 使 得 zy 王 1?。 这 可 以 重 
写 为 
Vr((zA0)— jy(ry= 1)) 过 
有 一 个 你 可 能 很 熟悉 的 例子 就 是 极限 的 概念 ， 它 在 微 积 分 中 非常 重要 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 用 量词 来 表示 实 变 量 z 的 实 图 数 jz) 在 其 定义 域 中 点 & 处 的 极限 
的 定义 。 
解 回顾 下 面 语 名 的 定义 
二 
是 : 对 每 个 实数 s>0， 存 在 一 个 实数 $>0， 使 得 对 任意 的 xz， 只 要 0< | x 一 a | 二 3， 就 有 
| f(z) 一 L| 过 e。 极 限 的 这 一 定义 用 量词 可 以 表示 为 
YeddVYm 0 | al fALI< 
其 中 和 6 的 论 域 是 正 实数 集合 ，z 的 论 域 是 实数 集合 。 
这 一 定义 还 可 表示 为 
Ye>036>0Yzr00<| z 一 &a| 一 8 一 | f(x)—L |<e) 
其 中 e 和 6 的 论 域 为 实数 集合 ， 而 不 是 正 实 数 集 合 。[L 这 里 ， 用 到 了 受 限 量词 。 回 忆 一 下 Vz> 
0P(z) 的 意义 是 对 所 有 zx 二 0 的 数 ，P(Cz) 为 真 。] | 


1.5.5 藤 套 量词 到 自然 语言 的 翻译 

用 肉 套 量词 表达 汉 场 语句 的 表达 式 可 能 会 相当 复杂 。 在 翻译 这 样 的 表达 式 时 ， 第 一 步 是 写 
出 表达 式 中 量词 和 谓词 的 含义 ， 第 二 步 是 用 简单 的 句子 来 表达 这 个 含义 。 例 9 和 例 10 说 明了 
这 个 过 程 。 

把 语句 

CU CCGGW 人 RCI 

翻译 成 汉语 ， 其 中 C(z) 是 “xz 有 一 台 计 算 机 ”，F(z，y) 是 “xz 和 yy 是 朋友 ”, 而 zx 和 > 的 共同 
论 域 是 学 校 全 体 学 生 的 集合 。 

解 ” 该 语句 说 的 是 ， 对 学 校 中 的 每 个 学 生 x， 或 者 zx 有 一 台 计 算 机 ,或 者 男 有 一 个 学 生 y， 
他 有 一 台 计 算 机 ， 且 x 和 yy 是 朋友 。 换 言 之 ,学校 的 每 个 学 生 或 者 有 一 台 计 算 机 或 有 一 个 有 一 
台 计 算 机 的 朋友 。 4 

把 语句 

JrzVyVz (F(zr,y) MN Flryz) A (yA 2)) >=- FCy,z)) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 F(a,， 6) 的 含义 是 a 和 65 是 朋友 ， 而 zx、y 和 的 论 域 是 学 校 所 有 学 生 的 
集合 。 

解 ”我 们 先 来 看 看 表达 式 (F(z，y) 人 F(x，z) 信 (y 隆 z)) 一 4F(y，z)。 这 个 表达 式 说 的 是 
如 果 学 生 工 和 y 是 朋友 ， 并 且 学 生 x 和 x 是 朋友 ， 并 且 如 果 y 和 zx 不 是 同一 个 学 生 ， 则 > 和 = 
就 不 是 朋友 。 这 样 原先 种 有 三 个 量词 的 语句 说 的 就 是 ， 存 在 一 个 学 生 zx， 使 得 对 所 有 的 学 生 y 
以 及 不 同 于 y 的 所 有 学 生 xz， 如 果 工 和 >》y 是 朋友 ，z 和 zx 也 是 朋友 ,那么 y 和 x 就 不 是 朋友 。 
换 句 话说 ， 有 个 学 生 ， 他 的 朋友 之 间 都 不 是 朋友 ， 台 
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1.5.6 汉语 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

在 1.4 节 我 们 展示 了 如 何 用 量词 将 句子 翻译 成 逻辑 表达 式 。 然 而 ， 当 时 回避 了 在 翻译 成 逻 
辑 表 达 式 时 需要 用 到 骨 套 量词 的 语句 。 我 们 现在 讨论 这 类 句子 的 翻译 。 

将 语句 “如 果 某 人 是 女性 且 为 人 家 长 ,那么 这 个 人 是 某 人 的 母亲 ”翻译 成 逻辑 表达 
式 ， 其 中 涉及 谓词 、 量 词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ”语句 “如 果 一 个 人 是 女性 且 还 是 家 长 ， 则 这 个 人 是 某 个 人 的 母亲 ”可 以 表达 为 “对 每 
个 人 并， 如 果 工 是 女性 且 z 是 家 长 ,那么 存在 一 个 人 y 使 得 x 是 y 的 母亲 ”。 我 们 引入 谓词 
F(Cz) 来 表示 “zz 是 女性 ”，P(Cz) 表 示 “ 工 是 家 长 "，M(z，y) 表 示 “z 是 > 的 母亲 ”。 原 始 语句 
可 以 表示 为 

Vl((F(z) 人 APGz)) 一 导 yAMCGCzyy)) 
利用 1. 4 节 练 习 49 的 Cb) 部 分 的 空 量词 规则 ， 我 们 可 以 把 了 3y 往 左 移 使 它 恰 好 出 现在 Yz 之 后 ， 
因为 y 不 在 FGz)AP(Cz) 中 出 现 。 我 们 可 以 得 到 逻辑 等 价 的 表达 式 

站 元 本 CCE TD) A PE) —= Mz, yy)) 所 

将 语句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 表达 式 ， 其 中 会 涉及 谓词 、 量 
词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ” 语 句 “ 每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表达 为 “对 每 个 人 xz，z 恰好 有 一 个 最 好 
的 朋友 ”。 引 入 全 称 量词 ， 可 以 看 到 这 个 语句 和 “VYz(z 恰 有 一 个 最 好 的 朋友 )” 一 样 ， 其 中 论 
域 是 所 有 人 。 

工 怡 好 有 一 个 最 好 的 朋友 意味 着 有 一 个 人 >y， 他 是 工 最 好 的 朋友 。 而 且 ， 对 每 个 人 =， 如 
果 = 不 是 y， 那 么 xz 不 是 x 最 好 的 朋友 。 当 我 们 引入 谓词 B(x，y) 为 语句 “y 是 xz 最 好 的 朋 
友 ”， 则 语句 “Zz 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表示 为 

本 y(B(Czyy) A Yz((z yy) — + B(xr;2z))) 
因此 ， 原 始 语句 可 以 表示 为 
Vzxjdy(B(zryy) A Vz((z 天 1y) 一 吾 (Zzyz))) 
[注意 ， 我 们 可 以 把 这 个 语句 写 为 Yz 了 1! yB(x，y)， 这 里 31 是 1.4 节 定义 的 唯一 性 量词 。] 
a 

用 量词 表示 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 

解 令 P(w， 旋 为 “也 搭乘 过 航班 户 ，QGCF，a) 为 “了 三 是 航线 a 上 的 一 个 航班 ”。 于 是 可 
将 上 述 语句 表示 为 

jwyajflPlw,f) A QC(F a)) 
其 中 ，w、f 和 a 的 论 域 分 别 为 世界 上 所 有 妇女 、 所 有 空中 航班 和 所 有 航线 。 
这 个 语句 也 可 以 表示 为 
dwyad Rim, 大) 
其 中 RC(w，f，Q) 为 “w 已 搭乘 过 航线 a 上 的 航班 f”。 虽 然 这 样 表 示 更 紧凑 ,但 它 使 变量 之 间 
的 关系 有 点 含糊 不 清 ， 因 此 ， 第 一 个 解 要 好 些 。 4 


1. 5.7 栎 套 量词 的 否定 

带 嵌 套 量词 语句 的 否定 可 以 通过 连续 地 应 用 单个 量词 语句 的 否定 规则 得 到 。 如 例 14 一 16 
所 示 。 
表达 语句 Y x y(xy 二 1) 的 否定 ， 使 得 量词 前 面 没有 否定 词 。 
解 ”通过 连续 地 应 用 量词 的 德 . 摩根 律 ( 见 1.4 节 表 2)， 我们 可 以 将 a- Yzx3y(zy==1) 中 
的 否定 词 移 人 所 有 量词 里 面 。 我 们 发 现 , aY x3 y(xy 二 1) 等 价 于 3 x14 3 y(zxy 二 1)， 而 后 者 又 
等 价 于 了 zyY (zy 二 1)。 由 于 (xy 二 1) 可 以 简化 为 xy 了 关 1 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 语句 的 否 
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定 可 以 表达 为 jxXVY yl(xy 关 1)。 江 

使 用 量词 表达 语句 “没有 一 个 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 

解 ”这 个 语句 是 例 13 的 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”的 
否定 。 由 例 13 可 知 ， 我 们 的 语句 可 以 表达 为 了 43wYya3jf(Pl(w，f)AQ(f，a)， 其 中 P(w， 
用 是 “w 搭乘 过 航班 f”， 而 Q(f，a) 为 “f 是 航线 a 上 的 航班 ”>。 通 过 连续 地 应 用 量词 的 德 ， 
摩根 律 ( 见 1.4 节 表 2) 把 否定 移 人 连续 的 量词 内 ， 并 在 最 后 一 步 合 取 式 的 否定 应 用 德 ， 摩根 律 ， 
我 们 发 现 给 定 的 语句 等 价 于 下 列 语句 序列 中 的 每 一 个 语句 : 

Vou YajdflPlw,f) A QF) VYwdjda jf Plw,f) AQCFa)) 
= Ywdjdayf (Plw,f) A QF,a)) 
= YYwijdayv ff Plws fF) VY =f a) 
最 后 这 个 语句 表示 “对 于 每 位 妇女 ， 存 在 一 条 航线 ， 使 得 对 所 有 的 航班 ， 这 位 妇女 要 么 没有 搭 
乘 过 该 航班 ， 要 么 该 航班 不 在 这 条 航线 上 ”。 本 

(需要 微 积分 知识 ) 使 用 量词 和 谓词 表达 limf (x) 不 存在 这 一 事实 ， 其 中 f(z) 是 实 变 
量 x 的 实 值 函 数 ， 而 a 属于 ff 的 定义 域 。 

解 limf (zx) 不 存在 意味 着 对 全 体 实数 L，limf (xz) 关 L。 根 据 例 8，limf (xz) 隆 L 可 以 表 
达 为 

Ye>0j6>0Y7r0<|) zal<—| f(x)—L |<e) 
连续 地 应 用 量化 表达 式 的 否定 规则 ， 我 们 构造 出 一 系列 等 价 语句 : 
Jj Ys>036>0YVz0<| zal<d—=| f(z)=L |<e) 
= de 0 o>0Y0 去 | 均一 6 去 6 | f(w)—L |<e) 
一 
=de S00 (DE w= l=) flr mE | 
三 Je>0O0Y6>0Ix(0<| r=—al<dA| fz)—L |e) 
在 最 后 一 步 使 用 了 等 价 式 (pg) 三 pA-~.q9， 这 是 依据 1. 3 节 表 7 的 第 5 个 等 价 式 。 

由 于 “limf (x) 不 存在 ”意味 着 对 金 体 实数 L，limf (zx) 隆 工 ， 这 个 语句 可 以 表达 为 

VLjIe>O0V>0Iz(0< | x—a| <SA | f(x)—L | 2e) 

最 后 这 个 语句 表示 ， 对 每 个 实数 L， 存 在 实数 e 盖 0 使 得 对 每 个 实数 8 之 0， 都 存在 实数 工 使 得 


0 广 一 & 浅 所 E 旭 是 | f(x) =D 区 es | 
奇数 编号 练习 
1. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实 数 。 

a)V rjy(zr<y) b) VxzVYy(((zr0) A (y 宇 0))—> (xy 宇 0)) 


CVrYVyjdz(ry=z) 
3. 令 QGz，y) 是 语句 “> 已 经 发 送 电子 邮件 消息 给 >”， 其 中 工 和 y 的 论 域 都 是 班 上 的 所 有 学 生 ， 将 下 列 
量化 式 表达 成 汉语 句子 。 


a) jzjdyQ(r, y) b) 导 ZV yQ(z，y) 
yy d) jyVYxQ(r, y) 
e) yyadxzQCz f) VzxYyyQR(r, y) 


5. 令 W(xz，y) 表 示 “ 学 生 工 访问 过 网 站 y”， 其 中 工 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 网 站 的 
集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 
a) 凡 (Sarah Smith, www. att. com) b) JzW(x, www. imdb. org) 
c) J yW(José Orez, y) d) J y(W(Ashok Puri, y)AW(Cindy Yoon, y)) 
e) J yV z(yA (David Belcher) A (W(David Belcher, z)—>W(y, z))) 
fjz3yVz((iy A Wz, DW(ly, 2))) 
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7. 令 T(z，y) 表 示 学 生 工 喜 欢 菜 肴 y， 其 中 并 的 论 域 是 学 校 的 所 有 学 生 ，y 的 论 域 是 所 有 菜肴 。 用 简单 
的 汉语 句子 表达 下 列 语句 。 
a)-T(Abdallah Hussein, Japanese) 
b) jxzT(x, Korean)\ VrT(z, Mexican) 
c) jy(T(Monique Arsenault, y)V T(Jay Johnson, y)) 
d) VrVvVzjdy((rAz)-—>= (T(z, yAT(z, y))) 
e) jrjdzyYy(T(r, yoT(z, y)) 
fy VzVzdy(T(r, yeT(z, y)) 
9. 令 L(rz，y) 为 语句 “xz 爱 y”"， 其 中 工 和 y 的 论 域 都 是 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 


a) 每 个 人 都 爱 Jerry b) 每 个 人 都 爱 某 个 人 

c) 有 个 每 个 人 都 爱 的 人 d) 没 有 人 爱 每 个 人 

e) 有 个 Lydia 不 爱 的 人 f) 有 个 每 人 都 不 爱 的 人 

g) 恰 有 一 个 每 人 都 爱 的 人 h) 恰 有 两 个 Lynn 爱 的 人 
让 每 个 人 都 爱 自己 j) 有 人 除 自 己 以 外 谁 都 不 爱 


11. 令 SCz) 为 谓词 “z 是 学 生 ”，F(z) 为 谓词 “z 是 教员 ,而 ACz，y) 是 谓词 “z 向 y 请 教 过 问题 ”， 其 
中 论 域 是 你 校 所 有 人 员 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语 句 。 
a)Lois 加 Michaels 教授 请 教 过 问题 。 

b) 每 个 学 生 都 向 Gross 教授 请 教 过 问题 。 

c) 每 位 教员 都 向 Miller 教授 请 教 过 问题 或 被 Miller 教授 请 教 过 问题 。 
d) 某 个 学 生 从 未 向 任何 教员 请 教 过 问题 。 

e) 有 位 教员 从 未 被 学 生 请 教 过 问题 。 

f) 有 个 学 生 向 所 有 教员 请 教 过 问题 。 

g) 有 位 教员 向 所 有 其 他 教员 请 教 过 问题 。 

h) 有 学 生 从 未 被 教员 请 教 过 问题 。 

13. 令 M(xz，y) 为 “xz 给 yy 发 过 电子 邮件 ”，T(x，y) 为 “zx 给 y 打 过 电话 ”， 其 中 论 域 为 你 们 班 上 所 有 学 
生 。 用 量词 表达 下 列 语句 。( 假 定 所 有 发 出 的 电子 邮件 都 能 收 到 ， 尽 管 有 时 候 并 非 如 此 ,。) 
a)Chou 从 未 给 Koko 发 过 电子 邮件 。 

b) Arlene 从 未 给 Sarah 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

c)José 从 未 收 到 过 Deborah 的 电子 邮件 。 

d) 班 上 每 个 学 生 都 给 Ken 发 过 电子 邮件 。 

e) 班 上 没有 人 给 Nina 打 过 电话 。 

人 班 上 每 个 人 或 给 Avi 打 过 电话 或 给 他 发 过 电子 邮件 。 

g) 班 上 有 某 个 学 生 给 班 上 其 他 每 个 人 都 发 过 电子 邮件 。 

h) 班 上 有 某 个 人 给 班 上 其 他 人 或 打 过 电话 ， 或 发 过 电子 邮件 。 

让 班 上 有 两 个 学 生 互 发 过 电子 邮件 。 

j) 班 上 有 一 个 学 生 给 自己 发 过 电子 邮件 。 

k) 班 上 有 一 个 学 生 既 没收 到 过 班 上 其 他 人 的 电子 邮件 ， 也 没 接 到 过 班 上 其 他 同学 的 电话 。 

D 班 上 每 一 个 学 生 都 从 班 上 其 他 同学 那里 收 到 过 电子 邮件 或 接 到 过 电话 。 

m) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 ， 一 个 学 生 给 另 一 个 发 过 电子 邮件 ， 第 二 个 学 生 则 给 第 一 个 学 生 打 过 电话 。 

n) 班 上 有 两 个 同学 ， 他 们 两 个 合 起 来 给 班 上 其 余 同 学 或 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 
15. 用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 每 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 都 需要 学 一 门 离散 数学 课程 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 拥 有 一 台 个 人 计算 机 。 

c) 班 上 每 个 学 生 至 少 选修 了 一 门 计算 机 科学 课程 .。 

d) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 选 修了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

e) 班 上 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 的 每 座 建 筑 . 

人 ) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 去 过 校园 里 的 一 座 楼 的 每 个 房间 .。 

g) 班 上 每 个 学 生 至 少 都 去 过 校园 里 每 座 楼 的 一 个 房间 。 


46 第 1 章 


17. 使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 (如 果 有 必要 ) 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 每 个 用 户 恰 能 访问 一 个 邮箱 。 
b) 在 所 有 错误 状况 下 有 某 个 进程 能 继续 运行 ， 仅 当 内 核 运行 正确 。 
c) 校 园 网 的 所 有 用 户 都 能 访问 具有 .edu 后缀 的 URL 的 所 有 站 点 。 
* gd) 恰 有 两 个 系统 在 监控 每 个 远程 服务 器 。 
19. 使 用 数学 运算 符 和 逻辑 运算 符 、 谓 词 及 量词 表达 下 列 语 句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) 两 个 负 整数 的 和 是 负数 。 
b) 两 个 正 整数 的 差 不 一 定 是 正 数 。 
©) 两 个 整数 的 平方 和 大 于 等 于 它们 的 和 的 平方 。 
d) 两 个 整数 的 积 的 绝对 值 等 于 它们 的 绝对 值 的 积 。 
21. 使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表 达 语 句 “ 每 个 正 整数 是 四 个 整数 的 平方 和 ”。 
23. 使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 下 列 数 学 语句 : 


a) 两 个 负 实 数 的 积 是 正 数 。 b) 一 个 实数 与 它 自 身 的 差 是 零 。 
c¢) 每 个 正 实数 惟有 两 个 平方 根 。 d) 负 实数 没有 实数 平方 根 。 


25. 将 下 列 插 套 量化 式 翻 译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实数 。 
a) JzVY yry= y) 
by YrxYyy(((z<0) A(ty<<0M (ry>0)) 
IzIy (zy A ry) 
d)VYxY yjz(rt+y=z) 
7. 假定 所 有 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 


ka 


a) Vnjm(n <m) b) jnVm(n<m) 
Vnjdm(ntm=0) d) d nV m(nm=m) 

e) jnjm(n tm =5) f) jnjmn’ tm =6) 

g) dnjdm(ntim=4MN\n—m=1) h) dnjdmntitm=4An—m=2) 


DYnVvVm3dp(p= (m+n)/2) 


29. 假定 命题 函数 P(xzx，y) 的 论 域 由 z 和 yy 的 序 偶 组 成 ， 其 中 z 是 1、2 或 3，y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 
a) YryYyP(r 刘 ) bd I7P(F, V) 
dwVy Pua, Y) d)Vy 了 zczP(z，y) 
31. 表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 
a) VrIyYVzT(r, y, z) byYxjdyPlrx, yV YrdjdyQ(r, y) 


ec) VxiIy P(r, yA jzR(r, ys 2)) DD YiIy(P(r, y=Q(rz, y)) 

33. 重 写 下 列 语 句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没有 否定 词 在 量词 或 在 含 逻 辑 联结 词 的 表达 式 之 外 )。 
-Yi P(rs y) bY yiP(r, y) 
OYVYyYrCP(r, yyV Q(z, y)) d=(jIr3yPlr, yAYZYVyQ(r, y)) 
本 了 区 本 yr EIA deVy Prr 有 区) 

35. 给 出 变量 zx、y、z 和 w 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语句 VZzYyVYVz 了 zw((w 天 z) 人 (也 天 7y) 人 (w 隆 zx)) 为 真 ， 
再 找 出 另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

37. 用 量词 表达 下 列 语 句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 和 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 
(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 ……”)。 
a) 班 上 每 个 学 生 都 恰好 选修 过 本 校 两 门 数 学 课 。 
b) 有 人 去 过 世界 上 除 利比亚 以 外 的 每 个 国家 。 
c) 没 有 人 攀登 过 喜马拉雅 山 的 每 座 山 峰 。 
d) 每 位 电影 演员 或 者 跟 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 ， 或 者 跟 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 的 人 拍 过 


一 部 电影 。 
39. 找 出 下 列 全 称 量 化 语句 的 反例 (如 果 可 能 的 话 ) ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) VrVy(r =y >7r=y) b)Vx3vy(y =z) 


Cc) VYZYVYYCTVy 之 工 ) 
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41. 用 量词 表达 实数 乘法 的 结合 

43. 用 量词 和 逻辑 联结 词 表示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 线性 多 项 式 ( 即 1 次 多 项 式 )， 其 中 之 的 系数 为 非 
零 ， 有 恰好 一 个 实 根 。 

45. 确定 语句 YZz3 了 xyCzy 王 1) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 
a) 非 零 实 数 。 b) 非 零 整 数 。 c) 正 实数 。 

47. 证 明 两 个 语句 ”了 zVyPGz，y) 和 Vz3 了 3 门 P(z，y) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 两 个 P(z，y) 第 一 个 变 元 的 
量词 具有 相同 的 论 域 ， 两 个 P(x，y) 第 二 个 变 元 的 量词 也 具有 相同 的 论 域 。 

* 49. a) 证 明 YzxP(z)A jzxQ(z) 和 YWzx3jy(P(z) 人 入 Q(y)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 


论 域 。 
b) 证 明 Y zxP(z)V 3zQcz) 和 VYVz3yPz)VQ(Gy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 
论 域 。 
一 个 语句 称 为 是 前 束 范 式 (prenex normal form，PNF) 当 且 仅 当 其 表达 形式 为 
人 Qi 2 大 GZzP(CE Za or) 
其 中 每 个 Qi:( 一 1， 2 “a &) 或 是 全 称 量 词 或 是 存在 量词 ， 并 且 Plmrs we Xk) 是 不 含量 词 的 谓词 。 


例如 了 3zVYVyCPz，y)AQ(Cy)) 是 前 束 范 式 ， 而 了 3zP(z)VVYVzQ(Czr) 不 是 (因为 并 不 是 所 有 量词 都 先 出 现 )。 
每 个 由 命题 变量 、 谓 词 、T 和 FF， 并 用 逻辑 联结 词 和 量词 构成 的 语句 都 等 价 于 一 个 前 束 范 式 。 练 习 51 要 
求 对 这 一 事实 给 出 证 明 。 
x* 51. 证 明 如 何 把 任意 语句 变换 为 与 之 等 价 的 前 束 范式 。( 注 意 ; 本 练习 的 一 个 正式 的 解 需要 用 到 结构 归 
纳 法 。) 


1.6 推理 规则 


1.6.1 引言 

本 章 后 一 部 分 我 们 将 学 习 证 明 。 数 学 中 的 证 明 是 建立 数学 命题 真实 性 的 有 效 论 证 。 所 谓 的 
论证 (argument)， 是 指 一 连 串 的 命题 并 以 结论 为 最 后 的 命题 。 所 谓 有 效 性 (valid) ， 是 指 结论 或 论 
证 的 最 后 一 个 命题 必须 根据 论证 过 程 前 面 的 命题 或 前 提 (premise) 的 真实 性 推出 。 也 就 是 说 ， 一 个 
论证 是 有 效 的 当 且 仅 当 不 可 能 出 现 所 有 前 提 为 真 而 结论 为 假 的 情况 。 为 从 已 知 命题 中 推出 新 的 命 
题 ， 我 们 应 用 推理 规则 ， 这 是 构造 有 效 论 证 的 模板 。 推 理 规则 是 建立 命题 真实 性 的 基本 工具 。 

在 学 习 数 学 证 明之 前 ， 我 们 先 看 看 只 涉及 复合 命题 的 论证 。 我 们 定义 涉及 复合 命题 的 论证 
的 有 效 性 是 什么 意思 。 然 后 我 们 引入 一 系列 命题 逻辑 的 推理 规则 。 这 些 规则 是 在 产生 有 效 论 证 
时 最 重要 的 组 成 部 分 。 在 解释 推理 规则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 后 ， 我 们 还 将 描述 一 些 常见 的 错 
误 推 理 ， 也 称 为 廖 误 (fallacy) ， 它 直接 导致 无 效 论证 。 

在 学 习 命 题 逻辑 的 推理 规则 后 ， 我 们 会 引入 量化 命题 的 推理 规则 。 我 们 将 描述 这 些 推理 规 
则 如 何 用 于 产生 有 效 论证 。 这 些 用 于 涉及 存在 量词 和 全 称 量词 的 语句 的 推理 规则 在 计算 机 科学 
和 数学 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 ， 尽 管 在 使 用 时 常常 不 会 刻意 提 及 。 

最 后 ， 我 们 将 展示 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 如 何 结合 使 用 。 这 些 推理 规则 在 
复杂 的 论证 中 通常 结合 在 一 起 使 用 。 


1.6.2 命题 逻辑 的 有 效 论证 
考虑 下 面 涉及 命题 的 论证 ( 按 定义 是 指 一 连 串 的 命题 ): 
“如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 。” 
“你 有 一 个 当前 密码 。” 
所 以 ， 
“你 可 以 登录 到 网 络 。” 
我 们 想 确 定 这 是 否 是 一 个 有 效 论证 。 也 就 是 说 ， 想 要 确定 当前 提 “ 如 果 你 有 一 个 当前 的 密 
码 ， 那么 你 可 以 登录 到 网 络 ” 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 时 ， 结论“ 你 可 以 登录 到 网 络 ” 
是 否 为 真 。 
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在 讨论 这 个 特定 论证 的 有 效 性 之 前 ,我们 来 看 看 它 的 形式 。 用 p 代表 “你 有 一 个 当前 密 
码 ”， 用 4 代表 “你 可 以 登录 到 网 络 ”。 那 么 ， 这 个 论证 形式 化 表示 如 下 : 
产 == 9 
p 





其 中 是 表示 “所 以 ”的 符号 。 

我 们 知道 ， 当 p 和 gq 是 命题 变量 时 , 语句 ((p 一 g) 人 pp) 一 gq 是 一 个 永 真 式 ( 见 1.3 节 
练习 12c) 。 特 别 地 ， 当 p>g 和 p 都 为 真 时 ， 我 们 知道 g 肯定 为 真 。 我 们 说 语句 的 这 种 论证 形 
式 是 有 效 的 ， 因 为 无 论 什 么 时 候 ， 只 要 它 的 所 有 前 提 ( 论 证 中 的 所 有 语句 ， 不 包含 最 后 的 一 句 
结论 ) 为 真 ， 那 么 结论 也 必须 为 真 。 现 在 假设 “如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 ” 
和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 。 当 用 p 表示 “你 有 一 个 当前 密码 ”， 用 g 表示 “你 可 以 登录 到 网 
络 ”， 那 么 接 下 来 必然 的 结论 是 “你 可 以 登录 到 网 络 ” 为 真 。 这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 为 它 的 形式 是 
有 效 的 。 注 意 ， 无 论 用 什么 命题 替换 p 和 gq， 只 要 p>g 和 力 都 为 真 ， 那 么 g 也 肯定 为 真 。 

当 用 命题 替换 这 个 论证 形式 中 的 pp 和 g,， 但 是 pp 和 p>9 不 都 为 真 时 又 会 如 何 呢 ?” 比 如 ， 
假设 p 代表 “你 可 以 访问 网 络 "，g 代表 “你 能 够 改变 你 的 成 绩 ”， 并 且 p 为 真 ,， 但 是 p>9 为 
假 。 在 论证 形式 中 替换 p 和 9g 的 值 所 得 到 的 论证 为 : 

“如 果 你 可 以 访 间 网络, 那么 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
“你 可 以 访问 网 络 。” 
.。“ 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
该 论证 是 有 效 论证 ,但 是 因为 其 中 一 个 前 提 即 第 一 个 前 提 为 假 ， 所 以 不 能 得 出 结论 为 真 ( 很 可 
能 ， 这 个 结论 为 假 ) 。 

在 讨论 中 ， 为 了 分 析 一 个 论证 ， 我 们 用 命题 变量 代替 命题 。 这 将 一 个 论证 改变 为 一 个 论证 

形式 。 我 们 发 现 ， 一 个 论证 的 有 效 性 来 自 于 论证 形式 的 有 效 性 . 用 这 些 关 键 概念 的 定义 来 总 结 





对 用 PP ER ot ee 带 有 前 提 轧 ， 
pP，，"…， 轧 , 以 及 结论 gd 的 论证 形式 是 有 效 的 。 

证 明 命 题 软 辑 中 论证 有 效 性 的 关键 就 是 要 证 明 它 的 论证 形式 的 有 效 性 。 因 此 ， 我 们 就 需要 
有 证 明 论 证 形式 有 效 性 的 技术 。 现 在 我 们 将 建立 完成 这 一 任务 的 方法 。 


1.6.3 命题 逻辑 的 推理 规则 

我 们 总 是 可 以 用 一 个 真 值 表 来 证 明 一 个 论证 形式 是 有 效 的 。 通 过 证 明 只 要 前 提 为 真 则 结论 
也 就 肯定 为 真 来 做 到 这 一 点 。 然 而 ， 这 会 是 一 个 元 长 乏味 的 方法 。 例 如 ， 当 论证 形式 涉及 10 
个 不 同 的 命题 变量 时 ， 用 真 值 表 证 明 这 个 论证 形式 的 有 效 性 就 需要 2” = 二 1024 行 。 幸运 的 是 ， 
我 们 不 是 必须 采用 真 值 表 。 反 之 ， 我们 可 以 先 建 立 一 些 相 对 简单 的 论证 形式 ( 称 为 推理 规则 ) 的 
有 效 性 。 这 些 推理 规则 可 以 作为 基本 构件 用 来 构造 更 多 复杂 的 有 效 论 证 形式 。 现 在 我 们 将 介绍 
命题 逻辑 中 最 重要 的 推理 规则 。 

永 真 式 (p 人 (pq)) 一 g 是 称 为 假 言 推理 (modus ponens) 或 分 离 规则 (law of detachment) 的 
推理 规则 的 基础 。( 拉 丁 文 modus ponens 的 意思 是 确认 模式 (mode that affirms) 。) 这 个 永 真 式 导 
出 了 下 面 的 有 效 论证 形式 ， 即 在 我 们 开始 关于 论证 的 讨论 中 已 经 看 到 的 ( 同 前 ， 这 里 符号 … 表 
示 “ 所 以 ”) : 
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p 
bt | 





' 心 


| 

采用 这 种 记 法 ， 将 前 提 写 成 一 列 ， 随 之 是 一 条 横 线 ， 接 下 来 的 一 行 以 所 以 符号 开头 并 以 结论 结 
尾 。 特 别 地 ， 假 言 推理 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 条 件 语句 以 及 它 的 前 提 都 为 真 ， 那么 结论 肯定 为 
真 。 例 1 解释 了 假 言 推理 的 应 用 。 

假设 条 件 语句 “如 果 今 天 下 雪 ， 那 么 我 们 就 去 滑雪 ”以 及 它 的 前 提 “ 今 天 正在 下 雪 ” 
为 真 。 那 么 ， 根 据 假 言 推理 ， 条 件 语句 的 结论 “我 们 就 去 滑雪 ”为 真 。 刘 

就 像 前 面 提 到 的 ， 当 一 个 或 更 多 前 提 为 假 时 ， 一 个 有 效 论 证 可 能 会 导致 一 个 错误 的 结论 。 
在 例 2 中 将 再 次 说 明 。 

确定 如 下 给 定 的 论证 是 否 有 效 ， 并 且 确 定 由 论证 的 有 效 性 是 否 可 以 推出 它 的 结论 一 
定 为 真 。 


“如 果 呈 >> 六 ,那么 (J2)* > ( 闻 )， 


我 们 知道 VZ > 了 ， 因 此 (YJ3)’ = 二 2 ( 广 


解 ” 令 为 命题 “V2 > 孔 ”， 令 g 为 2> ( 立 ) ,论证 的 前 提 为 p>g 和 ,而 g 是 结论 . 
这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 为 这 可 以 通过 假 言 推理 这 个 有 效 论证 形式 来 构造 。 然而， 其 中 的 前 提 Y3 > 
7 为 假 。 因此， 我 们 不 能 得 出 结论 为 真 。 此 外 ， 注 意 这 个 论证 的 结论 为 假 , 因为 2 二 了 了 。 < 


命题 逻辑 有 许多 很 有 用 的 推理 规则 。 可 能 应 用 最 广泛 的 推理 规则 如 表 1 所 示 。1. 3 节 练 习 
13 一 16、25、33 以 及 34 要 求证 明 这 些 推理 规则 是 有 效 的 论证 形式 。 我 们 现在 给 出 一 些 用 到 这 
些 推理 规则 的 论证 的 例子 。 在 每 一 个 论证 中 ， 首 先 用 命题 变量 表达 论证 中 的 命题 。 然 后 我 们 证 
明 所 得 论证 形式 是 表 1 中 的 一 个 推理 规则 。 
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表 1 推理 规则 
推理 规则 永 入 趟 芍 称 

p 

p24 (pA(p—™q))—rq 假 言 推理 
| 

了 9 

pga (479A ( 力 一 9) ) 一 一 力 取 拒 式 
op 

pq 

ge a ((p—g) A(g—r))—(p—7) 假 言 三 段 论 
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说 出 下 列 论 证 的 基础 是 哪个 推理 规则 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 。 因 此 ， 要 么 现在 气温 
在 冰点 以 下 ， 要 人 么 正在 下 雨 。” 
解 ” 设 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”?， 而 gq 是 命题 “现在 正在 下 雨 "。 那 么 这 个 论证 
形 如 
p 
pVga 
这 是 使 用 附加 律 的 论证 。 本 
说 出 下 列 论证 的 基础 是 哪个 推理 规则 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 并 且 现 在 正在 下 十 。 因 
此 ， 现 在 气温 在 冰点 以 下 。” 
解 ” 设 pp 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 g 是 命题 “现在 正在 下 雨 "。 这 个 论证 形 如 
pAg 
a 
这 个 论证 使 用 了 化 简 律 。 4 
说 出 在 下 列 论证 里 使 用 了 哪个 推理 规则 : 
如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 今天 就 不 吃 烧 烤 了 。 如 果 我 们 今天 不 吃 烧 烤 ， 则 我 们 明天 再 吃 烧 
烤 。 因 此 ， 如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 明天 吃 烧 烤 。 
解 设 户 是 命题 “今天 下 雨 ”， 设 g 是 命题 “我 们 今天 不 吃 烧 烤 ”， 而 设 ”是 命题 “我 们 明 
天 吃 烧 烤 ”。 则 这 个 论证 形 如 
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因此 ， 这 个 论证 是 假 言 三 段 论 。 4 


1.6.4 使 用 推理 规则 建立 论证 

当 有 多 个 前 提 时 ， 常 常 需要 用 到 多 个 推理 规则 来 证 明 一 个 论证 是 有 效 的 。 例 6 和 例 7 给 出 
了 解释 ， 其 中 论证 的 每 个 步骤 都 显示 在 不 同 的 行 ， 并 明确 地 写 出 每 一 步 的 理由 。 这 些 例子 也 可 
以 用 来 证 明 如 何 使 用 推理 规则 来 分 析 自 然 语 言 表 述 的 论证 。 

证 明 前 提 “ 今 天 下 午 不 是 晴天 并 且 今 天 比 昨天 冷 "，“ 只 有 今天 下 午 是 晴天 ， 我 们 才 
去 游泳 ”,“ 如 果 我 们 不 去 游泳 ， 则 我 们 将 乘 独 木 舟 游览 ”>， 以 及 “如 果 我 们 乘 独 木 髓 游览 ， 则 
我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”， 推 导出 绪论 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 

解 ” 设 pp 是 命题 “今天 下 午 是 晴天 ”，g 是 命题 “今天 比 昨 天 冷 ”， -是 命题 “我 们 将 去 游 
沪 ”，;s 是 命题 “我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”， 而 上 是 命题 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 和 那么 这 些 前 提 表 
示 为 -pAg， rp，-Jr 习 ss，st。 结 论 则 是 :。 针 对 假设 -pAg、r 一 pp、-JJ7 悦 ;5， 以 及 一 上 和 结 
论 :， 我 们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

如 下 构造 一 个 论证 来 证 明 我 们 的 前 提 能 导致 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

l.=p'/Nig 前 提 引 入 

2 1p 化 简 律 ， 用 (1) 
3.r—>p 前 提 引 入 

I 取 拒 式 ， 用 (2) 和 (3) 
Ds “es 前 提 引 入 

6. $ 假 言 推 理 ， 用 (4) 和 (5) 
Re 前 提 引 入 

8. 


t 假 言 推 理 ， 用 (6) 和 (7) 
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注意 我 们 也 可 以 用 真 值 表 来 证 明 只 要 四 个 前 提 的 每 一 个 都 为 真 ， 那么 结论 也 为 真 。 然 而 ， 
因为 这 里 有 5 个 命题 变量 p、g、r、s 和 +， 这 样 的 真 值 表 就 会 有 32 行 。 4 

证 明 前 提 “ 如 果 你 发 电子 邮件 给 我 ， 则 我 会 写 完 程序 >” “如果 你 不 发 电子 邮件 给 我 ， 
则 我 会 早点 睡觉 "， 以 及 “如 果 我 早点 睡觉 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”， 导 致 结论 “如 果 我 
不 写 完 程序 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 

解 ” 设 pp 是 命题 “你 发 电子 邮件 给 我 ，g 是 命题 “我 会 写 完 程 序 ”，r 是 命题 “我 早点 睡 
觉 ”"， 而 s 是 命题 “我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 "。 则 这 些 前 提 是 pqg，-1p 一 rr，r 一 s。 期 望 的 结 
论 是 gs。 针对 假设 pq、~1p 司 r， 以 及 r>s 和 结论 9 我 们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

这 样 的 论证 形式 证 明 这 些 前 提 导 出 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1. p—qg 前 提 引 入 

2. 一 g 一 一 旋 (1) 的 逆 否 命题 

3.-1p™™r 前 提 引 入 

4.79—>r 假 言 三 段 论 ， 用 (2) 和 和 (3) 

5 前 提 引 入 

6.7g—>5 假 言 三 段 论 ， 用 (4) 和 (5) 可 
1.6.5 消解 律 


已 经 开发 出 的 计算 机 程序 能 够 将 定理 的 推理 和 证 明 任 务 自 动 化 。 许 多 这 类 程序 利用 称 为 消 

解 律 (resolution) 的 推理 规则 。 这 个 推理 规则 基于 永 真 式 : 

(CC(pVg)A 人 CDpbpyVm) 一 (9V7) 
(此 永 真 式 的 验证 见 1. 3 节 练 习 34。) 消 解 规则 最 后 的 析 取 式 gVr 称 为 消解 式 (resolvent)。 当 在 此 
永 真 式 中 令 g 二 r+ 时， 可 得 (pV 9g) 八 (HpPV qq。 而 且 ， 当 令 7r 二 FF 时 ,可 得 (pVg) A(p)>g 
(因为 gVF 寺 q)， 这 是 永 真 式 ， 析 取 三 段 论 规则 就 基于 此 式 。 

归 》 使 用 消解 律 证 明 ， 假设“Jasmine 在 滑雪 或 现在 没有 下 雪 ” 和 “现在 下 雪 了 或 Bart 
在 打 曲 棍 球 ”蕴含 结论 “Jasmine 在 滑雪 或 Bart 在 打 曲 棍 球 。” 

解 ” 今 记 为 命题 “现在 下 雪 了 ”，9g 为 命题 “Jasmine 在 滑雪 ”，r 为 命题 “Bart 在 打 曲 要 
球 ”。 我 们 可 以 将 假设 分 别 表示 为 4pVgq 和 pVr。 使 用 消解 律 ， 命题 gVr 即 “Jasmine 在 滑雪 
或 者 Bart 在 打 曲 棍 球 ”成 立 。 

消解 律 在 基于 逻辑 规则 的 编程 语言 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 如 在 Prolog 中 (其 中 用 到 了 量化 
命题 的 消解 规则 )。 而 且 ， 可 以 用 消解 律 来 构建 自动 定理 证 明 系 统 。 要 使 用 消解 律 作为 仅 有 的 
推理 规则 来 构造 命题 逻辑 中 的 证 明 。 假设 和 结论 必须 表示 为 子 句 (clause)， 这 里子 句 是 指 变量 
或 其 否定 的 一 个 析 取 式 。 我 们 可 以 将 命题 逻辑 中 非 子 句 的 语句 用 一 个 或 多 个 等 价 的 子 句 语句 来 
替换 。 例 如 ， 假定 有 一 个 形 如 pV (gA7) 的 语句 。 因 为 pV (gA7) 三 (pVg)A 人 (pVr)， 所 以 我 
们 可 以 用 两 个 子 名 pVg 和 pVr 来 代 苦 pV (gAr)。 我们 可 以 用 语句 4p 和 -9g 来 代替 形 如 
了 717(PV9) 的 语句 ， 因 为 德 。 摩根 律 表明 -4(pV gq) 三 ~pA~9。 我 们 也 可 以 用 等 价 的 析 取 式 4pVg 
来 代替 条 件 语句 p 一 gq。 

证 明 假 设 (pAgq)Vr 和 rr 一 s 蕴含 结论 pVs。 

解 ” 可 以 将 假设 (pA gq)Vr 重 写 为 两 个 子 名 pVr 和 gq Vr。 还 可 以 将 +r 一 s 替换 为 等 价 的 子 
句 -JrVs。 使 用 子 句 pVr 和 -r+rVs， 通 过 消解 律 便 可 得 出 结论 pV s。 可 


1.6.6 雇 误 
几 种 稼 见 的 请 误 都 来 源 于 不 正确 的 论证 。 这 些 廖 误 看 上 去 像 是 推理 规则 ， 但 是 它们 是 基于 
可 满足 式 而 不 是 永 真 式 。 这 里 讨论 这 些 廖 误 ， 是 为 了 说 明 在 正确 与 不 正确 的 推理 之 间 的 区 别 。 
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命题 ((p 一 gq) 人 gq) 一 pp 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 p 为 假 而 g 为 真 时 ， 它 为 假 。 不过， 有 许多 不 
正确 论证 把 它 当 作 永 真 式 。 换 句 话 说 ,它们 把 前 提 p>q 和 g 及 结论 p 当 作 有 效 论证 形式 ， 其 
实 不 然 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 肯定 结论 的 雇 误 (fallacy of affirming the conclusion) 。 

下 列 论证 是 否 有 效 ? 

如 有 果 你 做 本 书 的 每 一 道 练 习 ， 则 你 就 学 习 离 散 数学 。 你 学 过 离散 数学 。 

因此 ， 你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 。 

解 ” 设 p 是 命题 “你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 ”。 设 g 是 命题 “你 学 过 离散 数学 ”。 这 个 论证 
形式 是 : 如 果 p>g 并 且 qg， 则 p。 这 就 是 使 用 肯定 结论 廖 误 的 不 正确 推理 的 一 个 例子 。 事 实 
上 ， 你 可 能 通过 其 他 某 种 方式 而 不 是 通过 做 本 书 的 每 一 道 练 习 来 学 习 离 散 数学 。( 你 可 能 通过 
阅读 、 听 讲座 、 做 本 书 的 一 些 但 不 是 全 部 练习 等 方式 来 学 习 离 散 数 学 。) 4 

命题 ((p>q) 和 -Pp) 一 9 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 为 假 而 g 为 真 时 ， 它 为 假 。 许多 不 正确 的 
论证 都 错误 地 把 它 当 作 推 理 规则 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 否定 假设 的 廖 误 (fallacy of denying 
the hypothesis) 。 

设 pp 和 9g 与 例 10 一 样 。 如 果 条 件 语句 p->g 为 真 ， 并 且 D 妨 为 真 ， 则 得 出 妨 为 真是 
否 正确 ? 换 句 话说 ,假定 如 果 你 做 本 书 里 每 一 道 练习 ， 则 你 就 学 习 了 离散 数学 ; 那么 如 果 你 没 
有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 那 么 是 否 可 以 认为 你 没有 学 习 离 散 数 学 ? 

解 ” 即 使 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练 习 ， 你 也 可 能 学 过 离散 数学 。 这 个 不 正确 的 论证 具有 
这 样 的 形式 : pp 一 g 和 -1p 蕴含 J-4q， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 的 例子 。 本 


1.6.7 量化 命题 的 推理 规则 

我 们 已 经 讨论 了 命题 的 推理 规则 。 现 在 将 要 描述 针对 含有 量词 的 命题 的 一 些 重要 的 推理 规 
则 。 这 些 推理 规则 广泛 地 应 用 在 数学 论证 中 ， 但 通常 不 会 显 式 地 提 及 。 

全 称 实例 (universal instantiation) 是 从 给 定 前 提 YV zP(Cz) 得 出 P(c) 为 真 的 推理 规则 ， 其 中 
是 论 域 里 的 一 个 特定 的 成 员 。 当 我 们 从 命题 “所 有 女人 都 是 聪明 的 ”得 出 “Lisa 是 聪明 的 ” 结 
论 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 实例 规则 ， 其 中 Lisa 是 所 有 女人 构成 的 论 域 中 的 一 员 。 

全 称 引 入 (universal generalization) 是 从 对 论 域 里 所 有 元 素 c 都 有 P(c) 为 真 的 前 提 推 出 
VxP(z) 为 真 的 推理 规则 。 我 们 可 以 通过 从 论 域 中 任意 取 一 个 元 素 c 并 证 明 P(c) 为 真 来 证 明 
VxzP(z) 为 真 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 引 入 规则 。 所 选择 的 元 素 ec 必须 是 论 域 里 一 个 任意 的 元 素 ， 
而 不 是 特定 的 元 素 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 从 Y zza(Cz) 断 言 对 于 论 域 中 元 素 c 的 存在 性 时 ， 我 们 不 
能 对 c 进行 控制 ， 并 且 除 了 <c 来 自 于 论 域 以 外 不 能 对 做 出 任何 其 他 假设 。 在 许多 数学 证 明 里 
都 隐 含 地 使 用 全 称 引 入 ， 而 很 少 明确 地 指出 来 。 然 而 ， 当 应 用 全 称 引 入 时 错误 地 添加 关于 任意 
元 素 c 莫名 假设 是 错误 推理 中 屡见不鲜 的 。 

存在 实例 (existential instantiation) 是 允许 从 “如 果 我 们 知道 3zP(Cz) 为 真 ， 得 出 在 论 域 中 
存在 一 个 元 素 c 使 得 P(c) 为 真 ” 的 推理 规则 。 这 里 不 能 选择 一 个 任意 值 的 <， 而 必须 是 使 得 
P(c) 为 真 的 那个 <。 通 常 我 们 不 知道 c 是 什么 ， 而 仅仅 知道 它 存 在 。 因 为 它 存在 ， 所 以 可 以 给 
它 一 个 名 称 (c) 从 而 继续 论证 。 

存在 引入 (existential generalization) 是 用 来 从 “已 知 有 一 特定 的 cc 使 P(c) 为 真 时 得 出 
3 xP(z) 为 真 ” 的 推理 规则 。 即 如 果 我 们 知道 论 域 里 一 个 元 素 c 使 得 P(e) 为 真 ， 则 我 们 就 知 
道 3zP(Cz) 为 真 。 

这 些 推理 规则 总 结 在 表 2 中 。 例 12 和 例 13 将 要 说 明 如 何 使 用 量化 命题 的 推理 规则 。 
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表 2 量化 命题 的 推理 规则 


推理 规则 一 
人 全 称 实例 
间 全称 引 人 
Rt 存在 实例 
和 存在 引信 


证 明 前 提 ,“ 在 这 个 离散 数学 班 上 的 每 个 人 都 学 过 一 门 计 算 机 课程 ”和 “Marla 是 这 sxeopus》 
个 班 上 的 一 名 学 生 ” 蕴 含 结论 “Marla 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 

解 ” 设 D(x) 表示 “z 在 这 个 离散 数学 班 上 的 "， 并 且 设 C(x) 表 示 “z 学 过 一 门 计算 机 课 
程 ”。 则 前 提 是 Vz(CDCz) 一 CCz)) 和 了 DCMarla) 。 结 论 是 C(Marla)。 

下 列 步 骤 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 


步骤 理由 

1 Vit) CE 前 提 引 入 

2. DC(Marla) 一 CCmarla) 全 称 实 例 ， 用 (1) 

3. D(Marla) 前 提 引 入 

4. C(Marla) 假 言 推理 ， 用 (2) 和 (3) a 


证 明 前 提 “ 这 个 班 上 有 个 学 生 没有 读 过 这 本 书 ” 和 “这 个 班 上 的 每 个 人 都 通过 了 第 
一 次 考试 ”蕴含 结论 “通过 第 一 次 考试 的 某 个 人 没有 读 过 这 本 书 ”。 

解 令 CCz) 表 示 “z 在 这 个 班 上 ?”，B(Cz) 表 示 “z 读 过 这 本 书 ”，P(Cz) 表 示 “z 通 过 了 第 
一 次 考试 "。 前 提 是 3x(C(z) 人 -JB(z)) 和 VYzxCC(z) 一 P(x))。 结 论 是 3xCP(x) 人 -B(x))。 下 
列 步 骤 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 


步骤 理由 

1. 习 z(CCCz) 人 DBCz)) 前 提 引 入 

2. C(a) 和 BCa) 存在 实例 ， 用 (1) 

3. C(a) 化 简 律 ， 用 (2) 

4. Vr(C(zx)—P(x)) 前 提 引 入 

5. C(a)— P(a) 全 称 实 例 ， 用 (4) 

6. P(a) 假 言 推理 ， 用 (3) 和 (5) 

7.-74B(a) 化 简 律 ， 用 (2) 

8. P(a) A\~B(a) 合 取 律 ， 用 (6) 和 (7) 

9. I zx(P(zx) ADB(Cz)) 存在 引入 ， 用 (8) 本 


1.6.8 命题 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 使 用 

我 们 已 经 建立 了 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 。 注 意 我 们 在 例 12 和 例 13 的 论证 
中 既 用 了 全 称 实例 (量化 命题 推理 规则 ) 也 用 了 假 言 推理 (命题 推理 规则 ) 。 我 们 常常 需要 组 合 使 
用 这 些 推 理 规 则 。 由 于 全 称 实 例 和 假 言 推理 在 一 起 使 用 是 如 此 广泛 ， 所 以 这 种 规则 的 组 合 有 时 
称 为 全 称 假 言 推理 (universal modus ponens)。 这 个 规则 告诉 我 们 ; 如果 Vz(CP(Cz) 一 Q(Cz)) 为 
真 ， 并 且 如 果 P(a) 对 在 全 称 量词 论 域 中 的 一 个 特定 元 素 a 为 真 ， 那么 Q(a) 也 肯定 为 真 。 为 了 
看 清 这 点 ， 请 注意 由 全 称 实例 示 可 得 P(a) 一 Q(a) 为 真 。 然 后 ， 由 假 言 推理 可 得 Q(a) 也 肯定 为 
真 。 可 以 将 全 称 假 言 推理 描述 如 下 : 
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Vr(P(z) = Q(z)) 
P(a), 其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
"Qa 

全 称 假 言 推理 常常 用 于 数学 论证 中 。 这 将 在 例 14 中 说 明 。 

假定 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 nn 大 于 4， 那么 ww 小 于 2"” 为 真 。 用 全 称 假 言 推理 证 
明 100: 二 2'”。 

解 ” 令 P(n) 表 示 “7>4”，Q(n) 表 示 “ 二 2"””。 语句 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 n 大 于 4， 
那么 x 小 于 2”” 可 以 表示 为 Yn(P(n) 一 Q(n))， 其 中 论 域 为 所 有 正 整 数 。 假 设 Yn(P(n) 一 
Q(z) ) 为 真 。 注 意 ， 因 为 100 羡 4， 所 以 P(100) 为 真 。 接 着 由 全 称 假 言 推理 可 知 Q(100) 为 真 ， 
即 100:=<2 4 

男 一 个 重要 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 是 全 称 取 拒 式 (universal 
modus tollens) 。 全 称 取 拒 式 将 全 称 实 例 和 取 拒 式 组 合 在 一 起 ， 可 以 用 如 下 方式 表达 

Yrx(P(rx) — Q(X)) 
J] Q(a) ,其 中 & 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
= RC 

全 称 取 拒 式 的 证 明 留 作 练习 25。 练 习 26 一 29 将 设计 更 多 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 
推理 规则 的 组 合 规 则 。 


奇数 编号 练习 
1. 找 出 下 列 论 证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 
如 果 苏 格拉 底 是 人 人， 那么 苏 格 拉 底 是 会 死 的 。 
苏 格 拉 底 是 人 
“… 苏 格拉 底 是 会 死 的 
3. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) Alice 主 修 数 学 。 因 此 ，Alice 主 修 数 学 或 计算 机 科学 。 
b)Jerry 主 修 数学 和 计算 机 科学 。 因 此 ，Jerry 主 修 数 学 。 
c) 如 果 今 天 下 雨 ， 则 游泳 池 将 关闭 。 今 天 下 雨 。 因 此 ， 游 泳池 关闭 。 
d) 如 果 今 天 下 雪 ， 则 大 学 将 关闭 。 今 天 大 学 没有 关闭 。 因 此 , 今天 没有 下 雪 。 
e) 如 果 我 去 游泳 ， 则 我 会 在 太阳 下 停留 过 久 。 如 果 我 在 太阳 下 停留 过 久 ， 则 我 会 有 上 晒 斑 。 因 此 ， 如 果 
我 去 游泳 ， 则 我 会 有 了 晒 斑 。 
5. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 “Randy 很 用 功 ”、“ 如 果 Randy 很 用 功 ， 则 他 是 一 个 策 孩 子 ” 以 及 “如 果 
Randy 是 一 个 笨 孩 子 ， 则 他 不 会 得 到 工作 ”蕴含 着 结论 “Randy 不 会 得 到 工作 ”。 
7. 在 下 面 的 著名 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? “所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 苏 格拉 底 是 人 。 因 此 ， 苏 格拉 底 
是 要 死 的 。” 
9. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 
a)“ 如 果 我 某 天 休假 ， 则 那天 下 雨 或 下 雪 。”“ 我 在 周二 休假 或 在 周 四 休假 .”“ 周 二 出 太阳 。”“ 周 四 未 
下 雪 。” 
b)“ 如 果 我 吃 了 辣 的 食物 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 。”“ 如 果 我 睡觉 时 打雷 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 。”“ 我 没有 
做 奇怪 的 梦 .。” 
c) “我 或 者 聪明 或 者 幸运 。”“ 我 不 幸运 。”“ 如 果 我 幸运 ， 则 我 将 赢得 大 奖 。” 
d) “每 个 主 修 计 算 机 科学 的 人 都 有 一 台 个 人 计算 机 .”“Ralph 没有 个 人 计算 机 。”“Ann 有 一 台 个 人 计 
算 机 。” 
e)“ 对 公司 有 利 的 就 对 美国 有 利 。”“ 对 美国 有 利 的 就 对 你 有 利 。”“ 对 公司 有 利 的 就 是 你 购买 许多 
东西 。” 
f)“ 所 有 的 哨 具 类 动物 都 踢 咬 它们 的 食物 。”“ 老 鼠 是 哮 具 类 动物 .-”“ 野 免 不 哨 咬 它 们 的 食物 .”“ 蝙 晤 
不 是 喇 齿 类 动物 。” 
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证 明 如 果 由 前 提 Prs Pay yw Pars g 及 结论 r 构成 的 论证 形式 是 有 效 ， 则 由 前 提 pis por “9 pa 及 

结论 9 一 ~ 构成 的 论证 形式 也 是 有 效 。 

对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 

a)“ 班 上 的 学 生 Doug 知道 如 何 写 Java 程序 。 知 道 如 何 写 Java 程序 的 每 个 人 都 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。 
因此 ， 班 上 的 某 些 人 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。” 

b)“ 班 上 的 某 个 人 喜欢 观赏 鲸鱼 。 每 个 喜欢 观赏 鲸鱼 的 人 都 关心 海洋 污染 。 因 此 ， 班 上 有 人 关心 海洋 
污染 。” 

ce)“ 班 上 的 93 个 学 生 每 人 拥有 一 台 个 人 计算 机 。 拥 有 个 人 计算 机 的 每 个 人 都 会 使 用 字 处 理 软 件 。 因 
此 ， 班 上 的 学 生 Zeke 会 使 用 字 处 理 软 件 。” 

d) “新泽西 州 的 每 个 人 都 生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 。 新 泽 西 州 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。 因 此 ， 
生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。” 

判断 下 列 论证 是 否 正 确 并 解释 原因 。 

a) 班 上 的 所 有 学 生 都 懂 逻 辑 。Xavier 是 这 个 班 上 的 学 生 。 因 此 ，Xavier 也 懂 逻 辑 。 

b) 每 个 计算 机 专业 的 学 生 都 要 学 离散 数学 。Natasha 在 学 离散 数学 ， 因 此 ，Natasha 是 计算 机 专业 的 。 

c) 所 有 鹦鹉 都 喜欢 吃水 果 。 我 养 的 乌 不 是 鹦 赵 ， 因 此 ， 我 养 的 鸟 不 喜欢 吃水 果 。 

d) 每 天 吃 麦 片 的 人 都 很 健康 。Linda 不 健康 ， 因 此 ，Linda 没有 每 天 吃 麦片 。 

如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 H(z) 为 “zx 很 开心 "。 给 定 前 提 导 zxH(z)， 我 们 得 出 有 (Lola)。 因 此 ，LoLa 

很 开心 。 

判定 下 列 每 个 论证 是 否 有 效 。 如 果 论 证 是 正确 的 ,使 用 了 什么 推理 规则 ? 如 果 它 不 正确 ， 出 现 了 什 

么 逻辑 错误 ? 

a) 如 果 是 满足 nn 二 1 的 实数 ， 则 天 人 1。 假定 天 人 1。 于 是 zx 之 1。 

b) 如 果 n 是 满足 mn 二 3 的 实数 ， 则 n* 二 9。 假 定 n 三 9。 于 是 ” 委 3。 

c) 如 果 是 满足 二 2 的 实数 ， 则 x 二 4。 假定 n 三 2。 于 是 二 4。 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1. 4 节 例 26 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carroll) 论 证 的 结论 ? 

指出 如 下 试图 证 明 “ 如 果 了 zP(Cz)A 9xQ(z) 为 真 ， 那么 导 x(P(rz)A Q(z)) 为 真 ” 的 论证 中 有 哪些 


1 dP(2DY dEQ(2) 前 提 引 入 

2 习 ZPKz) 化 简 律 ， 用 (1) 

3. Je 存在 实例 ， 用 (2) 

4 3 xQ(z) 化 简 律 ， 用 (1) 

5. Qc) 存在 实例 ， 用 (4) 

6. P(ec) A Q(e) 合 取 律 ， 用 (3) 和 (5) 
7. 卫 zCP(z)AQCz)) 存在 引入 


通过 证 明 前 提 YYx(P(z) 一 Q(z)) 和 -1Q(a)， 推 出 2P(a)( 其 中 a 是 对 论 域 中 某 个 特定 元 素 ) 来 检验 全 称 
取 拒 式 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 Vz(CP(Cz) 一 (QGCz)A 人 SCz))) 和 VzCPCzr)ARCz)) 为 真 , 则 VzCRCz) ASGCz)) 
为 真 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 VYVxzCP(Cz)VQGCz)) 和 Vrz(nQCz)VSCGr))，VzrCRCz) 一 SCz)) 和 了 习 Z7P(Cz) 
为 真 ， 则 导 zmR(Cz) 为 真 。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “ 天 没 下 雨 或 Yvette 带 雨 们 了 ”,“Yvette 没有 带 雨 使 或 她 没有 被 淋 湿 ” 和 “天 
下 雨 了 或 Yvette 没有 被 洒 湿 ”蕴含 “Yvette 没有 被 淋 湿 ”。 

用 消解 律 证 明 复 合 命 题 (pV q) 人 (PV gq) 人 (pV -19)A (HPV-9) 不 是 可 满足 的 。 

判定 下 列 论 证 ( 选 自 Kalish and Montague[ KaMo64]) 是 否 有 效 : 

如 果 超 人 能 够 并 愿意 防止 那 恶 ， 则 他 将 这 样 做 。 如 果 超 人 不 能 够 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 无 能 的 ; 如 果 
超人 不 愿意 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 恶意 的 。 超 人 没有 防止 那 恶 。 如 果 超 人 存在 ， 则 他 是 无 能 的 或 者 亚 
意 的 。 因 此 ， 超 人 不 存在 。 
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1.7 证 明 导 论 


1.7.1 引言 

本 节 我 们 介绍 证 明 的 概念 并 描述 构造 证 明 的 方法 。 一 个 证 明 是 建立 数学 语句 真实 性 的 有 效 
论证 。 证 明 可 以 使 用 定理 的 假设 (如 果 有 的 话 )， 假定 为 真 的 公理 以 及 之 前 已 经 被 证 明 的 定理 。 
使 用 这 些 以 及 推理 规则 ， 证 明 的 最 后 一 步 是 建立 被 证 命题 的 真实 性 。 

在 我 们 的 讨论 中 ， 将 从 定理 的 形式 化 证 明 转 向 非 形 式 化 证 明 。1.6 节 介 绍 的 涉及 命题 和 量 
化 命题 为 真 的 论证 是 形式 化 证 明 ， 其 中 提供 了 所 有 步骤 ， 并 给 出 论证 中 每 一 步 所 用 到 的 规则 。 
然而 ， 许 多 有 用 定理 的 形式 化 证 明 会 非常 长 且 难 以 理解 。 实 际 上 ， 为 方便 人 们 阅读 ， 定 理 证 明 
几乎 都 是 非 形 式 化 证 明 (informal proof) ， 其 中 每 个 步骤 会 用 到 多 于 一 条 的 推理 规则 ， 有 些 步骤 
会 被 省 略 ， 不 会 显 式 地 列 出 所 用 到 的 假设 公理 和 推理 规则 。 非 形式 化 证 明 常 常 能 向 人 们 解释 定 
理 为 什么 为 真 ， 而 计算 机 则 更 乐意 用 自动 推理 系统 产生 形式 化 证 明 。 

本 章 讨论 的 证 明 方 法 很 重要 ， 不仅 因 为 它们 用 于 证 明 数 学 定理 ,而且 它们 在 计算 机 科学 中 
也 有 许多 应 用 。 这 些 应 用 包括 验证 计算 机 程序 是 正确 的 、 建 立 安全 的 操作 系统 、 在 人 工 智 能 领 
域 做 推理 、 证 明 系 统 规范 说 明 是 一 致 的 等 。 因此， 对 于 数学 和 计算 机 科学 而 言 ， 理 解 证 明 中 的 
技术 非常 必要 。 


1.7.2 一 些 专用 术语 

一 个 定理 (theorem) 形 式 上 就 是 一 个 能 够 被 证 明 是 真 的 语句 。 在 数学 描述 中 ， 定 理 一 词 通 
常 是 用 来 专 指 那 些 被 认为 至 少 有 些 重要 的 语句 。 不 太 重 要 的 定理 有 时 称 为 命题 (定理 也 可 以 称 
为 事实 (fact) 或 结论 (result) ) 。 一 个 定理 可 以 是 带 一 个 或 多 个 前 提 及 一 个 结论 的 条 件 语 句 的 金 
称 量化 式 。 当 然 ， 它 也 可 以 是 其 他 类 型 的 逻辑 语句 ， 就 如 本 章 稍 后 会 看 到 的 一 些 例子 。 我 们 用 
一 个 证 明 (proof) 来 展示 一 个 定理 是 真 的 。 证 明 就 是 建立 定理 真实 性 的 一 个 有 效 论证 。 证 明 中 
用 到 的 语句 可 以 包括 公理 (axiom)( 或 假设 (postulate)) ， 这 些 是 我 们 假定 为 真 的 语句 (例如 实数 
公理 ， 以 及 平面 几何 的 公理 ) 、 定 理 的 前 提 ( 如 果 有 的 话 ) 和 以 前 已 经 被 证 明 的 定理 。 公 理 可 以 
采用 无 须 定义 的 原始 术语 来 陈述 ， 而 在 定理 和 证 明 中 所 用 的 所 有 其 他 术语 都 必须 是 有 定义 的 。 
推理 规则 和 其 术语 的 定义 一 起 用 于 从 其 他 的 断言 推出 结论 ， 并 绑 定 在 证 明 中 的 每 个 步 又。 实际 
上 ， 一 个 证 明 的 最 后 一 步 通常 恰好 是 定理 的 结论 。 然而， 为 清晰 起 见 ， 我 们 通常 会 重 述 定理 的 
结论 作为 一 个 证 明 的 最 后 步骤 。 

一 个 重要 性 略 低 但 有 助 于 证 明 其 他 结论 的 定理 称 为 引 理 (lemma) 。 当 用 一 系列 引 理 来 进行 
复杂 的 证 明 时 通常 比较 容易 理解 ， 其 中 每 一 个 引 理 都 被 独立 证 明 。 推 论 (corollary) 是 从 一 个 已 
经 被 证 明 的 定理 可 以 直接 建立 起 来 的 一 个 定理 。 猜 想 (conjecture) 是 一 个 被 提出 认为 是 真 的 命 
题 ， 通 常 是 基于 部 分 证 据 、 局 发 式 论证 或 者 专家 的 直觉 。 当 猜想 的 一 个 证 明 被 发 现时 ， 猜 想 就 
变 成 了 定理 。 许 多 时 候 猜 想 被 证 明 是 假 的 ， 因 此 它们 不 是 定理 。 


1.7.3 理解 定理 是 如 何 陈述 的 

在 介绍 证 明定 理 的 方法 之 前 ， 我 们 需要 理解 数学 定理 是 如 何 陈述 的 。 许 多 定理 断言 一 个 性 
质 相 对 于 论 域 ( 比 如 整数 或 实数 ) 中 的 所 有 元 素 都 成 立 。 虽 然 这 些 定 理 的 准确 陈述 需要 包含 全 称 
量词 ,但 是 数学 里 的 标准 约定 是 省 略 全 称 量词 。 比 如 ， 语句“ 如 采 Z>y， 其 中 工 和 >? 是正 实 
数 ， 那 么 z* 二 y ”其实 意味 着 “对 所 有 正 实数 工 和 y， 如 果 z+ 二 y， 那么 xz 二 y ”。 

此 外 ， 当 证 明 这 种 类 型 的 定理 时 ,证 明 的 第 一 步 通 常 涉及 选择 论 域 里 的 一 个 一 般 性 元 素 。 
随后 的 步骤 是 证 明 这 个 元 素 具 有 所 考虑 的 性 质 。 最 后 ,全 称 引 入 蕴含 着 定理 对 论 域 里 所 有 元 素 
都 成 立 。 


1.7.4 证 明定 理 的 方法 
证 明 数 学 定理 有 可 能 很 艰难 。 要 构造 证 明 ， 我 们 需要 所 有 可 用 的 手段 ， 包括 不 同 证 明 方 法 
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的 强大 的 工具 库 。 这 些 方法 提供 了 证 明 的 总 体 思 路 和 策略 。 理 解 这 些 方法 是 学 习 如 何 阅读 并 构 
造 数学 证 明 的 关键 所 在 。 一 旦 我 们 选 定 了 一 种 证 明 方 法 ， 我们 使 用 公理 、 术 语 的 定义 、 先 前 证 
明 的 结论 和 推理 规则 来 完成 证 明 。 注 意 在 本 书 中 我 们 总 是 假定 关于 实数 的 公理 。 当 我 们 证 明 关 
于 几何 学 的 结论 时 也 会 假定 常用 的 公理 。 当 你 自己 构造 证 明 时 ， 一定 要 小 心 不 要 使 用 除了 公 
理 、 定 义 、 已 证 结论 之 外 的 任何 东西 作为 事实 ! 

为 了 证 明 形 如 VY z(tP(x) 一 Q(x)) 的 定理 ,我 们 的 目标 是 证 明 P(c) 一 Q(c) 为 真 ， 其 中 cc 是 
论 域 中 的 任意 元 素 ， 然 后 应 用 全 称 引 入 规则 。 在 这 个 证 明 中 ， 需 要 证 明 条 件 语句 为 真 。 正 因为 
如 此 ， 我 们 可 以 专注 于 证 明 条 件 语句 为 真 的 方法 。 回 忆 一 下 p>9 为 真 ， 除非 p 为 真 且 9g 为 假 。 
注意 当 要 证 明 语 句 p>g 时， 我 们 只 需要 证 明 如 果 pp 为 真 则 g 为 真 。 下 面 的 讨论 将 给 出 最 常见 
的 证 明 条 件 语句 的 技术 。 之 后 将 讨论 证 明 其 他 类 型 语句 的 方法 。 在 本 小 节 以 及 1.8 节 ， 我 们 将 
开发 一 个 大 的 证 明 技 术 工具 库 ， 可 用 于 证 明 多 种 不 同类 型 的 定理 。 

当 你 阅读 证 明 时 ， 你 常常 会 发 现 这 样 的 词语 “显然 地 ”或 者 “清楚 地 >。 这 些 词 意味 着 作 
者 预期 读者 有 能 力 补 上 的 一 些 步骤 已 经 省 略 。 遗 憾 的 是 ， 这 个 假设 往往 无 法 保证 读者 根本 不 确 
定 怎么 补 上 这 些 省 略 的 步骤 。 我 们 将 努力 避免 使 用 这 些 词语 ， 并 试图 避免 省 略 太 多 的 步 又。 然 
而 ， 如 果 我 们 保留 证 明 中 的 所 有 步骤 ， 我 们 的 证 明 将 会 变 得 极其 元 长 。 


1.7.5 直接 证 明 法 

条 件 语 句 p>g 的 直接 证 明 法 的 构造 : 第 一 步 假 设 pp 为 真 ; 第 二 步 用 推理 规则 构造 ， 而 第 
三 步 表 明 gq 必须 也 为 真 。 直 接 证 明 法 是 通过 证 明 如 果 pp 为 真 ， 那么 gq 也 肯定 为 真 ， 这 样 p 为 真 
且 g 为 假 的 情况 永远 不 会 发 生 从 而 证 明 条 件 语 句 p>g 为 真 。 在 直接 证 明 中 ,我 们 假定 p 为 真 ， 
并 且 用 公理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 加 上 推理 规则 来 证 明 g 必须 也 为 真 。 你 会 发 现 许多 结 
论 的 直接 证 明 法 是 直截了当 的 。 从 假设 导向 结论 这 种 直接 的 方法 基本 上 取决 于 当前 阶段 可 能 有 
的 前 提 。 然 而 ， 直 接 证 明 法 有 时 候 需 要 特殊 的 洞察 力 并 且 可 能 是 相当 棘手 的 。 这 里 给 出 的 第 一 
个 直接 证 明 相 当 简 单 。 稍 后 你 会 看 到 一 些 需要 洞察 力 的 证 明 。 

我 们 会 提供 几 个 不 同 的 直接 证 明 法 的 例子 。 在 给 出 第 一 个 例子 前 ， 我们 还 需要 定义 一 些 
术语 。 








给 出 定理 “如 果 nn 是 奇数 ， 则 n? 是 奇数 ”的 直接 证 明 。 
解 ” 注 意 这 个 定理 表述 Yn(P(n) 一 Q(n)),， 这 里 P(n) 是 “nn 是 奇数 ”"，Q(n) 是 “n* 是 奇 
数 ”。 正 如 前 面 所 说 ， 我 们 会 遵循 数学 证 明 中 通常 的 惯例 , 证明 P(n) 意 味 着 Q(n)， 而 不 显 式 
使 用 全 称 实例 规则 。 要 对 这 个 定理 进行 直接 证 明 ， 我们 假设 这 个 条 件 语句 的 前 提 为 真 ， 即 假设 
1 是 奇数 。 由 奇 整数 的 定义 ， 可 得 ?一 2& 十 1， 其 中 & 是 某 个 整数 .我 们 要 证 明 产 也 是 奇数 。 在 
等 式 * 王 24 十 1 两 边 取 平方 得 到 表达 的 等 式 。 这 样 ， 我 们 得 出 到 三 (2 十 1) = 二 4k 十 4 十 1 一 
2(2k 十 2k&) 十 1。 由 奇数 定义 ， 可 以 得 到 结论 nx 是 奇数 ( 它 是 一 个 整数 的 2 倍 再 加 1)。 因 此 ， 
我 们 证 明了 如 果 n 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 可 

包 网 给 出 一 个 直接 证 明 : 如 果 m 和 nn 都 是 完全 平方 数 ， 那么 nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 
(一 个 整数 a 是 一 个 完全 平方 数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 使 得 一 矿 。) 

解 ” 为 了 构造 这 个 定理 的 一 个 直接 证 明 ， 我 们 假定 这 个 条 件 语 句 的 前 提 为 真 ， 即 假定 
和 nn 都 是 完全 平方 数 。 由 完全 平方 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 s 和 t 使 得 m= 二 ， n= 二。 证 明 的 
目的 是 证 明 当 mx 和 nn 是 完全 平方 数 时 mn 也 必须 是 完全 平方 数 。 通 过 用 s 替换 mm 以 及 用 蔡 
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换 xn， 我 们 就 能 看 到 如 何 朝 着 目标 进行 证 明了 。 这 就 得 到 mn 二 ss 。 故 再 由 乘法 交换 律 和 结合 
律 ， 可 得 xn 二 二 (ss) (tf) 二 (81) (st) 二 (5t)*。 由 完全 平方 数 的 定义 可 得 ，mn 也 是 一 个 完全 平 
方 数 ， 因 为 它 是 st 的 平方 ， 这 里 st 为 一 整数 。 这 就 证 明了 如 果 m 和 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 
nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 吉 


1.7.6 反 证 法 

和 二 接 证 明 法 从 定理 的 假设 导向 结论 。 它 们 从 前 提 开 始 ， 继 续 一 连 串 的 推演 ， 最终 以 结论 作 
为 结束 。 然 而 ， 我 们 会 发 现 尝试 直接 证 明 法 有 时 候 会 走 进 死胡同 。 我 们 需要 其 他 方法 来 证 明 形 
如 YzxCP(z) 一 Q(x)) 的 定理 。 不 采用 直接 证 明 法 ， 即 不 从 前 提 开 始 以 结论 结束 来 证 明 这 类 定理 
的 方法 叫 作 间接 证 明 法 。 

一 类 非常 有 用 的 间接 证 明 法 称 为 反 证 法 (proof by contraposition) 。 反 证 法 利用 了 这 样 一 个 
事实 : 条 件 语句 p>g 等 价 于 它 的 逆 否 命题 ag 一 p。 这 意味 着 条 件 语句 p->g 的 证 明 可 以 通过 
证 明 它 的 闭 否 命题 ?9g->= 为 真 来 完成 。 用 反 证 法 证 明 p>g 时 ， 我们 将 -9 作为 前 提 ， 再 用 公 
理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 以 及 推理 规则 ， 证 明 ”z 必须 成 立 。 我 们 用 两 个 例子 来 解释 反 
证 法 。 这 些 例子 表明 当 不 容易 找到 直接 证 明 时 用 反 证 法 会 很 有 效 。 

证 明 如 果 n 是 一 个 整数 且 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 

解 ” 我 们 首先 尝试 直接 证 明 。 为 构建 直接 证 明 ， 首 先 假设 3n 十 2 是 奇 整数 。 由 奇数 的 定义 ， 
我 们 知道 存在 某 个 整数 使 得 3n 十 2 二 2k 十 1。 我 们 能 由 此 证 明 是 奇数 吗 ? 我 们 可 以 看 到 3n 十 
1 二 2k， 但 似乎 没有 任何 直接 的 方式 可 以 得 出 n 是 奇数 的 结论 。 由 于 直接 证 明 的 尝试 失败 ， 我 们 
接 下 来 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假设 条 件 语句 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”的 结论 是 假 的 ， 也 
就 是 说 ,假设 是 偶数 。 于 是 由 偶数 定义 可 知 ， 存 在 某 个 整数 有 n= 二 2&。 把 n 用 2k 代 入 ， 
得 到 3n 十 2 二 3(2k&) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 这 就 告诉 我 们 3n 十 2 是 偶数 (因为 它 是 2 的 倍数 )， 
因此 不 是 奇数 。 这 是 定理 前 提 的 否定 。 因 为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 着 前 提 为 假 ， 所 以 原来 
的 条 件 语句 为 真 。 这 样 反 证 法 就 成 功 了 ， 我 们 证 明了 定理 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 ”是 
奇数 ”。 习 

证 明 如 果 n= 二 ab， 其 中 a 和 吃 是 正 整 数 ， 那 么 < 委 wz 或 者 上 过 Vm 。 

解 ” 因 为 没有 简单 明了 的 方法 能 从 等 式 n= 二 ab( 其 中 a 和 8 是 正 整数 ) 直 接 证 明 a 过 Vn 或 者 
b 过 Yn ， 所 以 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假定 条 件 语句 “如 果 n= 二 ab， 其 中 a 和 6。 是正 整 数 ， 那 么 a 过 Vn 或 者 
b 之 Vn ”的 结论 为 假 。 也 就 是 说 ,假定 (a 过 Yn )V(5 志 Vn ) 为 假 。 由 析 取 的 含义 和 德 。 摩根 
律 可 知 ， 这 蕴含 着 (a 过 Vn) 和 (65 过 Yn ) 都 为 假 。 这 又 蕴含 着 a 之 Vm 并 且 b5 放 Vn 。 我 们 将 两 
个 不 等 式 相 乘 ( 用 到 的 事实 是 如 果 0 二 :二 1 且 0 二 wu 二 wv， 那么 sx<to) 得 到 中 之 va Vn = 二 n。 这 
表明 ab 和 关 2， 与 命题 n 二 ab 世上 盾 。 

因为 条 件 语 句 结论 的 否定 蕴含 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 语句 为 真 。 这 里 反 证 法 是 可 行 
的 ， 我 们 证 明了 如 果 n= 二 a5， 其 中 a 和 2 是 正 整 数 ， 那 么 < 委 Vn 或 者 6 三 vn。 4 

空 证 明和 平凡 证 明 当 我 们 知道 p 为 假 时 ， 能 够 很 快 证 明 条 件 语句 p->g 为 真 ， 因 为 当 p 为 
假 时 p->g 一 定 为 真 。 因 此 ， 如 果 能 证 明 p 为 假 ， 那 么 我 们 就 有 一 个 p>g 的 证 明 方 法 ， 称 为 空 证 
明 (vacuous proof)。 空 证 明 通 常用 于 证 明定 理 的 一 些 特例 ， 如 一 个 条 件 语句 对 所 有 正 整 数 均 为 真 
( 即 形 如 YnP(n) 的 定理 ， 其 中 P(n) 是 命题 艺 数 )。 

证 明 命 题 P(0) 为 真 ， 其 中 Pn) 是 “如 果 n 二 1， 则 ww 记 n”， 论 域 是 所 有 整数 的 集合 。 

解 注意 命题 PC0) 就 是 “如 果 0>>1， 则 0 六 0”。 我 们 可 以 用 空 证 明 来 证 P(0)。 事 实 上 ， 
前 提 0 之 1 为 假 。 所 以 P(0) 自动 地 为 真 。 总 
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评注 ”条件 语句 的 结论 0 二 0 为 假 与 该 条 件 语句 的 真 值 无 关 ， 因 为 前 提 为 假 的 条 件 语句 是 
确保 为 真 的 。 

证 明 如 果 nn 是 满足 10 二 nn 二 15 的 完全 平方 数 ， 则 nn 亦 是 一 个 完全 立方 数 。 

解 ” 注 意 到 在 10 委 ”" 委 15 范围 中 的 nn 没 有 完全 平方 数 ， 因 为 3 = 二 9 而 人 二 16。 故 语句 是 
满足 10 二 n 二 15 的 完全 平方 数 对 所 有 都 是 假 的 。 因 此 ， 要 证 明 的 语句 对 所 有 7 为 真 。 

如 果 知 道 结论 9 为 真 ， 我 们 也 能 够 很 快 就 证 明 条 件 语 句 p 一 q。 通 过 证 明 9 为 真 ， 可 以 推出 
bd 一定 为 真 。 用 9 为 真 的 事实 来 证 明 pg 的 方法 叫 作 平凡 证 明 (trivial proof) 。 平 凡 证 明 方 
法 常常 是 很 重要 的 ， 尤 其 是 要 证 明定 理 的 一 些 特例 时 ( 见 1. 8 节 分 情形 证 明 的 讨论 ) 以 及 在 数学 
归纳 法 的 证 明 中 。 

设 P(n) 是 “如 果 a 和 2 是 满足 a 三 b 的 正 整 数 ， 则 a 三 8 ”， 其 中 论 域 是 所 有 非 负 整 
数 的 集合 。 证 明 命 题 P(0) 为 真 。 

解 ” 命 题 P(0) 是 “如 果 a 宇 bp， 则 :a 宇 B”。 因 为 a = 二 = 二 1， 所 以 条 件 语句 “如 果 a 宇 b， 
则 a" 三 ”的 结论 为 真 。 从 而 条 件 语句 P(0) 为 真 。 这 是 平凡 证 明 法 的 一 个 例子 。 注 意 前 提 
“a 宇 b” 在 这 个 证 明 里 用 不 到 。 本 

证 明 的 小 策略 ”我们 已 经 阐述 了 证 明 形 如 VY x(CP(x) 一 Q(x)) 的 定理 的 两 种 重要 方法 : 直接 
证 明 法 和 反 证 法 。 我 们 还 给 出 了 示例 说 明 如 何 使 用 每 种 方法 。 然 而 ， 当 面临 证 明 形 如 
YzCPCz) 一 QGCz)) 的 定理 时 ， 你 会 选择 哪 一 种 方法 试图 去 证 明 它 呢 ? 这 里 我 们 提供 一 些 经 验 法 
则 ,在 1.8 节 将 用 更 大 篇 幅 详细 讨论 证 明 策 略 。 

当 想 要 证 明 形 如 VY x(P(z) 一 Q(z)) 的 命题 时 ， 首 先 评估 直接 证 明 法 是 否 可 行 。 可 以 通过 展 
开 前 提 中 的 定义 开始 。 通 过 利用 这 些 前 提 ， 结 合 公 理 和 可 用 的 定理 进行 推理 。 如 果 直 接 证 明 法 
得 不 到 什么 结果 ， 比 如 不 像 例 3 和 例 4 那样 有 一 个 清晰 的 方法 可 以 利用 假设 来 得 到 结论 ， 则 可 
以 尝试 反 证 法 来 证 明之 。( 很 难 从 诸如 xz 是 无 理 数 或 x 关 0 这 样 的 假设 来 进行 推理 ， 这 个 线索 也 
告诉 你 间接 证 明 可 能 是 最 好 的 办 法 。) 

回顾 一 下 ， 在 反 证 法 中 要 假定 条 件 语句 的 结论 为 假 ， 并 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 这 和 殖 含 着 前 
提 必 为 假 。 通常 你 会 发 现 反 证 法 很 容易 从 结论 的 否定 出 发 来 构造 。 例 8 和 例 9 展示 了 这 种 策 
略 。 在 每 个 例子 中 ， 注 意 到 当 没 有 明显 的 直接 证 明 方法 时 ， 反 证 法 是 相当 简单 明了 的 。 

在 给 出 例子 前 ， 我们 需要 一 个 定义 。 


i 






证 明 两 个 有 理 数 之 和 是 有 理 数 。( 注 意 如 果 这 里 要 包含 隐 含 量词 ， 我 们 要 证 明 的 定理 scrpes》 
就 是 :“ 对 于 每 个 实数 > 和 每 个 实数 ;， 如 果 r 和 s 是 有 理 数 ， 则 r 十 s 是 有 理 数 ,) 

解 ” 首 先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 + 和 s 是 有 理 数 。 由 有 理 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 p 和 9g 
(g 关 0) 使 得 + 二 p/q， 存 在 整数 1 和 w(wu 关 0) 使 得 ;二 t/u。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 x 十 s 是 有 理 数 
吗 ? 即 我 们 能 否 找 到 整数 v 和 ww 使 得 x 十 ;二 v/w 且 w 关 0? 

有 了 寻找 整数 v 和 ww 的 目标 ,我 们 把 r= 二 p/gq 和 ss 二 t/u 相 加 ， 用 gu 作为 公分 母 ， 得 到 

i 一 站 

因为 g 关 0 且 wu 了 关 0， 所 以 gu 了 0。 因 此 ， 我们 已 经 把 r 十 s 表示 为 两 个 整数 v= pu 十 qt 和 也 一 qz 
的 比值 ， 其 中 w 隆 0。 这 意味 着 r 十 ; 是 有 理 数 。 我 们 证 明了 两 个 有 理 数 之 和 是 有 理 数 ,寻求 直 
接 证 明 的 尝试 成 功 了 ，。 号 

证 明 如 果 nn 是 整数 日 n* 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 

解 ” 首 先 尝 试 直接 证 明 法 。 假 设 n 是 整数 且 n 是 奇数 。 由 奇数 的 定义 ， 存 在 整数 使 得 
n’ 二 2k 十 1。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 是 奇数 吗 ? 似乎 没有 显而易见 的 方法 来 证 明 n 是 奇数 ， 
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因为 求解 n 会 得 出 等 式 n = 十 V2k 十 1 ， 而 这 毫 无 用 处 。 

因为 直接 证 明 法 的 尝试 没有 见效 ， 所 以 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 我 们 将 语句 “nn 不 是 奇 
数 ” 作 为 前 提 。 因 为 每 个 整数 不 是 奇数 便 是 偶数 ， 这 意味 着 n 为 偶数 。 这 蕴含 存在 整数 使 得 
7 二 2&。 为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 需 证 明 这 个 前 提 列 含 着 结论 “7 不 是 奇数 ”， 即 n* 是 偶数 。 
我 们 能 用 xi 一 2 实现 这 个 目标 吗 ? 在 这 个 等 式 两 边 取 平 方 ， 可 得 二 4 及 二 2(2k*)， 这 蕴含 着 
7 也 是 偶数 ， 因 为 n 二 2:， 其 中 1 二 2& 。 这 样 就 证 明了 如 果 n 是 整数 且 n” 是 奇数 ， 则 nn 是 奇 
数 。 寻 找 反 证 法 的 尝试 成 功 了 。 网 


1.7.7 归 雇 证 阴 法 

假设 我 们 要 证 明 命 题 p 是 真 的 。 再 假定 我 们 能 找到 一 个 矛盾 式 g 使 得 jp 一 g 为 真 。 因 为 gq 
是 假 的 ， 而 -jp>g 是 真 的 ， 所 以 我 们 能 够 得 出 结论 1p 为 假 ， 这 意味 着 p 为 真 。 怎 样 才 能 找到 
一 个 矛盾 式 g 以 这 样 的 方式 帮助 我 们 证 明 p 是 真 的 呢 ? 

因为 无 论 r 是 什么 ,命题 r+ 人 -7 就 是 矛盾 式 ， 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 对 某 个 命题 r，-p 一 
(r 人 Dr) 为 真 ， 就 能 证 明 p 是 真 的 。 这 种 类 型 的 证 明 称 为 归 廖 证明 法 (proof by contradiction ) 。 
由 于 归 雇 证明 法 不 是 直接 证 明 绪论 ， 所 以 它 是 另 一 种 间接 证 明 法 。 下面 给 出 3 个 归 廖 证 明 的 例 
子 。 第 一 个 例子 是 铝 梨 原理 (将 在 3;2 节 深 入 介绍 的 一 种 组 合 学 技术 ) 的 应 用 。 

证 明 任 意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 

解 ” 令 pp 为 命题 “任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 ”。 假 设 如 为 真 。 这 意味 
着 22 天 中 至 多 有 3 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 因 为 一 个 星期 有 7 天 ， 这 蕴含 至 多 可 以 选择 21 
天 ， 对 于 每 星期 的 同一 天 ， 最 多 可 以 选 三 天 属于 这 一 天 。 这 个 与 我 们 题 中 有 22 天 的 前 提 相 了 矛 
盾 。 也 就 是 说 ， 如 果 r 是 命题 “22 天 ”， 则 我 们 已 经 证 明了 pz 一 (CrA 人 nr)。 所 以 ,我们 知道 p. 
是 真 的 。 我 们 证 明了 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 二 

通过 归 雇 证 明 法 来 证 明 V2 是 无 理 数 。 

解 ” 设 pp 是 命题 “V2 是 无 理 数 ”"。 要 采用 归 雇 证 明 法 ， 我 们 假定 4p 为 真 。 注 意 ~p 表示 命 
题 “并 非 V2 是 无 理 数 ”， 这 就 是 说 V2 是 有 理 数 。 我 们 将 证 明 假 设 -~p 为 真 会 导致 予 盾 。 

如 果 V2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a 和 2 满足 V2 = 二 a/b5， 其 中 5 取 0 并 且 a 和 46 没有 公 因 子 ( 这 


样 分 数 a/b 是 既 约 分 数 。)( 这 里 用 到 了 事实 : 每 个 有 理 数 都 能 写成 既 约 分 数 )。 因 为 V2 二 a/b， 
当 这 个 等 式 的 两 端 取 平方 时 ， 可 得 出 


人 
因此 ， 

25 一 和 
根据 偶数 的 定义 可 得 a 是 偶数 。 接 下 来 我 们 用 到 一 个 基于 练习 18 的 事实 : 如 果 a 是 偶数 ， 则 
a 也 一 定 是 偶数 。 为 外 ， 因 为 a 是 偶数 ， 由 偶数 的 定义 ， 存 在 某 个 整数 c 有 a 二 2c<。 这 样 ， 

2b" = 4 
等 式 两 边 除 以 2 得 ; 

b = 2c 
由 偶数 定义 ， 这 意味 着 4 是 偶数 。 再 次 应 用 事实 : 如 果 一 个 整数 的 平方 是 偶数 ， 那 么 这 个 数 
自身 也 一 定 是 偶数 ， 我 们 得 出 结论 2 也 必然 是 偶数 。 

现在 ， 我们 证 明了 假设 -jp 导致 等 式 V2 = 二 a/b5， 其 中 a 和 6 没有 公 因 子 , 但 a 和。 都 是 偶 

数 ， 即 2 整除 a 和 5。 注 意 命题 V2 = 二 a/5， 其 中 a 和 6 没有 公 因 子 ， 这 意味 着 ,特别 是 ，2 也 不 
能 整除 a 和 和 65。 因为 我 们 的 假设 -jp 导致 2 整除 a 和 46 与 2 不 能 整除 a 和 6 的 处 盾 ， 所 以 -J 一 定 


是 假 的 。 即 命题 p 是 “V2 是 无 理 数 ”是 真 的 。 我 们 证 明了 V2 是 无 理 数 。 4 
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归 廖 证 明 法 可 以 用 于 证 明 条 件 语 句 。 在 证 明 中 ， 我 们 首先 假设 结论 的 否定 为 真 。 然 后 采用 
定理 的 前 提 和 结论 的 否定 来 得 到 一 个 矛盾 式 。( 这 样 证 明 是 有 效 的 原因 是 基于 p 一 g 与 
( 力 人 9)- 一 了 上 是 逻辑 等 价 的 。 想 要 了 解 这 些 语句 是 等 价 的 ， 很 容易 注意 到 每 个 语句 只 在 一 种 情 
况 下 为 假 ， 即 当 p 为 真 且 9g 为 假 时 。) 

注意 ， 我 们 可 以 把 一 个 条 件 语 名 的 反 证 改写 成 归 廖 证 明 。 在 pg 的 反 证 里 ， 假定 -9 为 
真 。 然 后 证 明 -jp 也 必然 为 真 。 为 了 把 如 >~d 的 反 证 改写 成 归 座 证 明 ， 假定 p 和 -9 都 为 真 。 然 
后 利用 -gq 一 ~p 的 证 明 步 骤 来 证 明 -.p 也 必然 为 真 。 这 样 导 出 了 矛盾 式 p 人 ~-p， 从 而 完成 归 雇 证 
明 。 例 11 解 释 条 件 语句 的 反 证 如 何 改写 成 归 廖 证 明 的 。 

用 归 雇 法 证 明定 理 “ 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 n 是 奇数 ”， 

解 ” 假 定 pp 表示 “3n 十 2 是 奇数 ”，g 表示 “nn 是 奇数 ”。 为 构造 归 诬 证 明 ， 假 设 p 和 -49 都 
为 真 。 也 就 是 假设 3n 十 2 是 奇数 而 nn 不 是 奇数 。 因 为 n 不 是 奇数 ， 所 以 n 是 偶数 。 因 为 n 偶数 ， 
所 以 存在 整数 上 使 得 n 二 2k。 这 蕴含 着 3n 十 2 二 3(2k) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 由 于 3n 十 2 是 21， 
这 里 t==3k 十 1， 所 以 3n 十 2 是 偶数 。 注 意 语句 “3n 十 2 是 偶数 ”等 价 于 语句 1p， 因 为 一 个 整数 
是 偶数 当 且 仅 当 它 不 是 奇数 。 由 于 p 和 -1p 都 为 真 ， 所 以 得 出 一 个 矛盾 式 。 这 完成 了 一 个 归 诬 
证 明 ， 证 明了 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 n 是 奇数 。 | 

注意 我 们 也 可 以 用 归 诬 法 证 明 p>g 是 真 的 ， 通 过 假设 p 和 -9 都 为 真 来 证 明 9 也 一 定 为 
真 。 这 蕴含 着 g 和 -9 都 为 真 ， 导 致 矛 盾 。 这 一 点 告诉 我 们 ， 可 以 将 一 个 直接 证 明 转 变 为 一 个 
归 廖 证明。 

等 价 证 明 法 为 了 证 明 一 个 双 条 件 命 题 的 定理 ， 即 形 如 p>9g 的 语句 ， 我 们 证 明 p>g 和 
q*>p 都 是 真 的 。 这 个 方法 的 有 效 性 是 建立 在 重 言 式 的 基础 上 : 

(Psg)ersts > G2) Ng DB 

证 明定 理 “ 如 果 nn 是 整数 ， 则 nn 是 奇数 当 上 且 仅 当 n? 是 奇数 ”。 

解 ”这 个 定理 具有 这 样 的 形式 “Pp 当 且 仅 当 q”"， 其 中 pb 是 “nn 是 奇数 ”而 gq 是 “nm 是 奇 
数 ”。 (通常 可 以 不 显 式 地 表达 全 称 量化 .) 为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 证 明 p>g 和 gq 一 p 都 为 真 。 

我 们 已 经 (在 例 1 中 ) 证 明了 p>9 为 真 且 ( 在 例 9 中 )g>p 为 真 。 

因为 已 经 证 明了 p>g 和 gq 一 p 都 为 真 ， 所 以 也 就 证 明了 这 个 定理 为 真 。 本 

有 时 候 一 个 定理 会 阐述 多 个 命题 都 是 等 价 的 。 这 样 的 定理 阐述 命题 p,，p,，p;，…， 上 pp， 
都 是 等 价 的 。 这 可 以 写成 

办 
这 就 是 说 ， 所 有 个 命题 都 具有 相同 的 真 值 ， 因 此 对 所 有 的 i 和 7， 其 中 1 二 i<&n, 1j 二 n,， pp， 
和 p; 是 等 价 的 。 证 明 这 些 命题 互相 等 价 的 一 种 方式 是 使 用 永 真 式 
Dp ps ps( pi pa ALD— pl A A (pr) 
这 说 明 ， 如 果 可 以 证 明 个 条 件 语 句 轧 E 一 全 都 为 真 ， 则 命题 pi, Pp:; 
ps，*"…，p, 都 是 等 价 的 。 

这 个 方法 比 证 明 对 所 有 的 i 了 关 j，1 二 :二 n，1 志 三 mn， 都 有 户 一 户 (注意 这 里 有 之 一 2 个 这 样 
的 条 件 语句 ) 更 加 有 效 。 

当 要 证 一 组 命题 等 价 时 ， 我 们 可 以 建立 一 个 条 件 语句 链 ， 条 件 语句 的 选择 只 要 能 够 保证 从 
任 一 个 语句 出 发 都 能 通过 这 个 链 到 达 另 一 个 语句 。 例 如 ， 通 过 证 明 p. 一 ps、ps 一 p，、ps 一 pi， 
就 能 够 证 明 p, 、p,、p; 是 等 价 的 。 

证 明 下 列 三 个 关于 整数 n 的 语句 是 等 价 的 : 


名 ” 原 书 这 里 使 用 的 符号 是 错 的 ， 应 该 使 用 1 三 p 寺 ps 三 … 二 pn。 注意， 三 是 命题 之 间 的 关系 符 ， 表明 这 个 命 
题 具 有 相同 的 真 值 ; 而 > 是 连接 词 ， 经 由 连接 词 连接 的 结果 是 一 个 复合 命题 。 一 一 译 者 注 
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pi: n 是 偶数 

p;: 7 一 1 是 奇数 

ps: n 是 偶数 

解 ” 可 以 通过 证 明 条 件 语句 妨 一 如， 妨 一 加 和 p; 一 pp 都 为 真 来 证 明 这 些 语 名 是 等 价 的 。 

用 直接 证 明 来 证 明 p; 一 p; 为 真 。 假 定 1 为 偶数 。 则 存在 整数 k， 有 n= 二 2k。 因 此 ，n 一 1= 
2k 一 1 二 2(k 一 1) 十 1。 这 意味 着 2 一 上 是 奇数 ， 因 为 它 形 如 2m 十 1， 其 中 加 二 一 1。 

还 是 用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 p;。 现 在 假定 n 一 1 是 奇数 。 则 存在 整数 k，， 有 nn 一 1 二 2k 十 1。 
因此 ，n 二 2k 十 2, 而 蚤 二 (2k 十 2)*= 二 4 有 十 8 十 4 二 2(2k* 十 很 十 2)。 这 意味 着 mn* 是 整数 2k 十 
4k 十 2 的 2 信 ， 所 以 nw 是 偶数 。 

要 证 明 pp ， 可 以 用 反 证 法 。 即 证 明 如 果 不是 偶数 ， 则 nw 也 不 是 偶数 。 这 等 同 于 证 
明 如 果 nn 是 奇数 ,那么 n* 是 奇数 ， 这 在 例 1 中 已 被 证 明 。 证 毕 。 这 

反例 证 明 法 1.4 节 曾 提 到 要 证 明 形 如 VzP(z) 的 语句 为 假 ， 只 要 能 找到 一 个 反例 ， 即 存 
在 一 个 例子 x 使 P(x) 为 假 即 可 。 当 我 们 遇 到 一 个 形 如 VYzxP(x) 的 语句 时 ， 而 我 们 又 相信 它 是 
假 的 ， 或 者 所 有 的 证 明 尝 试 都 失败 了 ， 就 可 以 寻找 一 个 反例 。 我 们 用 例 15 来 说 明了 反例 证 明 
法 的 应 用 。 

证 明 语 名 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 

解 ” 为 了 证 明 此 语句 为 假 ， 我 们 寻找 一 个 反例 ， 即 寻找 一 个 特殊 的 整数 ， 它 不 是 两 个 数 的 
平方 和 。 很 快 就 能 发 现 反 例 ， 因 为 3 不 能 写成 两 个 数 的 平方 和 。 为 表明 确实 如 此 ， 注 意 不 超过 
3 的 完全 平方 数 只 有 0 =0 和 1 1。 再 者 ，0、1 的 任意 两 项 相 加 之 和 都 得 不 出 3。 因 此 ， 我 们 
证 明了 “每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 志 


1.7.8 证 明 中 的 错误 

在 构造 数学 证 明 时 容易 犯 许多 常见 错误 。 这 里 简 述 其 中 的 一 些 错 误 。 这 当中 最 常见 的 错误 
是 算术 和 基本 代数 方面 的 。 其 至 职业 数学 家 也 会 犯 这 种 错误 ,尤其 是 在 处 理 复杂 的 公式 时 。 每 
当 进 行 这 样 的 计算 时 都 应 当 尽 可 能 仔细 地 检查 (你 还 应 当 复 习 一 下 基本 代数 中 的 一 些 难点 )。 

数学 证 明 的 每 一 步 都 应 当 是 正确 的 ， 并 且 结 论 必须 从 之 前 的 步骤 中 逻辑 地 导出 。 许 多 错误 
是 源 于 引入 了 不 是 前 面 步骤 得 出 的 逻辑 推导 。 下 面 的 例 16 一 18 说 明了 这 一 点 。 

下 面 这 个 著名 的 1=2 的 所 谓 “ 证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“证 明 ” ”步骤 如 下 ， 其 中 a 和 4 是 两 个 相等 的 正 整数 。 


步骤 理由 

l]. a=6b 给 定 的 前 提 

2。a“ 三 (1) 两 边 乘 以 a 

3. a —b=ab—b (2) 两 边 减 去 六 

4. (a—b) (a+b)=b(a—b) (3) 两 边 分 解 因 式 

5. a 二 b=b (4) 两边 除 以 a 一 0 

Gb= (5) 把 a 替换 成 6b， 因为 a 二 5b 并 化 简 

Po. tl (6) 两 边 除 以 5 

解 除了 步骤 5 两 边 除 以 (a 一 0) 之 外 ， 每 个 步骤 都 有 效 。 错 误 在 于 a 一 b 等于零。 一 个 等 
式 两 边 用 同一 个 数 相 除 只 有 在 除数 不 是 零 时 才 是 有 效 的 。 本 


下 面 这 个 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” ”如果 ww 是正 数 ， 则 nn 是 正 数 ， 

“证 明 ” ”假定 六 是 正 数 。 因 为 条 件 命题 “如 果 n 是 正 数 ， 则 ww 是 正 数 ”为 真 ， 所 以 可 以 
得 出 nn 是正 数 。 

解 ” 令 P(W) 为 “nn 是 正 数 "，Q(n) 为 “mw 是正 数 "。 则 前 提 是 QGz) 。 命 题 “ 如 果 交 是 正 数 ， 
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则 mx 是 正 数 ” 也 就 是 语句 YnCP(n) 一 Q(n))。 从 前 提 Q(n) 和 语句 Yn(P(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 
结论 P(Cz) ， 因 为 没有 有 效 的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 肯定 结论 的 廖 误 示例 。 一 个 反例 
是 当 n= 二 一 1 时 ,二 1 为 正 数 ， 但 2 却 是 负数 。 本 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 不 是 正 数 ， 则 nn* 不 是 正 数 。( 这 是 例 17 中 “定理 ”的 遂 否 命题 。) 

“证 明 ” ”假定 不 是 正 数 。 因 为 条 件 语句 “如 果 n 是 正 数 ， 则 x 是 正 数 ”为 真 ， 所 以 可 
得 wn 不 是 正 数 。 

解 ” 令 PC) 和 Qn) 如 例 17 所 示 。 则 前 提 是 PCz) ， 语 名 “如 果 站 是正 数 ， 则 交 是 正 数 ” 
是 语句 YnCP(n) 一 Qn))。 从 前 提 -JjPCn) 和 YnCP(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 Ql(n)， 因 为 没有 有 效 
的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 否定 假设 的 谬误 示例 。 如 例 16 那样 ，n 二 一 1 即 为 反例 。 司 

最 后 ， 简 要 讨论 一 种 比较 难 应 付 的 错误 。 许 多 不 正确 的 论证 都 基于 一 种 称 为 窃取 论题 的 诬 
误 。 当 证 明 的 一 个 或 多 个 步骤 基于 竺 证明 命 题 的 真实 性 时 ， 就 会 发 生 这 样 的 廖 误 。 换 名 话说 ， 
当 命 题 使 用 自身 或 等 价 于 自身 的 命题 来 进行 证 明 时 会 产生 这 种 诬 误 。 所 以 这 种 座 误 也 称 为 循环 
推理 。 

下 面 的 论证 是 否 正确 ? 这 里 假定 要 证 明 当 ww 是 偶 整数 时 是 一 个 偶 整数 。 

假定 w 是 偶数 ， 则 存在 某 个 整数 上 使 n* = 二 2&。 令 n=21:， 其 中 i 是 某 个 整数 。 这 证 明了 nn 
是 偶数 。 

解 ” 这 个 论证 不 正确 。 证 明 中 出 现 了 语句 “ 令 "一 2/， 其 中 2! 是 某 个 整数 ”。 证 明 中 没有 给 
出 论证 说 明 nn 可 以 写 为 2L4， 其 中 1 为 某 个 整数 。 这 是 一 个 循环 论证 ， 因 为 这 个 命题 等 价 于 待 证 
的 命题 ( 即 n 是 偶数 )。 当 然 ， 结 果 本 身 是 正确 的 ， 只 是 证 明 方 法 不 对 。 本 

在 证 明 中 犯错 是 学 习 过 程 的 一 部 分 。 当 你 犯 了 某 个 错误 并 被 别人 发 现时 ， 应 该 仔细 分 析 哪 
里 出 了 错误 并 确保 不 再 犯 同 样 的 错误 。 即 使 是 职业 数学 家 在 证 明 时 也 会 犯错 误 。 有 些 重要 绪论 
的 错误 证 明 常 常会 轧 弄 人 们 ， 许 多 年 以 后 才 发 现 其 中 的 细微 错误 。 这 种 情况 并 不 少见 。 


1.7.9 良好 的 开端 

我 们 已 经 开发 了 一 个 基本 的 证 明 方法 库 。 在 下 一 节 将 介绍 其 他 重要 的 证 明 方法 。 第 3 章 将 
介绍 组 合 证 明 的 概念 。 

本 节 介 绍 了 形 如 YzCP(Cz) 一 QGCz)) 定 理 的 几 种 证 明 方法 ， 包 括 直接 证 明 法 和 反 证 法 。 有 许 
多 定理 通过 直接 利用 前 提 和 定理 中 名 词 的 定义 很 容易 构造 其 证 明 。 不 过 ， 要 是 不 借助 于 灵活 地 
利用 反 证 法 或 归 廖 证明， 或 其 他 的 证 明 技 术 ， 证 明 一 个 定理 通常 还 是 很 困难 的 。 在 1. 8 节 中 ， 
我 们 会 讲述 证 明 策 略 。 我 们 会 描述 当 直观 的 方法 行 不 通 时 可 用 于 寻找 证 明 的 各 种 方法 。 构 造 证 
明 是 一 种 只 能 通过 体验 来 学 习 的 艺术 ， 这 体验 包括 写 证 明 、 让 他 人 评论 你 的 证 明 ， 以 及 阅读 和 
分 析 其 他 证 明 。 


奇数 编号 练习 

1. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 和 是 偶数 。 

3. 用 直接 证 法 证 明 偶数 的 平方 是 偶数 。 

5. 证 明 如 果 m 十 xn 和 十 p 都 是 偶数 ， 其 中 mw、n 和 p 都 是 整数 ， 那 么 m 十 p 也 是 偶数 。 你 用 的 是 什么 证 
明 方 法 ? 

7. 用 直接 证 法 证 明 每 个 奇数 都 是 两 个 平方 数 的 差 。[ 提 示 : 找 出 上 十 1 和 上 的 平方 数 的 差 值 ， 这 里 上 是 一 
个 正 整 数 。j 

9. 使 用 归 诬 法 证 明 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 之 和 是 无 理 数 。 

11. 证 明 或 反驳 两 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

13. 证 明 如 果 xz 是 无 理 数 ， 则 1/z 是 无 理 数 。 


15. 证 明 如 果 z 是 无 理 数 且 xz 宝 0， 则 Vz 也 是 无 理 数 。 


| 
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17. 使 用 反 证 法 证 明 如 果 zx 十 y 亏 2， 这 里 工 和 >y 是 实数 ， 那么 x 三 1 或 者 y 人 1。 
19. 证 明 如 果 是 整数 而 且 n; 十 5 是 奇数 ， 则 对 是 偶数 。 使 用 


a) 反 证 法 证 明 b) 归 诬 法 证 明 
21. 证 明 命 题 P(0)， 其 中 P(n) 是 命题 “如 果 n 是 个 大 于 1 的 正 整数 ， 则 x 二 na”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 
方法 ? 


23. 设 P(n) 是 命题 “如 果 a 和 4b 是 正 实数 ， 则 (a 十 b)" 宇 a” 十 ”。 证明 P(1) 为 真 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 
明 方 法 ? 

25. 证 明 在 任意 64 天 中 至 少 有 10 天 在 每 星期 的 同一 天 里 。 

27. 用 归 雇 法 证 明 没有 有 理 数 7 使 得 x 十 r 十 1 二 0。[ 提 示 ; 假设 r=a/b 是 一 个 根 、 这 里 和 2 是 整数 且 
a/b 是 既 约 分 数 。 通 过 乘 以 太 得 到 一 个 整数 的 等 式 。 再 看 看 a 和 6 是 否 分 别 是 奇数 或 偶数 。j 

29. 证 明 如 果 有 是正 整数 ， 则 是 奇数 当 且 仅 当 5n 十 6 是 奇数 。 

31. 证 明 或 反 驶 如 果 m 和 nn 是 使 得 mn 二 1 的 整数 ， 则 m==1 且 n= 二 1, 或 者 m= 一 1 且 n= 二 一 1。 

33. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (D3z 十 2 是 偶数 ; (iDz 十 5 是 奇数 ; (ii)z? 是 偶数 。 

35. 证明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (Dz 是 无 理 数 ; (ii)3zx 十 2 是 无 理 数 ; (iii)zx/2 是 无 理 数 。 

37. 下 列 求解 方程 Vz 十 3 = 3 一 z 的 步骤 是 否 正 确 ?(1) Vz 二 3 = 3 一 工 ， 已 知 ; (2)z 十 3 三 z 妇 一 6z 十 9， 
(1) 式 两 边 取 平方 ; (3)0= 二 x 一 7x 十 6，(2) 式 两 边 都 减 去 x 十 3; (4)0= 二 (x 一 1)(x 一 6)， 对 《3) 式 左边 
进行 因 式 分 解 ; (5)x= 二 1 或 x 二 6， 因 为 ab 二 0 蕴含 a 二 0 或 5 二 0， 所 以 从 (4) 可 得 到 解 。 

39. 证 明 ; 可 以 通过 证 明 条 件 语句 加 一 如、zp 一 加 、 加 一 加 、z 加 一 加 和 ps 一 ps 来 证 明 命题 p, 、p;,、p;、 
pt 和 ps 是 等 价 的 。 

41. 证 明 在 实数 wa ，as ，…，w 中 至 少 有 一 个 数 大 于 或 等 于 这 些 数 的 平均 值 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 方 法 ? 

43. 证 明 如 果 n 是 整数 ， 则 下 面 4 个 语句 是 等 价 的 ， (iDz 是 偶数 ; (iDn 十 1 是 奇数 ; (iii)3z 十 1 是 奇数 ; 
(iv)3n 是 偶数 。 


1.8 证 明 的 方法 和 策略 


1.8.1 引言 

1.7 节 介 绍 了 各 种 不 同 的 证 明 方 法 ， 并 说 明 每 一 种 方法 如 何 使 用 。 本 节 将 继续 这 方面 的 讨 
论 。 我 们 将 介绍 几 种 其 他 常用 的 证 明 方 法 ， 包 括 分 别 考虑 不 同情 形 进行 定理 证 明 的 方法 。 我 们 
还 将 讨论 具有 预期 性 质 的 事物 的 存在 性 证 明 方 法 。 

1.7 节 只 简要 讨论 了 构造 证 明 的 策略 。 这 些 策略 包括 选择 证 明 方法 ， 然 后 基于 该 方法 一 步 
一 步 地 成 功 构 造 论 证 。 在 开发 了 多 功能 的 证 明 方 法 库 之 后 ， 本 节 将 研究 关于 证 明 的 艺术 和 科学 
方面 的 一 些 问 题 。 我 们 将 提供 如 何 寻 找 一 个 定理 的 证 明 的 一 些 忠 告 。 我 们 还 将 摘 述 一 些 窍门 ， 
包括 如 何 通 过 反 向 思维 和 通过 改编 现 有 证 明 来 发 现 证 明 。 

数学 家 工作 时 ， 会 拟定 猜测 并 试图 证 明 或 反 驶 之 。 这 里 通过 证 明 用 多 米 诺 或 其 他 形状 的 骨 
牌 来 拼接 棋盘 的 有 关 结 论 来 简要 描述 这 个 过 程 。 查 看 这 类 拼接 游戏 ， 我 们 将 能 够 迅速 形成 猜测 
并 证 明定 理 ， 而 无 须 先 开发 一 套 理 论 。 

本 节 最 后 将 讨论 开放 问题 所 起 的 作用 。 特 别 地 ， 我 们 会 讨论 一 些 有 趣 的 问题 ， 或 者 悬 而 未 
决 数 百年 后 被 解决 了 的 ， 或 者 仍然 是 开放 问题 。 


1.8.2 穷 举 证 明 法 和 分 情形 证 明 法 

有 时 候 采 用 单一 的 论证 不 能 在 定理 的 所 有 可 能 情况 下 都 成 立 ， 故 不 能 证 明 该 定理 。 现 在 介 
绍 一 种 通过 分 别 考虑 不 同 的 情况 来 证 明定 理 的 方法 。 该 方法 是 基于 现在 要 介绍 的 一 个 推理 规 
则 。 为 了 证 明 条 件 语句 

人 办 VV = 
可 以 用 永 真 式 
LB VY bY Yh Lh = 大 《= 太太 (p> q)] 

作为 推理 规则 。 这 个 推理 规则 说 明 可 以 通过 分 别 证 明 每 个 条 件 语句 p,->gq(i 二 1，2，…，nn) 来 
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证 明 由 命题 p ，p,，…，p, 的 析 取 式 组 成 前 提 的 原 条 件 语句 。 这 种 论证 称 为 分 情形 证 明 法 
(proof by cases)。 有 时 为 了 证 明 条 件 语句 p->9 为 真 ， 方便 的 做 法 是 用 析 取 式 py V ps VV Dp， 
代 蔡 p 作为 条 件 语 名 的 前 提 ， 其 中 pp 与 pV pV…V pp 是 等 价 的 。 

穷 举 证 明 法 ”有些 定 理 可 以 通过 检验 相对 少量 的 例子 来 证 明 。 这 样 的 证 明 叫 作 穷 举证 明 
法 (exhaustive proof，proof by exhaustion) ， 因 为 这 些 证 明 是 要 穷尽 所 有 可 能 性 的 。 一 个 穷 举 证 
明 是 分 情形 证 明 的 特例 ， 这 里 每 一 种 情形 涉及 检验 一 个 例子 。 下 面 给 出 穷 举 证 明 法 的 一 些 
例证 。 

证 明 如 果 nn 是 一 个 满足 x 三 4 的 正 整 数 时 ， 则 有 (n 十 1)’ 宇 3”。 

解 ”采用 穷 举 证 明 法 。 我 们 只 需 检 验 当 ?一 1，2，3，4 时 ，(z 十 1) 之 3 "成立 。 对 于 2 一 1， 
有 (7 十 1 大 三 2 = 二 8 而 3" 二 3 三 3 对 于 72， 有 (2 十 1 入 三 3 三 27 而 3 一 3 9 对 于 2 三 3， 有 
(n 十 1) "三 4 = 二 64 而 3” 二 3 三 27， 对 于 n= 二 4， 有 (n 十 1)”= 二 5 二 125 而 3" 王 3 一 81。 在 这 四 种 情 
况 的 每 一 种 情形 下 ， 都 有 (nn 十 1) 三 3"。 我 们 用 穷 举 证 明 法 证 明了 如 果 nn 是 一 个 满足 nn 三 4 的 正 
整数 ， 则 (nn 十 1) 宇 3”，。 本 

证 明 不 超过 100 的 连续 正 整 数 同时 是 索 次 数 的 只 有 8 和 9( 一 个 整数 是 察 次 数 (perfect 
power) 如 果 它 等 于 nw， 其 中 久 是 正 整 数 ，a 是 大 于 1 的 整数 )。 

解 ”采用 穷 举 证 明 法 。 特 别 地 ， 可 以 通过 下 面 的 方法 来 证 明 此 事实 ， 查看 不 超过 100 的 正 
整数 Xn， 首先 检查 n 是 否 是 上 帘 次 数 ， 如 果 是 ， 在 检查 n 十 1 是 否 也 是 窜 次 数 。 一 个 更 快捷 的 方法 
是 仅仅 查看 不 超过 100 的 所 有 和 需 次 数 并 检查 紧 挨 着 的 下 一 个 整数 是 否 也 是 窒 次 数 。 不 超过 100 
的 正 整 数 的 平方 有 1、4、9、16、25、36、49、64、81 和 100。 不 超过 100 的 正 整数 的 立方 有 
1、8、27 和 64。 不 超过 100 的 正 整 数 的 4 次 寡 有 1、16 和 81。 不 超过 100 的 正 整 数 的 5 次 宕 有 
1 和 32。 不 超过 100 的 正 整数 的 6 次 医 有 1 和 64。 除 了 1 以 处， 没有 高 于 6 次 的 正 整数 的 需 次 
数 不 超 过 100 的 。 观 察 不 超过 100 的 一 系列 医 次 数 ， 发 现 只 有 n= 二 8 是 仅 有 的 ?十 1 也 是 客 次 数 
的 震 次 数 。 即 2 = 二 8，3 二 9， 是 不 超过 100 的 唯一 两 个 连续 的 寡 次 数 。 者 

当 只 需要 检查 一 个 语句 的 相对 少量 的 情形 时 ， 人 们 可 以 穷 举证 明 法 。 当 要 求 计算 机 检查 一 
个 语句 的 数量 非常 巨大 的 情形 时 它 不 会 抱怨 ， 但 仍然 有 局 限 性 。 注 意 当 不 可 能 列 出 所 有 要 检查 
的 情形 时 ， 即 使 是 计算 机 也 不 能 检查 所 有 情形 。 

分 情形 证 明 法 分 情形 证 明 一 定 要 覆盖 定理 中 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 我 们 用 两 个 例子 来 解 
释 分 情形 证 明 法 。 在 每 一 个 例子 中 ， 你 应 该 检查 一 下 所 有 可 能 的 情形 都 已 被 覆盖 了 。 

证 明 如 果 nn 为 整数 ， 则 有 x 宇 n。 

解 ” 我 们 通过 分 别 考虑 当 n 二 0， 当 nn 宇 l1 和 当 n 过 一 1 三 种 情形 来 证 明 对 每 个 整数 有 ni 宇 n。 
我 们 将 证 明 分 为 三 种 情形 是 因为 通过 分 别 考虑 零 、 正 整数 和 负 整 数 可 以 更 直截了当 地 证 明 这 个 
结论 。 

情形 (i); 当 n=0 时， 因为 0 二 0， 从 而 0 宇 9。 这 表明 在 这 种 情况 下 ,ni 宇 n 是 真 的。 

情形 (iD : 当 ”他 1 时， 把 不 等 式 n 宇 1 两 边 同 时 乘 以 正 整 数 n， 得 到 n*n 宇 n，1。 这 斑 含 
着 当 ?之 1 时 有 和 之 ns 

情形 (i); 当 ?2 一 1 时 。 可 是 ,7 过 0。 因 而 有 守之 zs 

因为 在 三 种 情形 下 均 有 不 等 式 n 宇 n， 于 是 可 得 出 结论 ， 如 果 为 整数 ， 则 有 nw 宇 n。 十 

用 分 情形 证 明 法 证 明 |xy|= 二 1xz1|y|， 其 中 z 和 yy 是 实数 。( 回 顾 一 下 la| 是 a 
的 绝对 值 。 当 a 宇 0 时 等 于 a， 而 当 a 寺 0 时 等 于 一 a。) 

解 ” 在 定理 的 证 明 中 ， 我们 用 事实 当 a 宇 0 时 | a | = 二 a 并 且 当 a 二 0 时 | a| = 二 一 a 来 消除 
绝对 值 符 号 。 由 于 | x| 和 | yy| 出 现在 公式 中 ， 就 需要 四 种 情形 : (i)x 和 > 都 为 非 负 的 ; 
(ii)z 为 非 负 的 且 y 是 负 的 ; Gii)z 是 负 的 且 y 为 非 负 的 ; (iv)z 是 负 的 且 y 是 负 的 。 我 们 用 pi、 
加 、z 和 ps 来 标记 四 个 命题 分 别 陈述 四 种 情形 对 应 的 假设 ， 用 g 代表 原 命 题 。( 注 意 : 我 们 通 
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过 每 一 种 情形 中 选择 恰当 正 负 号 就 可 以 去 掉 绝 对 值 符号 .) 

情形 (D : 可 以 看 出 p, 一 qg， 因 为 当 x 宇 0 有 目 y 宇 0 时 xzy 宇 0， 因 此 | zy| =zy 一 | 工 || y|。 

情形 (ii) : 要 得 出 p, 一 qg， 注 意 如 果 zx 宇 0 且 y<0， 则 xy 寺 0， 因此 | zy | 二 一 ty 二 x( 一 y) 二 
| 元 yl 。( 因 为 y<0, 我 们 有 | py | 三 一 yo。) 

情形 (iii) : 要 得 出 六 -gg， 可 遵循 前 一 种 情形 的 推理 过 程 ， 只 需 将 工 和 yy 的 角色 互 换 。 

情形 (iy); 要 得 出 pr 一 q， 注 意 当 xz 二 0 且 y 二 0 时 ，zy 三 名 :因此 zy | 三 Zy 一 (一 工 ) 
(~ za)|31。, 

因为 | xy|= 二 | xz||y| 对 所 有 四 种 情形 均 成 立 ， 而 这 些 情况 包含 了 一 切 可 能 。 我 们 能 够 
得 出 结论 当 z 和 yy 是 实数 时 ，| xy|= 二 1|z|l|ly|。 本 

充分 利用 分 情形 证 明 法 前 面 解释 分 情形 证 明 法 的 例子 提供 了 一 些 何 时 应 用 这 种 证 明 法 的 
启发 。 特 别 地 ， 当 一 个 证 明 不 可 能 同时 顾及 所 有 情形 时 ， 应 该 考虑 采用 分 情形 证 明 法 。 什 么 时 
候 应 该 采用 这 样 的 证 明 呢 ? 一 般 地 ， 当 没有 明显 的 思路 开始 一 个 证 明 ， 而 每 一 种 情形 的 额外 信 
息 又 能 推进 证 明 时 ， 可 以 寻求 分 情形 证 明 法 。 例 5 说 明了 如 何 有 效 地 利用 分 情形 证 明 法 。 

构造 一 个 关于 整数 平方 的 十 进 制 数 字 末 位 的 猜想 ， 并 证 明 你 的 结论 。 

解 ” 最 小 的 完全 平方 数 分 别 是 1、4、9、16、25、36、49、64、81、100、121、144、169，、 
196、225 等 。 注 意 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 和 9, 而 2、3、7、8 从 
来 不 出 现在 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 。 我 们 猜测 这 样 的 结论 : 一 个 完全 平方 数 的 十 进 制 
数字 的 未 位 是 : 0、1、4、5、6 或 9。 如 何 证 明 这 个 结论 呢 ? 

首先 注意 到 把 整数 n 表示 为 10a 十 6，， 这 里 a 和 4b 是 正 整数 , 5b 是 0、1、2、3、4、5、6、7、 
8 或 9。 这 里 a 是 n 减 去 n 的 末 位 十 进 制 数字 再 除 以 10 所 得 到 的 整数 。 其 次 注意 到 (10a 十 0 = 
100a2 十 20ab 十 站 二 10(10a’ 十 2a0) 十 外 ， 因 而 ,， 关 的 末 位 十 进 制 数字 与 太 的 末 位 十 进 制 数字 相 
同 。 进 一 步 ，4 的 十 进 制 数字 的 末 位 与 (10 一 六 王 100 一 200 十 六 相同。 因此， 把 证 明 缩减 为 以 
下 6 种 情形 。 

情形 (iD : 2 的 末 位 数字 是 1 或 9。 这 样 n* 的 末 位 十 进 制 数字 是 1 "= 二 1 或 9 二 81 的 末 位 数 ， 
即 为 1。 

情形 (iD : 2 的 末 位 数字 是 2 或 8。 这 样 wn 的 末 位 十 进 制 数 字 是 2 = 二 4 或 8 二 64 的 末 位 数 ， 
即 为 4。 

情形 (iii) : n 的 末 位 数字 是 3 或 7。 这 样 n 的 末 位 十 进 制 数字 是 3 = 二 9 或 7 二 49 的 末 位 数 ， 
即 为 9。 

情形 (iv) : 2 的 末 位 数字 是 4 或 6。 这 样 x 的 末 位 十 进 制 数字 是 4 = 二 16 或 6 二 36 的 末 位 
数 ， 即 为 6。 

情形 (v) : n 的 末 位 数字 是 5。 这 样 ww 的 未 位 十 进 制 数字 是 5° = 二 25 的 末 位 数 ， 即 为 5。 

情形 (vi) : n 的 末 位 数字 是 0。 这样 ww 的 末 位 十 进 制 数 字 是 0 ==0 的 末 位 数 ， 即 为 0。 

因为 考虑 了 所 有 的 6 种 情况 ， 所 以 能 够 得 出 结论 ， 当 n 是 整数 时 ,nn 的 末 位 十 进 制 数字 是 
0 司 

在 分 情形 证 明 中 ， 有 时 我 们 能 消除 几乎 全 部 而 只 留 下 少量 情形 。 如 例 6 所 示 。 

证 明 zx’ 十 3y’ = 二 8 没有 整数 解 。 

解 ”由 于 当 |z | 三 3 时 字 二 8 且 当 | y| 2 时 3yY>8， 因 此 能 够 很 快 将 证 明 简化 为 只 需 
检验 几 种 简单 的 情形 。 这 样 只 剩 下 当 zz 等 于 一 2、 一 L1、0、1、2， 而 y 等 于 一 1、0、1 的 情形 。 
我 们 可 以 用 穷 举 法 完成 证 明 。 为 了 解决 剩 下 的 情形 ， 注 意 到 关 的 可 能 取 值 是 0、1、4，3y 的 
可 能 取 值 是 0 和 3， 而 x 与 3y 可 能 取 值 的 最 大 和 是 7。 因 此 ， 当 xz 和 yy 是 整数 时 zz 十 3y 二 8 
是 不 可 能 成 立 的 。 司 

不 失 一 般 性 在 例 4 的 证 明 中 ， 我 们 省 略 了 情形 (证 )z<0 和 y 宇 0， 因 为 在 互 换 x 和 yy 角色 
后 它 与 情形 (ii) zx 二 0 和 y 和 过 0 是 相同 的 。 为 了 缩短 证 明和 篇幅， 可 以 不 失 一 般 性 (without loss of 
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generality) 地 假设 z 宇 9，y<0， 而 把 情形 (以 和 (Gi 的 证 明 合 在 一 起 。 这 个 语句 隐 含 着 我 们 可 以 采用 
与 x0 和 y<0 情形 一 样 的 论证 来 完成 zx 二 0 和 y 它 0 情形 的 证 明 ， 其 中 有 一 些 显而易见 的 改变 。 

一 般 地 ， 当 证 明 中 用 到 “不 失 一 般 性 ”( 缩 写 为 WLOG) 一 词 时 ， 我们 断言 通过 证 明定 理 
的 一 种 情形 ， 不 需要 用 额外 的 论证 来 证 明 其 他 特定 的 情形 。 也 就 是 说 ， 其 他 的 一 系列 情形 论证 
可 以 通过 对 论证 做 一 些 简单 的 改变 ， 或 者 通过 补充 一 些 简 单 的 初始 步骤 来 完成 。 当 引入 了 不 失 
一 般 性 的 概念 后 ， 分 情形 证 明 法 就 变 得 更 加 有 效 了 。 可 是 ， 不 正确 地 应 用 这 个 原理 会 导致 不 幸 
的 错误 发 生 。 有 时 候 所 做 的 假设 会 导致 失去 一 般 性 。 这 类 假设 通常 是 由 于 忽略 了 一 个 情形 可 能 
与 其 他 情形 有 着 巨大 的 差异 。 这 样 会 导致 一 个 不 完整 的 或 许 不 可 补救 的 证 明 。 事 实 上 ， 许 多 著 
名 定理 的 不 正确 证 明 也 是 依赖 于 应 用 “不 失 一 般 性 ”的 想法 试图 论证 那些 不 能 快速 从 简单 情形 
来 证 明 的 情形 。 

现在 我 们 来 说 明 在 证 明 中 不 失 一 般 性 和 其 他 证 明 技 术 的 有 效 结 合 。 

证 明 如 果 工 和 y 是 整数 并 且 zy 和 zZz 十 y 均 为 偶数 ， 则 工 和 >y 也 是 偶数 。 

解 ”我 们 会 用 到 反 证 法 、 不 失 一 般 性 的 概念 和 分 情形 证 明 法 。 首 先 假定 二 和 >y 不 都 是 偶 
数 。 即 假设 zz 是 奇数 或 y 是 奇数 或 均 为 奇数 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 工 是 奇数 ， 因 此 存在 整数 
m 使 得 二 2m 十 1，。 

为 了 完成 证 明 ， 我 们 需要 证 zy 是 奇数 或 者 工 十 y 是 奇数 。 考 虑 两 种 情形 : (i)y 是 偶数 ; 
(ii)y 是 奇数 。 在 (i) 中 存在 整数 n 使 得 y= 二 2n， 因 此 x 十 y= 二 (2m 十 1) 十 2n= 二 2(m 十 n) 十 1 是 奇 
数 。 在 (i) 中 存在 整数 nn 使 得 y= 二 2n 十 1， 因 此 zy 二 (2m 十 1)(2n 十 1)= 二 4mn 十 2m 十 2n 十 1 二 
2(2mn 十 m 十 n) 十 1 是 奇数 。 从 而 完成 了 反 证 法 证 明 。( 注 意 我 们 在 证 明 中 使 用 不 失 一 般 性 是 合 
理 的 ， 因 为 当 y 是 奇数 时 的 证 明 可 以 通过 上 面 的 证 明 中 简单 地 交换 z+ 和 wy 的 角色 而 获得 .) < 

穷 举 证 明 法 和 分 情形 证 明 法 中 的 常见 错误 ”推理 中 的 一 种 常见 错误 是 从 个 例 中 得 出 不 正确 
结论 。 不 管 考虑 了 多 少 不 同 的 个 例 ， 都 不 能 从 个 例 来 证 明定 理 ， 除 非 每 一 种 可 能 情况 都 覆盖 
了 。 证 明定 理 这 样 的 问题 类 似 于 要 证 明 计算 机 程序 总 能 产生 所 期 望 的 输出 。 除 非 所 有 的 输入 值 
都 测试 了 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 输入 值 ， 也 不 能 得 出 结论 程序 总 能 产生 正确 的 输出 。 

每 个 正 整 数 都 是 18 个 整数 的 四 次 筹 之 和 是 否 为 真 ? 

解 ” 要 判断 一 个 正 整 数 nn 是 否 可 写 为 18 个 整数 的 四 次 瞪 的 和 ， 我 们 先 从 最 小 的 正 整 数 开 
始 考察 。 因 为 整数 的 四 次 寡 分 别 是 0，1，16，81，…， 如 果 能 从 这 些 数 中 选择 18 个 项 后 相 
加 得 x*， 则 x 就 是 18 个 四 次 帘 之 和 。 可 以 证 明 ， 从 1 到 78 的 所 有 正 整 数 都 可 以 写成 18 个 整 
数 的 四 次 窘 的 和 (细节 留 给 读者 证 明 )。 然 而 ， 如 果 认 为 这 就 检查 够 了 ， 那 就 会 得 出 错误 的 结 
论 。 每 个 正 整 数 是 18 个 四 次 帘 之 和 并 不 为 真 ， 因 为 79 并 不 是 18 个 四 次 震 的 和 (读者 请 自行 
验证 )。 哑 

另 一 个 常见 错误 是 做 出 了 莫须有 的 假设 导致 在 分 情形 证 明 中 没有 考虑 到 所 有 情形 。 如 例 9 
所 示 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 工 是 实数 ， 则 x 是 正 实数 。 

“证 明 ” 令 力 为 “xz 是正 数 ",，p, 为 “zx 是 负数 ”"，gq 为 “zz 是 正 数 ” 要 证 明 pl 一 gq 为 
真 ， 注 意 当 工 是正 数 时 ，z- 为 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 正 数 z 和 的 积 。 要 证 明 p,q， 注 意 当 工 
是 负数 时 ，x 是 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 负数 xz 和 工 的 积 。 证 毕 。 

解 ”上面 的 “证 明 ” 存 在 的 问题 是 忘 了 考虑 z= 二 0 的 情形 。 当 z= 二 0 时 ，x = 二 0 不 是 正 数 ， 
因此 假设 的 定理 为 假 。 如 果 pp 是 “xz 是 实数 "， 那 我 们 可 以 将 假设 pp 分 三 种 情形 p,、p, 和 p; 来 
证 明 结 论 ， 其 中 pp 是 “xz 是 正 数 ”"，ps 是 “xz 是 负数 ”"，ps 是 “x 二 0”"， 因 为 有 等 价 式 pp V 
psV ps. a 


1. 8.3 存在 性 证 明 
许多 定理 是 断言 特定 类 型 对 象 的 存在 性 。 这 种 类 型 的 定理 是 形 如 了 zxzP(Cz) 的 命题 ， 其 中 也 
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是 谓词 。 了 3zP(Cz) 这 类 命题 的 证 明 称 为 存在 性 证 明 (existence proof) 。 有 多 种 方式 来 证 明 这 类 定 
理 。 有 时 可 以 通过 找 出 一 个 使 得 PKa) 为 真 的 元 素 &( 称 为 一 个 物证 ) 来 给 出 3zP(z) 的 存在 性 证 
明 。 这 样 的 存在 性 证 明 称 为 是 构造 性 的 (constructive)。 也 可 以 给 出 一 种 非 构造 性 的 
Cnonconstructive) 存 在 性 证 明 ， 即 不 是 找 出 使 P(a) 为 真 的 元 素 a， 而 是 以 某 种 其 他 方式 来 证 明 
了 xP(z) 为 真 。 给 出 非 构 造 性 证 明 的 一 种 常用 方法 是 使 用 归 记 证明， 证 明 该 存在 量化 式 的 否定 
式 蕴 合 一 个 矛盾 。 例 10 可 以 解释 构造 性 的 存在 性 证 明 的 概念 ， 而 例 11 可 以 解释 非 构 造 性 的 存 
在 性 证 明 的 概念 。 
Eee ( 靖 鸣 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 ”证明 存 在 一 个 正 整 数 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 将 其 表示 
为 正 整数 的 立方 和 。 
解 ”经 过 大 量 的 计算 (如 使 用 计算 机 搜索 ) 可 找到 
1729 一 103 十 9 一 123 十 13 
因为 我 们 已 经 把 一 个 整数 写成 两 种 不 同 的 立方 和 ， 因 而 得 证 。 
关于 这 个 例子 有 一 个 有 趣 的 故事 。 英 国 数学 家 G. H. 哈代 ， 在 一 次 前 往 医 院 看 望 生病 的 印 
度 天 才 拉 马 努 金 时 ， 提 到 他 乘坐 的 出 租车 的 编号 1729 是 个 枯燥 的 数字 。 拉 马 努 金 回答 : “不 ， 
这 是 一 个 非常 有 趣 的 数 ， 它 是 可 以 用 两 种 方式 表示 为 立方 和 的 最 小 数 。” 4 
0h 了 一 个 非 构造 性 的 存在 性 证 明 ”证 明 存在 无 理 数 x 和 vy 使 得 z* 是 有 理 数 。 
解 ” 由 1.7 节 例 11 可 知 V2 是 无 理 数 。 考 虑 数 V2”。 如 果 它 是 有 理 数 ， 那 就 存在 两 个 无 理 
数 z 和 yy 且 zx? 是 有 理 数 ， 即 zx= V2 ，y 二 V2 。 另 一 方面 如 果 V3 ”是 无 理 数 ， 那 么 可 以 令 z= 
V2 且 y=V23, 因此 =WND = = =2,， 
这 个 证 明 是 非 构造 性 存在 性 证 明 的 一 个 例子 ， 因 为 我 们 并 没有 找 出 无 理 数 x 和 使 得 z， 
是 有 理 数 。 相 反 ， 我们 证 明了 或 者 z= 二 VZ ,y= 二 V3， 或 者 z= V3 ,y= V2 具有 所 需 性 质 ， 
但 并 不 知道 这 两 对 中 哪 一 对 是 解 。 本 
非 构造 性 存在 性 证 明 通 常 相当 微妙 ， 如 例 12 所 示 。 
bn》 (有 乔 食 游戏 (Chomp) 是 两 个 人 玩 的 游戏 。 在 这 个 游戏 中 ， 曲 奇 饼 放 在 矩形 格 中 。 左上 
角 的 曲 奇 饼 有 毒 ， 如 图 1a 所 示 。 两 个 玩家 轮流 行动 : 每 个 动作 中 一 个 玩家 都 要 吃 一 块 剩余 的 
曲 奇 饼 ,以 及 它 右 下 角 的 所 有 曲 奇 饼 ( 例 如 ， 如 图 1b 所 示 )。 没 有 别 的 选择 而 只 能 吃 有 毒 曲 奇 
饼 的 玩家 为 输 。 请 问 ， 两 个 玩家 之 一 是 否 有 获胜 的 策略 。 即 其 中 一 个 玩家 是 否 能 够 一 直 做 动作 
而 保证 其 获胜 ? 


和 


SSISISER O00EE 
ssis 


a) 答 食 游戏 (左上 和 角 的 曲 奇 包 有毒 ) b) 三 种 可 能 动作 


匀 ] 





解 我们 会 给 出 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 非 构造 性 存在 证 明 。 即 我 们 将 证 明 第 一 个 玩家 总 有 
获胜 的 策略 ， 而 没有 明确 描述 玩家 的 具体 动作 步 又 。 

首先 ， 游戏 结束 时 不 会 是 一 个 平局 ， 因 为 每 一 步 动 作 至 少 要 吃 掉 一 块 曲 奇 饼 ， 因 此 不 超过 
mXn 步 动作 游戏 就 会 结束 ， 这 里 xXn 是 网 格 的 初始 值 。 现 假设 在 游戏 开始 ， 第 一 个 玩家 吃 
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掉 了 右 下 角 的 曲 奇 饼 。 这 有 两 种 可 能 ， 这 是 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 ， 或 者 这 是 第 二 个 玩 
家 可 以 做 一 个 动作 成 为 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 。 在 第 二 种 情况 下 ， 第 一 个 玩家 可 以 不 是 
只 吃 右 下 角 的 曲 奇 饼 ， 而 是 采用 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 相同 的 步骤 (然后 继续 那个 获胜 
策略 ) 。 这 将 保证 第 一 个 玩家 获胜 。 

注意 我 们 证 明了 获胜 策略 的 存在 性 ， 但 是 没有 刻画 实际 的 获胜 策略 。 因 此 ， 这 个 证 明 是 
一 个 非 构造 性 存在 性 证 明 。 事 实 上 ， 没有 人 能 够 通过 刻画 第 一 个 玩家 应 该 遵循 的 动作 步骤 来 
描述 适用 于 所 有 长 方形 网 格 的 人 蛋 食 游戏 的 获胜 策略 。 然 而 ， 在 某 种 特殊 的 情况 ， 比 如 当 网 格 
是 正方 形 时 ， 以 及 当 网 格 只 有 两 行 曲 奇 饼 时 ， 获 胜 策略 是 可 以 描述 的 。 4 


1. 8.4 唯一 性 证 明 

某 些 定理 断言 具有 特定 性 质 的 元 素 唯 一 存在 。 换 句 话 说， 这些 定理 断言 恰好 只 有 一 个 元 素 
具有 这 个 性 质 。 要 证 明 这 类 语句 ， 需 要 证 明 存 在 一 个 具有 此 性 质 的 元 素 ， 以 及 没有 其 他 元 素 具 
有 此 性 质 。 唯 一 性 证 明 (Cuniqueness proof) 的 两 个 部 分 如 下 : 

存在 性 : 证 明 存 在 某 个 元 素 工 具有 期 望 的 性 质 。 

唯一 性 : 证 明 如 果 工 和 > 都 具有 期 望 的 性 质 ， 则 z=>y。 

评注 证 明 存 在 唯一 元 素 工 使 得 P(Zz) 为 真 等 同 于 证 明 语 身 jxX(P(z)A 人 人 Yy(y 关 
Ty (y's 

我 们 用 例 13 说 明 唯 一 性 证 明 的 要 素 。 

证 明 : 如 果 a 和 是 实数 并 且 a 和 0， 那 么 存在 唯一 的 实数 ”使 得 ar 十 5 一 0。 

解 ” 首先 ， 注 意 实 数 r= 二 一 b/a 是 ar 十 0 一 0 的 一 个 解 ， 因 为 a( 一 b/a) 十 b= 二 一 5 十 b= 二 0。 因 
此 ， 对 于 ar 十 b= 二 0 而 言 ， 实 数 > 是 存在 的 。 这 是 证 明 的 存在 性 部 分 。 

其 次 ， 假设 实数 ;使 得 as 十 6 二 0 成立。 则 有 ar 十 6 二 as 十 5， 这 里 r= 二 一 b/a。 从 两 边 减 去 b， 
得 到 ar 二 as。 最 后 式 子 两 边 同 除 以 a， 这 里 a 是 非 零 的 ， 得 到 rr 二;。 这 意味 着 如 果 > 天 y， 则 
as 十 0 天 0。 这 就 证 明了 唯一 性 部 分 。 看 


1.8.5 证 明 策 略 

寻找 证 明 是 一 项 富 于 挑战 性 的 工作 。 妆 你 面 对 待 证 命题 时 ， 应 该 先 把 术语 替换 成 其 定义 ， 
再 仔细 分 析 前 提 结 论 的 含义 。 然 后 ， 可 以 选 一 种 已 有 的 证 明 方 法 去 尝试 证 明 结 论 .。 我 们 在 1.7 
节 已 经 给 出 了 一 些 证 明 形 如 Yx(P(z) 一 Q(x)) 的 定理 的 证 明 策 略 ， 包 括 直 接 证 明 法 、 反 证 法 和 
归 刻 证 明 法 。 如 果 语 句 是 条 件 语句 ， 就 应 该 首先 尝试 直接 证 明 法 ; 如 果 不 行 ， 就 尝试 间接 证 明 
法 ; 如 果 这 些 方法 都 不 行 ， 就 尝试 归 廖 证明 法 。 可 是 ， 我们 没有 提供 更 进一步 的 用 于 构建 这 样 
的 证 明 的 指南 。 现 在 我 们 给 出 一 些 策略 来 构建 新 的 证 明 。 

正 向 和 反 向 推理 无论 选择 什么 证 明 方 法 ， 都 需要 为 证 明 找 一 个 起 点 。 条 件 语句 的 直接 证 
明 就 从 前 提 开 始 。 利 用 这 些 前 提 以 及 公理 和 已 知 定理 ， 用 导向 结论 的 一 系列 步骤 来 构造 证 明 。 
这 类 推理 称 为 正 向 推理 (forward reasoning)， 是 用 来 证 明 相 对 简单 结论 的 一 类 最 常见 推理 方式 。 
同样 ， 要 开始 间接 证 明 ， 就 从 结论 的 否定 开始 ， 用 一 系列 步骤 来 得 出 前 提 的 否定 。 

遗憾 的 是 ， 正 向 推理 常常 难以 用 来 证 明 更 复杂 的 结论 ， 因 为 得 出 想 要 的 结论 所 需要 的 推理 
可 能 并 不 明显 。 在 这 种 情况 下 使 用 反 向 推理 (backward reasoning) 可 能 会 有 所 帮助 。 要 反 辐 推 
理 证 明 命 题 g， 我 们 就 寻找 一 个 命题 p 并 可 证 明 其 具有 性 质 p 一 qg。( 注 意 ， 和 寻找 一 个 命题 +r 并 
能 证 明 其 具有 gq 一 r 不 会 有 所 帮助 ， 因 为 从 gr 和 rr 得 出 g 为 真是 一 种 窃取 论题 的 错误 推 
理 .) 反 向 推理 的 解释 如 例 14 和 例 15 所 示 。 


给 定 两 个 正 实 数 zx 和 yy， 其 算术 均值 是 (z 十 y)/2 而 其 几何 均值 是 Vzy 。 当 比较 不 


加 原文 如 此 ， 实 为 肯定 结论 的 廖 误 。 一 一 译 者 注 
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同 正 实数 对 的 算术 和 几何 均值 时 ， 可 以 发 现 算术 均值 总 是 大 于 几何 均值 。( 例 如 ， 当 z==4 和 


y=6 时 ， 有 5= (4 十 6)/2 之 V4:6 二 V34 .) 能 否 证 明 这 个 不 等 式 恒 为 真 ? 
解 ” 当 xz 和 y 是 不 同 正 实 数 时 ， 要 证 明 (z 十 y)/2 二 Vzy ， 我 们 可 以 采用 反 向 推理 。 我 们 
构造 一 系列 等 价 的 不 等 式 。 这 些 等 价 的 不 等 式 是 : 
(zy)/2 >Vry 
(w+ YA x 
(z+ yy) > 4zy 
天 十 2zy 十 y > 4ry 
太一 27xy 十 交 六 有 0 
(元 一 之 0 
由 于 当 zx 和 关 y 时 ， 有 (> 一 y) 盖 0， 所 以 最 后 一 个 不 等 式 为 真 。 由 于 所 有 这 些 不 等 式 都 等 价 ， 所 
以 可 得 出 当 z 天 > 时 , (z 十 y)/2> Vzy 。 一 且 做 了 这 样 的 反 向 推理 ， 就 可 以 通过 颠倒 这 些 步 双 
来 构造 证 明 ， 这 样 将 构造 出 正身 推理 的 证 明 。 (注意 反 向 推理 中 的 步骤 不 会 成 为 最 终 证 明 的 一 
部 分 ， 这 些 步骤 只 是 作为 指南 来 构造 完整 的 证 明 。) 
证 明 假设 x 和 y 是 两 个 不 同 的 实数 。 那 么 (z 一 y) 盖 0， 因 为 非 零 实 数 的 平方 是 正 的 。 由 
于 (tz 一 VY) 二 x 一 2xy 十 六 ， 所 以 这 组 癌 着 过 一 27y 十 儿 庆 0。 两 过 同时 加 上 4zo 得 之 十 2 十 
和 二 4zy。 因 为 世 十 2zy 十 交 王 (十 ， 因 此 (Cz 十 y) 4zy。 两 边 同 时 除 以 4， 可 得 (z 十 y)2 /4 
>zy。 最 后 ， 两 边 同 时 开平 方 (保持 不 等 式 性 质 ， 因 为 两 边 都 是 正 的 ) 得 (z 十 y)/2> Vzy 。 从 
而 得 出 结论 如 果 zx 和 yy 是 两 个 不 同 的 实数 ， 那 么 它们 的 算术 均值 (x 十 y)/2 大 于 它们 的 几何 均 
值 Wwy 。 4 
假定 两 人 玩 游戏 ， 轮 流 从 最 初 有 15 块 石 头 的 堆 中 每 次 取 1、2 或 3 块 石头 。 取 最 后 
一 块 石 头 的 人 赢得 游戏 。 证 明 无 论 第 二 个 玩家 如 何 取 ， 第 一 个 玩家 都 能 赢得 游戏 。 
解 ”为 了 证 明 第 一 个 玩家 ( 甲 ) 总 能 赢得 游戏 ， 我 们 可 以 用 反 向 推理 。 在 最 后 一 步 ， 如 果 留 
给 甲 的 石头 堆 中 剩 下 1、2 或 3 块 石头 ， 则 甲 就 能 获胜 。 如 果 第 二 个 玩家 ( 乙 ) 不 得 不 从 有 4 块 石 
头 的 堆 中 取石 头 ， 就 迫使 乙 留 下 1、2 或 3 块 石 头 。 因 此 ， 甲 要 获胜 的 一 种 方法 是 在 倒数 第 二 步 
给 乙 留 下 4 块 石头 。 当 轮 到 甲 的 时 候 面 临 5、6 或 7 块 石头 时 ( 当 乙 不 得 不 从 8 抉 石 头 的 堆 中 取石 
头 时 就 会 出 现 这 种 情况 )， 甲 就 能 留 下 4 块 石 头 。 因 此 ， 为 迫使 乙 留 下 5、6 或 7 块 石头 ， 甲 应 该 
在 其 倒数 第 三 步 给 乙 留 下 8 块 石 头 。 这 意味 着 当 轮 到 甲 取 时 还 有 9、10 或 11 块 石头 。 同 样 ， 当 
甲 走 第 一 步 时 应 该 留 下 12 块 石 头 。 我 们 可 以 把 这 个 论证 倒 过 来 就 能 证 明 无 论 乙 如 何 取 ， 甲 总 是 
有 石头 取 从 而 甲 赢 得 游戏 。 这 些 步 骤 依 次 给 乙 留 下 12、8 和 4 块 石头 。 局 
改编 现 有 证 明 在 寻找 可 用 于 证 明 语 名 方法 时 ， 一 个 很 好 的 思路 是 利用 类 似 结论 现 有 的 证 
明 。 一 个 现 有 的 证 明 通 第 可 以 改编 用 于 证 明 其 他 结论 。 即 使 不 是 这 样 ， 现 有 证 明 中 的 一 些 想法 
也 会 有 所 帮助 。 因 为 现 有 证 明 能 为 新 证 明 提 供 线 索 ， 就 应 该 多 阅读 和 理解 在 学 习 中 遇 到 的 证 
明 。 这 一 过 程 如 例 16 所 示 。 
在 1.7 节 例 11 中 证 明了 V2 是 无 理 数 。 现在 推测 V3 是 无 理 数 。 我 们 能 够 改编 1.7 
节 例 11 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 吗 ? 
解 ” 为 改编 在 1.7 节 例 11 的 证 明 ， 开 始 先 模仿 这 个 证 明 的 步骤 ， 只 是 要 用 V3 代替 V2 
。 首 先 ， 假设 V3 ==c/d， 这 里 分 数 c/d 是 既 约 的 。 等 式 的 两 边 取 平方 得 到 3==c/d*， 因 此 
3d 二 c。 类 似 于 1.7 节 例 11 中 由 等 式 2 二 a 证 明 2 是 a 和 65 的 公 因 子 的 方法 ， 我 们 可 以 
用 这 个 等 式 能 证 明 3 一定 是 c 和 4 的 公 因 子 吗 ? (回忆 一 下 如 果 zt/s 是 整数 ， 则 整数 ;是 整 
数 t 的 因子 。 一 个 整数 nn 是 偶数 当 且 仅 当 2 是 nn 的 因子 ,) 事 实证 明 是 可 以 的 ， 只 是 需要 借 
助 关 于 数论 的 内 容 。 我 们 勾画 出 剩 下 的 证 明 , 但 省 略 这 些 步 骤 的 理由 。 因 为 3 是 c 的 因 
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子 ， 它 也 必然 是 c 的 因子 。 再 者 ， 因 为 3 是 c 的 因子 ，9 就 是 c 的 因子 ,这 意味 着 9 是 3d 
的 因子 。 这 蕴含 着 3 是 d? 的 因子 ， 这 意味 着 3 是 d 的 因子 。 这 样 3 就 是 c< 和 4d 的 因子 ,与 
c/d 是 既 约 分 数 相 了 矛盾 。 在 为 这 些 步骤 添加 理由 后 ， 我 们 就 完成 了 通过 改编 V2 是 无 理 数 的 
证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 。 注意 这 个 证 明 可 以 推广 到 Yn 是 无 理 数 ,这 里 nn 是 一 个 非 完全 平 
方 的 正 整 数 。 4 

当 你 面临 要 证 明 一 个 新 定理 时 ， 特 别 是 当 新 定理 类 似 于 你 原先 证 明 过 的 定理 时 ， 一 个 宪 门 
就 是 寻找 你 可 以 改编 的 现 有 的 证 明 。 


1.8.6 寻找 反例 

1.7 节 介绍 了 应 用 反例 证 明 法 来 证 明 一 些 语句 是 假 的 。 当 面 对 一 个 猜想 时 ， 你 首先 可 以 试 
图 去 证 明 这 个 猜想 ， 如 果 你 的 尝试 没有 成 功 ， 你 可 以 试图 寻找 一 个 反例 。 如 果 你 不 能 找到 反 
例 ， 你 可 以 再 试图 证 明 这 个 语句 。 无 论 如 何 ， 寻找 反例 都 是 一 个 相当 重要 的 方法 ， 并 时 常 能 提 
供 对 问题 的 领悟 。 下 面 例 17 说 明了 反例 的 作用 。 

在 1.7 节 例 15 中 通过 寻找 反例 证 明了 语句 “每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ” 
为 假 。 也 就 是 说 ， 存 在 正 整 数 不 能 写成 两 个 整数 的 平方 和 。 尽 管 不 能 把 每 一 个 正 整数 写成 两 个 
整数 的 平方 和 ， 但 也 许 我 们 能 把 每 一 个 正 整 数 写 成 三 个 整数 的 平方 和 。 即 语句 “每 个 正 整 数 都 
是 三 个 整数 的 平方 和 ”是 真 还 是 假 呢 ? 

解 ”因为 我 们 知道 并 不 是 每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 可 能 最 初 怀疑 每 一 个 正 整数 
能 写 为 三 个 整数 平方 和 。 因 此 ， 首 先 寻 找 反 例 。 即 如 果 能 够 找到 一 个 特殊 的 整数 不 是 三 个 整数 
的 平方 和 就 能 证 明 语 句 “每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 为 寻找 反例 ， 试 着 将 连续 
的 正 整 数 写 成 三 个 整数 的 立方 和 。 可 以 发 现 1=0 十 0: 十 1:，2= 二 0: 十 1 十 1 ，3= 二 1: 十 上 十 17， 
4 二 0: 十 0 十 2 ，5 二 0: 十 了 十 2，6= 二 1: 十 1 十 2 但 无 法 找到 将 7 写 为 三 个 整数 的 平方 和 的 方 
法 。 要 证 明 没 有 三 个 数 的 平方 加 起 来 等 于 7， 注意 可 以 用 的 平方 数 是 那些 不 超过 7 的 平方 数 ， 
即 0、1 或 4。 因 为 0、1 或 4 的 任意 三 项 相 加 得 不 出 7， 所 以 7 是 一 个 反例 。 我 们 得 到 结论 语句 
“每 个 正 整数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 

我 们 已 经 证 明了 并 不 是 每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 。 下 一 个 问题 要 问 是 不 是 每 个 正 
整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 。 有 些 实验 证 据 表 明 答案 是 对 的 。 例 如 ,7 二 1 十 1 十 1 十 2*，25 二 
4 十 2 十 2 十 1 和 87= 二 9 十 2 十 1 十 1 。 于 是 得 出 猜想 “每 个 正 整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 ” 
是 真 的 。 对 于 证 明 参 见 [LRo10j]。 a 


1. 8. 7 证 明 策 略 实践 

我 们 在 学 习 数 学 时 仿佛 数学 事实 是 刻 在 石 凑 上 的 。 数 学 教科 书 ( 包 括 这 本 书 的 绝 大 部 
分 ) 正 式 地 提出 定理 及 其 证 明 。 这 样 的 展示 并 不 能 揭示 数学 发 现 过 程 。 这 一 过 程 以 探索 概 
念 和 例子 开始 ， 提 出 问题 ， 形 成 猜想 ， 并 企图 通过 证 明 或 者 通过 反例 来 解决 这 些 猜 想 。 这 
些 就 是 数学 家 的 日 常 活动 。 不 管 你 信 不 信 ， 教 科 书 中 所 讲授 的 材料 起 初 都 是 以 这 个 方式 发 
展 出 来 的 。 

大 们 基于 各 种 可 能 证 据 来 拟定 猜想 。 对 特殊 情形 的 考察 可 能 够 导致 一 个 猜想 ， 就 像 识 别 一 
些 可 能 的 模式 。 对 已 知 定理 的 假设 和 结论 稍 做 改变 也 能 导致 可 信 的 猜想 。 有 些 时 候 ， 猜 想 的 建 
立 是 基于 直觉 或 者 甚至 认为 结果 成 立 的 信念 。 无 论 猜 想 是 怎样 产生 的 ， 一 且 它 被 形式 化 描述 ， 
目标 就 是 证 明 或 者 驶 斥 它 。 当 数学 家 相信 猜想 可 能 是 真 的 时 ， 他 们 会 尝试 寻找 证 明 。 如 有 果 他 们 
找 不 到 证 明 ， 他 们 就 会 寻找 反例 。 当 他 们 不 能 找到 反例 时 ， 他 们 又 会 转 回 来 再 次 试图 证 明 猜 
想 。 尽 管 许多 猜想 很 快 被 解决 ， 但 有 些 猜想 则 抵御 了 数 百 年 攻关 ， 还 导致 数学 新 分 支 的 发 展 。 
本 节 稍 后 将 会 提 到 几 个 著名 的 猜想 。 
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1. 8.8 拼接 


通过 对 棋盘 拼接 游戏 的 简要 研究 能 够 解释 证 明 策 略 的 各 个 方面 


种 能 快速 发 现 多 种 结论 并 用 各 种 证 明 方 法 来 构造 其 证 明 的 很 
有 效 方法 。 在 这 个 领域 几乎 创造 了 无穷 多 的 猜想 及 其 研究 。 
我 们 需要 定义 一 些 术 语 。 一 个 棋盘 是 一 个 由 水 平和 垂直 线 分 
割 成 同样 大 小 方 格 组 成 的 和 矩形。 象棋 游戏 是 在 8 行 和 8 列 的 
木板 上 进行 ， 这 块 板 称 为 标准 棋盘 (standard checkerboard ) ， 
如 图 2 所 示 。 在 这 一 节 我 们 用 术语 拼 板 (board) 指 任意 大 小 
的 矩形 棋盘 ， 以 及 删除 一 个 或 多 个 方 格 剩 下 的 棋盘 组 成 。 一 
个 骨牌 (domino) 是 一 块 一 乘 二 的 方 格 组 成 的 矩形 ， 如 图 3 所 
示 。 当 一 个 拼 板 的 所 有 方 格 由 不 重合 的 骨牌 覆盖 并 且 没 有 上 骨 
牌 悬 空 时 ， 我 们 就 说 一 个 拼 板 由 骨牌 所 拼接 (tiled) 。 现 在 来 
研究 一 些 有 关 用 骨牌 拼接 拼 板 的 结论 。 

我 们 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ”我 们 可 以 找到 许多 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 的 方法 。 例 
如 ， 可 以 水 平 放 32 块 骨牌 拼接 它 ， 如 图 4 所 示 。 该 拼接 的 
存在 即 完成 了 一 个 构造 性 的 存在 证 明 。 还 有 大 量 其 他 的 方法 
可 以 完成 这 个 拼接 。 可 以 在 拼 板 上 垂直 放 32 块 骨牌 ， 或 者 
水 平 放 一 些 和 垂直 放 一 些 来 拼接 它 。 但 对 于 一 个 构造 性 存在 
证 明 只 需要 找到 一 个 这 样 的 拼接 束 可 以 了 。 对 

我 们 能 拼接 从 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 方 格 之 一 
得 到 的 拼 板 吗 ? 

解 ” 为 了 回答 这 个 问题 ， 注 意 一 个 标准 棋盘 有 64 个 方 
格 ， 因 此 去 掉 一 个 方 格 就 会 产生 由 63 个 方 格 构 成 的 拼 板 。 
现在 假设 能 够 拼接 一 个 从 标准 棋盘 中 去 掉 一 个 角 的 方 格 的 拼 
板 。 因 为 每 一 个 骨牌 半 住 两 个 方 格 ， 并 且 没 有 两 个 骨牌 重 登 
没有 骨牌 悬空 ， 所 以 拼 板 上 一 定 有 偶数 个 方 格 。 因 此 ， 可 以 
用 归 证 证 明 法 证 明 标 准 棋 盘 去 掉 一 个 方 格 后 不 能 用 骨牌 拼 
接 ， 因 为 这 样 一 个 拼 板 有 奇数 个 方 格 。 总 

现在 考虑 一 个 比较 琼 手 的 情况 。 


解 ” 去 掉 标 准 棋盘 中 两 个 方 格 得 到 的 拼 板 包含 64 一 2 二 62 
个 方 格 。 因 为 62 是 偶数 ， 不 能 像 例 19 那样 很 快 排除 标准 棋盘 
去 掉 左 上 角 和 右 下 角 方 格 后 拼接 的 存在 性 ， 例 19 中 排除 了 标 
准 棋 盘 去 掉 一 个 方 格 后 用 骨牌 拼接 的 存在 性 。 读 者 应 该 尝试 的 
第 一 个 方法 可 能 是 通过 依次 放置 骨牌 来 试图 构造 这 个 拼 板 的 拼 
接 。 然 而 ， 无 论 怎么 试验 ， 我 们 都 不 能 找到 这 样 的 一 个 拼接 。 
因为 我 们 的 努力 没有 得 到 一 个 拼接 ， 所 以 导 癌 一 个 猜测 : 拼接 
不 存在 。 

我 们 通过 证 明 无 论 怎样 在 拼 板 上 依次 放置 骨 有 牌 都 会 走 进 死 
胡同 从 而 可 以 试图 证 明 不 存在 拼接 。 为 构造 这 样 的 证 明 ， 不 得 
不 考虑 在 选择 依次 放置 骨牌 时 可 能 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 例 
如 ， 要 履 凑 紧 挨 着 去 卸 的 左上 角 方 格 的 第 一 行 第 二 列 的 方 格 就 


| 
| 
让 一 + 一 -一 


。 研究 棋盘 的 拼接 泊 戏 是 一 





图 2 标准 棋盘 





图 4 拼接 标准 棋盘 
我 们 能 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 左 上 和 角 和 右 下 角 方 格 得 到 的 拼 板 吗 ， 如 图 5 所 示 ? 





标准 棋盘 去 掉 左 上 角 和 
右 下 角 方 块 
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有 两 种 选择 。 我 们 可 以 用 水 平方 式 拼接 或 者 垂直 方式 拼接 来 覆盖 它 。 这 两 种 选择 的 每 一 种 都 会 
导致 下 一 步 的 不 同 选择 ， 如 此 继续 。 很 快 就 会 发 现 对 于 人 来 说 这 不 是 一 个 有 效 的 解决 方案 ， 尽 
管 可 以 用 计算 机 通过 穷 举 法 来 完成 这 样 的 证 明 ( 练 习 47 要 求 你 提供 这 样 的 证 明 来 解释 一 个 4X4 
棋盘 去 掉 对 角 后 不 能 拼接 )。 

我 们 需要 为 一 种 方法 。 或 许 有 一 个 比较 容易 的 方法 可 以 证 明 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 存 
在 拼接 。 正 如 许多 证 明 一 样 ， 一 个 关键 的 观察 能 启发 我 们 。 我 们 交替 用 白 和 黑 给 这 个 棋盘 的 方 
格 涂 色 ， 如 图 2 所 示 。 观 察 在 这 样 的 拼 板 拼接 中 一 个 骨牌 覆盖 一 个 白 方 格 和 一 个 黑 方 格 。 其 
次 ,注意 这 样 的 拼 板 白 色 方 格 和 黑色 方 格 数量 不 等 。 我 们 可 以 用 这 些 观察 通过 归 廖 证 明 法 来 证 
明 一 个 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 能 用 骨牌 拼接 。 现 在 给 出 这 样 的 证 明 。 

证 明 假设 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 。 注 意 标 准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 
包含 64 一 2 二 62 个 方 格 。 拼 接 需 要 用 到 62/2=31 个 骨牌 。 注 意 在 这 个 拼接 中 ,每 个 骨牌 盖 住 
一 个 昌 的 和 一 个 黑 的 方 格 。 因 此 ， 这 个 拼接 盖 住 31 个 白 的 和 31 个 黑 的 方 格 。 然 而 ， 当 去 掉 两 
个 对 角 方 格 时 ， 剩 下 的 方 格 或 者 是 32 块 白 的 30 块 黑 的 ， 或 者 是 30 块 白 的 32 块 黑 的 。 这 与 能 


用 骨牌 覆盖 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 的 假设 相 矛 盾 ， 从 而 完成 证 明 。 本 
我 们 还 可 以 用 骨牌 之 外 其 他 类 型 的 板块 来 拼接 。 我 们 研究 

用 同样 的 方 格 沿边 粘连 起 来 构成 的 相同 形状 的 板块 而 非 骨 牌 来 

做 拼接 游戏 。 这 样 的 板块 称 为 是 多 联 骨 牌 (polyomino) ， 这 个 术 

语 是 由 数学 家 所 罗 门 ， 戈 洛 姆 在 1953 年 创造 的 ， 他 为 此 写 了 


一 本 消遣 性 的 书 [Go94]。 我 们 将 两 个 具有 同样 数量 方 格 的 多 联 
骨牌 当 作 一 样 的 ， 如 果 通 过 旋转 和 翻转 其 中 一 个 而 能 得 到 另 一 枉 想 血 

个 。 例 如 ， 有 两 种 类 型 的 三 联 骨 牌 ( 见 图 6)， 它 是 由 三 个 方 格 ”图 6 _ 个 吉 和 角 三 联 明 牌 和 
沿边 粘连 起 来 的 多 联 骨 牌 。 一 种 三 联 骨 牌 是 直 三 联 骨 牌 _ 个 在 三 联 骨 牌 
(straight triomino) ， 它 由 三 个 水 平 连接 的 方 格 构成 ; 男 一 种 是 

直角 三 联 骨 上牌 (right triomino) ， 酷 似 字 母 工 的 形状 ， 及 其 翻转 和 旋转 (必要 时 )。 这 里 将 研究 用 
直 三 联 骨 牌 拼接 棋盘 。 

你 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ”标准 棋盘 含有 64 个 方 格 ， 每 一 个 三 联 骨 牌 覆盖 3 个 方 格 。 因 此 ， 如 果 三 联 骨 牌 拼接 
了 一 个 拼 板 ， 拼 板 的 方 格 数量 一 定 是 3 的 倍数 。 因 为 64 不 是 3 的 倍数 ， 所 以 三 联 骨 牌 不 能 用 
于 覆盖 8X8 棋盘 ， 二 

下 面 的 例 22， 考 虑 了 用 直 三 联 骨 牌 拼接 一 个 标准 棋盘 去 掉 一 个 角 的 问题 。 

我 们 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 任 一 个 角 的 拼 板 吗 ? 一 个 8X8 
棋盘 去 掉 一 个 角 后 包含 64 一 1 二 63 个 方 格 。 用 直 三 联 骨 牌 对 四 
种 可 能 的 任 一 做 拼接 都 要 用 63/13 一 21 个 直 三 联 骨 牌 。 然 而 当 
我 们 试验 时 ， 找 不 到 一 个 用 直 三 联 骨 有 牌 对 这 样 的 拼 板 拼 接 。 
穷 举 证 明 法 也 没有 带 来 什么 希望 。 我 们 能 改编 例 20 的 证 明 来 
证 明 这 样 的 拼接 不 存在 吗 ? 

解 例 20 证 明了 用 骨牌 拼接 去 掉 对 角 的 标准 棋盘 是 不 可 
能 的 ， 为 了 尝试 改编 例 20 的 归 雇 证明， 我 们 给 棋盘 的 方 格 涂 
色 。 因 为 是 用 直 三 联 骨牌 而 不 是 骨牌 ,我 们 用 三 种 而 不 是 两 
种 颜色 为 方 格 着 色 ， 如 图 7 所 示 。 注 意 在 这 个 着 色 中 有 21 个 
灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 。 接 着 ， 做 一 个 重 
要 的 观察 ， 当 一 个 直 三 联 骨牌 覆盖 棋盘 的 3 个 方 格 时 ， 它 覆盖 
一 个 灰色 的 、 一 个 黑色 的 和 一 个 白色 的 方 格 。 然 后 注意 3 种 颜 ”图 7 用 三 种 颜色 对 标准 棋盘 
色 的 每 一 个 都 出 现在 一 个 角 的 方 格 中 。 于 是 ,不 失 一 般 性 ， 方 格 着 色 
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我 们 可 以 假设 轮换 颜色 ， 使 得 去 掉 的 方 格 是 灰色 的 。 因 此 假设 剩余 的 拼 板 包 含 20 个 灰色 方 格 、 
21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 。 

如 果 能 用 下 三 联 骨 牌 拼接 这 块 拼 板 ， 那 么 将 用 63/3 二 21 个 直 三 联 骨 牌 。 这 些 直 三 联 骨 有 牌 
覆盖 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、21 个 白色 方 格 。 这 与 该 拼 板 包含 20 个 灰色 方 格 、21 个 
黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 相 矛盾 。 因 此 不 能 用 直 三 联 骨 有 牌 拼接 这 个 拼 板 。 a 


1. 8.9 开放 问题 的 作用 

数学 中 的 许多 进展 是 人 们 在 试图 解决 著名 的 悬而未决 的 问题 时 而 做 出 的 。 在 过 去 的 20 年 
中 ， 有 许多 悬而未决 的 问题 最 后 被 最 终 解决 ， 比 如 数论 中 300 多 年 前 的 一 个 猜想 被 证 明 。 这 个 
铺 想 断言 各 为 典 马 大 害 连 的 放电 汐 基 。 





ep ep 4 尔 ,对 
应 于 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 的 边 长 。 参 见 练习 34。 

这 个 问题 有 一 段 很 有 意思 的 和 典故。 在 17 世纪 ， 费 马 在 一 本 丢 番 图 的 著作 的 空白 处 匆匆 写 
道 ， 他 有 了 “巧妙 的 证 明 ”， 当 nn 是 大 于 2 的 整数 时 x" 十 y= 二 xz" 没有 非 零 的 整数 解 。 但 他 从 来 
没有 发 表 过 一 个 证 明 ( 费 马 几 乎 没有 发 表 过 任何 东西 )， 在 他 死 后 留 下 的 文章 中 也 找 不 到 任何 证 
明 。 数 学 家 花 了 300 年 寻找 这 个 证 明 却 没有 成 功 ， 尽 管 许 多 人 相信 能 找到 一 个 相对 简单 的 证 
明 。( 已 经 有 一 些 特殊 情形 下 的 证 明 ， 比 如 欧 拉 的 当 n= 二 3 时 的 证 明和 费 马 本 人 的 当 x* 一 4 时 的 
证 明 。) 历 年 来 ， 有 些 有 声望 的 数学 家 认为 他 们 证 明了 这 个 定理 。 在 19 世纪 ， 这 些 失 败 的 尝试 
之 一 导致 了 被 称 为 代数 数论 的 数论 分 支 的 发 展 。 直 到 20 世纪 90 年 代 ， 当 安德鲁 ， 怀 尔 斯 
(Adrew Wiles) 采 用 源 自 深奥 的 数论 领域 中 所 谓 的 椭圆 曲线 理论 的 最 新 思想 来 证 明 费 马 大 定理 
时 ， 才 找到 了 几 百 页 长 的 高 等 数学 的 正确 证 明 。 公 共 电 视 台 Nova 系列 的 节目 介绍 说 ， 怀 尔 斯 
利用 这 个 强 有 力 的 理论 来 寻找 费 马 大 定理 的 证 明 花 费 了 将 近 10 年 时 间 ! 另外 ， 他 的 证 明 还 基 
于 许多 数学 家 的 重大 贡献 。( 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 LRo10] 来 了 解 关于 费 马 大 定理 的 更 多 信息 
和 关于 这 个 问题 及 其 解决 的 其 他 参考 资料 。) 

下 面 我 们 给 出 一 个 开放 问题 ， 这 个 问题 描述 起 来 很 简单 ， 但 却 很 难 求解 。 

四 有 》 3x 十 1 猜想 令 工 是 把 偶 整 数 z 转换 成 /2、 把 奇 整 数 zx 转换 成 3z 十 1 的 变换 。 
个 著名 的 猜想 ， 有 时 称 为 3x 十 1 猜想 : 对 于 所 有 正 整 数 工 ， 当 反复 地 应 用 变换 工时， 最终 会 得 
到 整数 1。 例如， 从 x==13 开始 ,发现 T(13)=3。13 十 1 二 40，T(40)==40/2==20，T(20) = 
20/2 王 10，T(10) 王 10/2=5，T(5) 一 3。5 十 1 王 16，T(1L6) 王 8，T(8) 一 4，T(4) 王 2，T(2) 一 
1 。 对 于 直到 5.6。10 ”的 所 有 整数 都 验证 了 3z 十 1 猜想 。 

3z 十 1 猜想 具有 有 趣 的 历史 ， 从 20 世纪 50 年 代 以 来 就 吸引 了 数学 家 的 注意 力 。 这 个 猜想 
被 多 次 提出 ， 具 有 许多 其 他 名 称 ， 包 括 : Collatz 问题 、Hasse 算法 、Ulam 问题 、Syracuse 问 
题 以 及 Kakutani 问题 等 。 许 多 数学 家 抛 开 原 有 工作 花 时 间 来 解决 这 个 狂想。 这 还 引起 一 则 笑 
话说 这 个 问题 是 由 在 减缓 美国 数学 研究 的 阴谋 的 一 部 分 。 参 见 Jeffrey Lagaris 的 文章 [Lal0 ] 来 
了 解 对 这 个 问题 有 趣 的 讨论 以 及 试图 解决 这 个 问题 的 数学 家 所 发 现 的 结果 。 4 

在 离散 数学 中 有 数量 惊人 的 开放 问题 。 在 阅读 本 书 时 ， 你 会 遇 到 很 多 其 他 方面 的 开放 问 
题 ， 对 这 类 问题 的 研究 对 离散 数学 许多 领域 的 发 展 起 着 重要 作用 。 


1.8. 10 其 他 证 明 方 法 
本 章 介绍 了 证 明 中 使 用 的 基本 方法 。 同 时 描述 了 如 何 利 用 这 些 方 法 来 证 明 各 种 结论 。 后 续 





”也 叫 作 勾 股 数组 。 一 一 译 者 注 
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章节 中 将 会 用 到 这 些 证 明 方法 。 特 别 是 ， 在 第 2 章 中 将 用 这 些 证 明 方 法 证 明 有 关 集 合 、 函 数 、 
算法 和 数论 的 结论 ， 在 第 5、6、7 章 中 用 于 证 明 图 论 中 的 结论 。 在 我 们 要 证 明 的 这 些 定理 中 有 
一 个 著名 的 停机 定理 ， 它 阐述 了 存在 一 个 不 能 用 任何 过 程 来 解决 的 问题 。 可 是 ， 除 了 我 们 讨论 
过 的 方法 外 还 有 许多 重要 的 证 明 方 法 。 第 3 章 介绍 组 合 证 明 的 概念 ， 可 采用 计数 论证 的 方式 证 
明 相关 结论 。 读 者 应 当 注 意 相 关 书 籍 专 门 描述 本 节 中 讨论 的 内 容 ， 包 括 乔 治 ， 波 利 亚 (George 
Polya) 的 许多 优秀 著作 ([ Po61 ]、[ Po71]、[Po90 |])。 


最 后 ， 请 注意 我 们 没有 给 出 一 个 能 够 用 于 证 明 数 学 中 定理 的 过 程 。 这 样 一 个 过 程 不 存在 的 


理由 涉及 数理 逻辑 中 的 一 个 深奥 的 定理 。 
奇数 编号 练习 


i 
3. 
5. 


19. 
21. 
23, 
25. 


27. 


29. 
31, 
33. 


33. 
37, 
39. 


41. 


证 明 当 是 1<n<<4 的 正 整 数 时 ， 有 于 十 1] 过 2"。 

采用 分 情形 证 明 法 证 明 100 不 是 一 个 整数 的 立方 。[ 提 示 : 考虑 两 种 情况 : (D1 委 z 委 4，(ii)z 之 5。] 
证 明 如 果 工 和 > 都 是 实数 ， 则 max(z，?7) 十 minCz，y) 一 Z 十 y。[ 提 示 : 使 用 分 情形 证 明 法 ， 两 种 情形 
分 别 对 应 于 x 宇 y 和 二 y。] 


. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 xz 和 y 是 实数 时 有 min(zx,， y)= 二 (x 十 y 一 | x 一 y | )/2 和 max( 工 ，y) 一 


(wt st | =—y| Ws 


. 证 明 三 角 不 等 式 : 如 果 z 和 yy 都 是 实数 , 则 |z| 十 |y| 宇 | zx 十 y | (其 中 | xz | 表示 zz 的 绝对 值 ， 


当 xz 宇 0 时 它 等 于 <， 当 -xz<0 时 它 等 于 一 xz)。 


, 证明 存在 100 个 连续 的 不 是 完全 平方 的 正 整数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? 

. 证 明 存 在 一 对 连续 的 整数 ， 其 中 一 个 整数 是 完全 平方 数 ， 另 一 个 是 完全 立方 数 。 

. 证 明 或 驳斥 存在 有 理 数 zx 和 无 理 数 >， 使 得 xz” 是 无 理 数 。 

. 证 明 下 列 每 一 个 命题 均 可 用 于 表达 这 样 的 事实 : 存在 一 个 唯一 的 元 素 zx 使 得 P(z) 为 真 。[ 注 意 ， 这 


等 同 于 命题 3 1!zxP(zx),] 

a) JzrVY y(P(y)e r= y) 

b) jzP(z)A Yryvy(P(z)AP(y)—7r=y) 

c) Iz(P(r) A VYy(P(y)—>z=y)) 

假定 a 和 6 是 奇数 且 a 关 5。 证 明 存 在 唯一 的 整数 c 满 足 1 a 一 c | = | 0 一 c | 。 

证 明 如 果 是 奇数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 n 是 上 一 2 和 上 十 3 之 和 。 

证 明 给 定 实数 z+， 存在 唯一 的 数 n 和 e 使 得 += 二 n 一 e， 这 里 nn 是 整数 且 0<e 二 1。 

两 个 实数 x 和 y 的 调和 均值 (harmonic mean) 是 2zy/(z 十 y) 。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 调和 均值 和 几 

何 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

在 黑板 上 写 下 数字 1]，2，…，2n， 其 中 是 奇数 。 从 中 任意 挑 出 两 个 数 7 和 上 有 在 黑板 上 写 下 

|j 一 &| 并 擦 掉 7 和。 继续 这 个 过 程 ， 直 到 黑板 上 只 剩 下 一 个 整数 为 止 。 证 明 :; 这 个 整数 必 为 

奇数 。 

构造 一 个 关于 一 个 整数 的 4 次 宕 的 十 进 制 未 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

证 明 不 存在 正 整数 nn 使 得 n* 十 n= 二 100。 

证 明 方 程 x* 十 y' 二 625 没有 zz 和 >y 的 整数 解 。 

改编 1.7 节 例 4 的 证 明 来 证 明 如 果 xz 一 abc， 其 中 a、6、c 是 正 整数 ， 则 a 三 Yn 、6 过 Yn 或 者 c 志 Yn ， 

证 明 任 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

设 S= 二 zi 十 zz 十 避 十 Tyn， 其 中 斌 ，zz，……， ZX 和 yi，ys，*"…，y, 是 两 个 不 同 的 正 实数 序列 的 

排列 ， 各 自 有 个 元 素 。 

a) 证 明 ; 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 两 个 序列 都 排序 (每 个 序列 中 的 元 素 都 以 非 降序 排列 ) 时 ，S 
取 最 大 值 。 

b) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 一 个 序列 排 成 非 降序 ， 另 一 个 序列 排 成 非 升 序 时 ，S 取 最 
小 值 。 

对 下 列 这 些 整数 验证 3z 十 1 猜想 : 

a)6 b)7 c)17 d)21 
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43. 证 明 或 驳斥 ， 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 相 邻 角 ( 也 就 是 说 ， 不 是 对 角 ) 的 标准 棋盘 。 

45. 证 明 : 你 能 用 骨牌 拼接 带 有 偶数 个 方 格 的 长 方形 棋盘 。 

47. 通过 穷 举 法 证 明 : 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 对 角 的 4X4 棋盘 是 不 可 能 的 。 [提示 ， 首先 证 明 你 能 假设 可 
以 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 的 方 格 。 对 原始 棋盘 的 方 格 用 1 到 16 进行 编号 ， 从 第 一 行 开始 ， 在 这 一 行 向 
右 编号 ， 然 后 在 第 2 行 最 左边 的 方 格 开始 向 右 编号 等 。 去 掉 第 1 和 
16 号 方 格 。 开 始 证 明 时 ， 注 意 2 号 方 格 或 者 被 一 个 水 平 放置 的 骨牌 | | | | | | | | 
履 盖 ， 此 时 覆盖 了 2 和 3 两 个 方 格 ， 或 者 垂直 放置 而 覆盖 2 和 6 号 
方 格 .分别 考虑 每 一 种 情形 以 及 由 此 产生 的 所 有 子 情形 ,] 

49. 证 明 : 从 一 个 8X8( 如 同 正文 中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 两 块 白 的 和 两 块 
照 的 方 格 后 ， 就 不 可 能 用 骨牌 来 拼接 棋盘 留 下 的 方 格 。 

x 51. a) 面 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 ， 这 里 四 联 骨 牌 是 指 由 4 个 方 格 组 成 的 多 
联 骨 牌 。 
b) 对 于 5 种 不 同 的 四 联 明 牌 的 每 一 种 ， 证 明 或 驳斥 可 以 用 这 些 四 联 
骨牌 拼接 一 个 标准 棋盘 。 
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基本 结 徇 : 集合 、 羡 数 、 序 列 、 求 和 与 窍 阵 





离散 数学 的 许多 内 容 主要 研究 用 以 表示 离散 对 象 的 离散 结构 。 许 多 重要 的 离散 结构 是 用 集 
合 来 构建 的 ， 这 里 集合 就 是 对 象 的 汇集 。 由 集合 构建 的 离散 结构 包括 : 组 合 一 一 无 序 对 象 汇 
集 ， 广 泛 用 于 计数 ; 关系 一 一 序 偶 的 集合 用 于 表示 对 象 之 间 的 关系 ;图 一 一 结 点 和 连接 结 点 的 
边 的 集合 ; 有限 状 态 机 一 一 为 计算 机 器 建 模 。 这 是 我 们 将 在 后 续 章 节 要 研究 的 一 些 主题 。 

晒 数 的 概念 在 离散 数学 中 是 非常 重要 的 。 图 数 给 第 一 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 指派 第 二 个 集 
合 中 的 恰好 一 个 元 素 ， 这 里 两 个 集合 不 一 定 要 不 同 。 函 数 在 整个 离散 数学 中 起 着 重要 的 作用 。 
可 以 用 以 表示 算法 的 计算 复杂 度 ， 研 究 的 集合 的 大 小 ， 计 算 对 象 的 数量 ， 以 及 无 数 的 其 他 应 用 
方式 。 像 序列 和 字符 串 这 样 非常 有 用 的 结构 就 是 特殊 类 型 的 函数 。 这 一 章 我 们 将 介绍 序列 的 概 
念 ， 即 表示 元 素 的 有 序 排列 。 另 外 还 将 介绍 一 些 重要 类 型 的 序列 并 讨论 如 何 用 序列 前 面 的 项 来 
定义 后 续 的 项 。 我 们 还 会 论述 从 几 个 初始 项 来 确定 一 个 序列 的 问题 。 

在 离散 数学 研究 中 ， 我 们 还 常常 将 一 个 数列 的 连续 项 加 起 来 。 因 为 将 数列 中 的 项 以 及 其 他 
数 的 索引 集 的 项 加 起 来 ， 已 经 是 一 个 相当 普遍 的 现象 ， 以 至 于 开发 了 一 个 特殊 的 符号 来 表示 把 
这 些 项 加 起 来 。 在 这 一 章 中 ,我 们 引入 用 于 表示 求 和 的 符号 。 我 们 还 会 给 出 贯穿 于 离散 数学 研 
究 的 某 些 类 型 的 求 和 公式 。 例 如 ， 对 数列 进行 排序 使 其 项 按 递增 顺序 排列 的 算法 ， 在 分 析 算 法 
所 需 的 步骤 时 就 会 遇 到 这 样 的 求 和 问题 。 

通过 引入 一 个 集合 的 大 小 或 基数 的 概念 就 可 以 研究 无 限 集合 的 相对 大 小 问题 。 当 一 个 集 
合 是 有 限 的 或 者 与 正 整数 的 集合 具有 一 样 的 大 小 ,我们 说 这 个 集合 是 可 数 的 。 在 这 一 章 中 ， 
我 们 会 确立 一 些 令 人 惊奇 的 结论 : 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 ， 而 实数 集 则 不 是 。 本 章 还 将 展示 
我 们 所 讨论 的 概念 如 何 用 于 证 明 存 在 一 些 函 数 是 不 能 用 任何 编程 语言 写 的 计算 机 程序 来 计 
算 的 。 

矩阵 在 离散 数学 中 可 用 于 表示 很 多 种 离散 结构 。 我 们 会 复习 用 来 表示 关系 和 图 时 所 需 的 拢 
阵 和 和 窍 阵 运算 的 一 些 基本 内 容 。 和 矩阵 运算 可 用 于 求解 许多 涉及 这 些 结构 的 问题 。 


2.1 集合 
2.1.1 引言 

这 一 节 我 们 将 研究 最 基本 的 离散 结构 一 一 集合 ， 所 有 其 他 离散 结构 都 建立 于 集合 之 上 。 集 
合 可 用 于 把 对 象 聚 集 在 一 起 。 通 常 ， 一 个 集合 中 的 对 象 都 有 相似 的 性 质 ， 但 也 不 绝对 。 例 如 ， 
目前 就 读 于 你 们 学 校 的 所 有 学 生 构成 一 个 集合 。 同 样 ， 目 前 选修 任何 学 校 的 一 门 离散 数学 课 的 
学 生 可 以 组 成 一 个 集合 。 此 外 ,在 你 们 学 校 就 读 且 正 选 修一 门 离散 数学 课 的 所 有 学 生 组 成 一 个 
集合 ， 这 个 集合 可 以 从 上 述 两 个 集合 中 取 共 同 的 元 素 得 到 。 集 合 语言 是 以 有 组 织 的 方式 来 研究 
这 些 集合 的 工具 。 下 面 给 出 集合 的 一 种 定义 。 这 是 一 种 直观 的 定义 ， 不 属于 集合 形式 化 理论 的 
一 部 分 。 








通常 我 们 用 大 写字 母 来 表示 集合 。 用 小 写字 母 表示 集合 中 的 元 素 。 
描述 集合 有 多 种 方式 。 一 种 方式 是 在 可 能 的 情况 下 一 一 列 出 集合 中 的 元 素 。 我们 采用 在 花 
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括号 之 间 列 出 所 有 元 素 的 方法 。 例 如 ，{a，b，c，d}) 表 示 含 4 个 元 素 a、b、c 和 4 的 集合 。 这 
种 描述 集合 的 方式 也 称 为 是 花 名 册 方 法 (roster method) 。 


英语 字母 表 中 所 有 元 音字 和 母 的 集合 V 可 以 表示 为 V 二 a, e, i, oz2)。 4 
GG 时 小 于 10 的 正 奇数 集合 O 可 以 表示 为 O={1, 3,，5,，7,，9}。 4 


尽管 集合 常用 来 聚集 具有 共同 性 质 的 元 素 ， 但 也 不 妨碍 集合 拥有 表面 上 看 起 来 毫 不 
相干 的 元 素 。 例 如 (a，2，Fred，New Jersey} 是 包含 4 个 元 素 &、2、Fred 和 New Jersey 的 
集合 。 | 

有 时 候 用 花 名 册 方 法 表示 集合 时 并 不 列 出 它 的 所 有 元 素 。 先 列 出 集合 中 的 某 些 元 素 ， 当 元 
素 的 一 般 规律 显而易见 时 就 用 省 略 号 (…) 人 代替 。 

Cs 小 于 100 的 正 整数 集合 可 以 记 为 {1，2，3，…，99}。 向 

描述 集合 的 另 一 种 方式 是 使 用 集合 构造 器 (set builder) 和 符号。 我们 通过 描述 作为 集合 的 成 
员 必 须 具 有 的 性 质 来 刻画 集合 中 的 那些 元 素 。 一 般 的 形式 是 采用 记号 {4z|z 具有 性 质 已 } ， 并 读 
作 满 足 己 的 所 有 z 的 集合 。 例 如 ， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 O 可 以 写成 

O= {xz|z 是 小 于 10 的 正 奇 数 ) 
或 者 ， 指 定 全 集 为 正 整 数 集合 ， 如 
0= {zx EZT Iz 为 奇数 ,zx 二 10) 
当 不 可 能 列 出 集合 中 所 有 元 素 时 我 们 常用 这 类 记 法 来 描述 集合 。 例 如 ， 所 有 正 有 理 数 集合 
Q_ ， 可 以 写成 
Q= {zx€ERIzxz=p/q,p 和 9g 为 正 整 数 ) 
这 些 集合 通常 用 黑体 表示 ， 它 们 在 离散 数学 中 发 挥 着 重要 的 作用 : 
N= 二 (0,1,2,3,…), 所 有 自然 数 的 集合 
Z={…, 一 2, 一 1,0,1,2,…}, 所 有 整数 的 集合 
Z' 二 (1,2,3,…})}, 所 有 正 整 数 的 集合 
Q={p/q|pE€EZ2Z,g€2, 且 gqg 关 0), 所 有 有 理 数 的 集合 
R, 所 有 实数 的 集合 
R ， 所 有 正 实 数 的 集合 
C,， 所 有 复数 的 集合 
(注意 有 些 人 认为 0 不 是 自然 数 ， 所 以 当 你 阅读 其 他 书籍 的 时 候 要 仔细 检查 术语 自然 数 是 怎样 
用 的 。) 
回顾 一 下 表示 实数 区 间 的 记号 。 当 a 和 4 是 实数 且 a<2 时， 我 们 可 以 写 
[a,b] = {zx|la<zret) 


[asb) 三 {Zz | a 去 之 中 
(aswb| 三 (zlg 去 去 0 
(ob == hw | 尖 过 误 之 | 册 


注意 La&e，20] 称 为 是 从 & 到 2 的 闭 区 间 ， 而 (<，2) 称 为 是 从 & 到 2 的 开 区 间 。[La，2j、Lae，p)、 
(a，b] 和 (a，5) 的 每 个 区 间 都 包含 a 和 5 之 间 的 所 有 实数 。 其 中 ， 前 两 个 包含 a， 第 一 个 和 第 
三 个 科 租 汉 。 

评注 ”有些 书 采 用 记号 [a,， 6b[、]Ja,， 和 ]a，6[ 分 别 表 示 [a,， 5)、(a,， b] 和 (a，6b)。 

集合 可 以 把 其 他 的 集合 当 作 自己 的 成 员 ， 如 例 5 所 示 。 

集合 (IN，Z，Q，R} 包含 了 四 个 元 素 ， 每 一 个 元 素 都 是 一 个 集合 。 这 个 集合 的 四 个 
元 素 是 : N， 自 然 数 集 ; Z， 整 数 集 ; Q， 有 理 数 集 ; 以 及 R， 实 数 集 。 a 

评注 ”计算 机 科学 中 的 数据 类 型 或 类 型 的 概念 是 建立 在 集合 这 一 概念 上 的 。 特 别 地 ， 数 据 类 
型 或 类 型 是 一 个 集合 连同 作用 于 该 集合 对 人 象 上 的 一 组 操作 的 整体 的 名 称 。 例 如 ， 布 尔 (boolean) 是 集 
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合 {0，1}) 的 一 个 名 称 ， 连 同 对 其 上 一 个 或 多 个 元 素 实施 运算 ， 如 AND、OR 和 NOT。 
由 于 许多 数学 语句 断言 以 两 种 不 同方 式 描述 的 对 象 聚集 实际 上 是 同一 个 集合 ， 所 以 我 们 需 
要 理解 两 个 集合 相等 的 含义 。 





和 因为 它 们 拥有 同样 的 元 素 . 注意 集合 中 元 素 
的 排列 顺序 无 关 紧 要 还 要 注意 同一 个 元 素 被 列 出 来 不 止 一 次 也 没关系 ， 所 以 {1，3，3，3， 
5，5，5，5) 和 {1，3,，5}) 是 同一 个 集合 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 本 

空 集 有 一 个 特殊 的 不 含 任 何 元 素 的 集合 。 这 个 集合 称 为 空 集 (empty set 或 null set) ， 用 
多 表 示 。 空 集 也 可 以 用 人 表示 (这 里 我 们 用 一 对 花 括 号 来 表示 空 集 )。 经 常 具 有 一 定性 质 的 元 素 
组 成 的 集合 其 实 就 是 空 集 。 例 如 ， 大 于 上 自身 的 平方 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 空 集 。 

只 有 一 个 元 素 的 集合 叫 作 单 元 素 集 (singleton set) 。 一 个 常见 的 错误 是 混淆 空 集 外 与 单元 
素 集 合 { 名 }。 集 合 { 名 } 的 唯一 元 素 是 空 集 本 身 ! 考虑 计算 机 文件 系统 中 的 文件 夹 做 一 个 类 比 有 
助 于 记 住 这 个 区 别 。 空 集 可 以 比 做 一 个 空 的 文件 夹 ， 而 仅 包 含 一 个 空 集 的 集合 可 以 比 做 一 个 文 
件 夹 里 只 有 一 个 文件 夹 ， 即 空 文件 夹 。 





朴素 集合 论 注意 集合 定义 (定义 1) 中 用 到 的 术语 对 象 ， 而 没有 指定 一 个 对 象 是 什么 。 基 uns》 


于 对 象 的 直觉 概念 基础 上 ， 将 集合 描述 为 对 象 的 聚集 最 先是 由 德国 数学 家 乔治 。 康 托 尔 于 
1895 年 提出 的 。 由 集合 的 直觉 定义 以 及 无 论 什么 性 质 都 存在 一 个 恰好 由 具有 该 性 质 的 对 象 组 
成 的 集合 这 种 直觉 概念 的 使 用 所 产生 的 理论 导致 悖 论 (paradox) 或 逻辑 不 一 致 性 。 这 已 由 英国 
哲学 家 伯 特 兰 ， 罗 素 (Bertrand Russell) 在 1902 年 所 证 实 ( 有 关 悖 论 的 描述 参见 练习 50)。 这 些 
逻辑 不 一 致 性 可 以 通过 由 公理 出 发 构造 集合 论 来 避免 。 然 而 ,我 们 在 本 书 中 将 使 用 康 托 尔 集合 
论 的 原始 版 本 ， 即 所 谓 的 朴素 集合 论 (naive set theory) ， 因 为 本 书 中 所 考虑 的 所 有 集合 都 可 以 
用 康 托 尔 原始 理论 来 处 理 并 保持 一 致 性 。 如 果 有 学 生 愿 意 继续 学 习 公 理 集 合 论 ， 他 们 会 发 现 了 
解 朴 素 集 合 论 也 会 很 有 帮助 。 他 们 还 会 发 现 公理 集合 论 的 发 展 远 比 本 书 中 的 内 容 要 抽象 。 建 议 
有 兴趣 的 读者 参考 [Su72 ] 以 了 解 更 多 关于 公理 集合 论 的 内 容 。 


2.1.2 文 氏 图 

集合 可 以 用 文 氏 图 形象 地 表示 。 文 氏 图 是 以 英国 数学 家 约翰 ， 文 (John Venn) 的 名 字 命 名 
的 ， 他 在 1881 年 介绍 了 这 种 图 的 使 用 。 在 文 氏 图 中 全 集 (universal set)U， 包 含 所 考虑 的 全 部 
对 象 ， 用 和 矩形 框 来 表示 。( 注 意 全 集 随 着 我 们 所 关注 的 对 和 象 会 有 所 不 同 .) 在 矩形 框 内 部 ， 圆 形 
或 其 他 几何 图 形 用 于 表示 集合 。 有 时 候 用 点 来 表示 集合 中 特定 的 元 素 。 文 氏 图 常用 于 表示 集合 
之 间 的 关系 。 下 面 例 7 展示 了 怎样 使 用 文 氏 图 。 

画 一 个 文 氏 图 表示 英语 字母 表 中 元 音字 母 集合 V。 

解 画 一 个 矩形 表示 全 集 U， 这 是 26 个 英文 字母 的 集 
合 。 在 矩形 中 画 一 个 圆 表示 集合 V。 在 圆 中 用 点 表示 集合 V 
的 元 素 ( 见 图 1) 。 本 


2.1.3 子 集 
通常 会 遇 到 这 样 的 情况 ， 一 个 集合 的 元 素 也 是 另 一 个 集 
合 的 元 素 。 现在 引入 术 请 和 记 导 来 表达 这 种 集合 之 问 的 关系 - 


a 
和 、 2 
3 wi Re 4= 


U 


图 1 元 音字 母 集合 的 文 氏 图 
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我 们 看 到 ，ACB 当 且 仅 当 量化 式 
YrztrE A—-zxE€ BB) 

为 真 。 注 意 要 证 明 A 不 是 B 的 子 集 ,， 我 们 只 需要 找到 一 个 元 素 z€EA 但 x B。 这 样 的 x 就 是 
zxEh 蕴含 iEB 的 一 个 反例 。 

我 们 可 以 用 下 面 的 规则 判断 一 个 集合 是 否 是 另 一 个 集合 的 子 集 : 

证 明 A 是 B 的 子 集 : 为 了 证 明 ACB， 需 要 证 明 如 果 属于 A 则 >z 也 属于 也。 

证 明 A 不 是 B 的 子 集 : 为 了 证 明 A 实 B， 需 要 找 一 个 <xEA 使 得 zEB。 

@ 鸭 所 有 小 于 10 的 正 奇数 的 集合 是 所 有 小 于 10 的 正 整数 的 集合 的 子 集 ， 有 理 数 集 是 实 
数 集 的 一 个 子 集 ， 你 们 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 的 集合 是 你 们 学 校 全 体 学 生 集合 的 子 集 ， 在 
中 国 的 所 有 人 的 集合 是 在 中 国 的 所 有 人 的 集合 的 子 集 ( 即 它 是 自身 的 子 集 ) 。 注 意 属 于 每 对 集合 
中 第 一 个 集合 的 元 素 也 属于 该 对 集合 中 第 二 个 集合 就 可 以 很 快 得 出 这 些 事实 。 所 

GE 其 平方 小 于 100 的 整数 集合 不 是 非 负 整数 集合 的 子 集 ， 因 为 一 1 在 前 一 个 集合 中 [由 
于 (一 1)* 过 100] 但 不 在 后 一 个 集合 中 。 在 你 校 选修 离散 数学 的 人 的 集合 不 是 你 校 计算 机 专业 学 
生 集 合 的 子 集 ， 如 果 至 少 有 一 个 学 生 不 是 计算 机 专业 的 但 却 选修 了 离散 数学 。 3 

定理 1 表明 每 个 非 空 集合 S 都 至 少 有 两 个 子 集 ， 分 别 为 空 集 和 集合 S 本身 ， 即 BS 和 SSS，。 






Dt 

我 们 将 证 明 (i)，( 让 的 证 明 留 作 练 习 ， 
证 明 令 5S 为 一 个 集合 。 为 了 证 明 名 和 导 S， 必 须 证 明 Y x(x€E 一 xzE S) 为 真 。 因 为 空 集 没有 
元 素 ， 所 以 zE 各 总 是 假 。 因 此 zxE CB 一 xz€ES 总 是 真 ， 因 为 其 前 提 为 假 ， 并 且 前 提 为 假 的 条 件 语 
名 为 真 。 即 VY x(z€ 一 XE S) 为 真 。 这 完成 了 0) 的 证 明 。 注 意 这 是 空 证 明 的 一 个 示例 。 如 

当 我 们 要 强调 集合 A 是 集合 B 的 子 集 但 是 A 关 B 时 ， 就 写成 ACB 并 说 A 是 B 的 真子 集 . 
如 果 ACB 是 真 的 ， 则 必 有 ASB 上 且 必 有 B 的 某 个 元 素 xz 不 是 A 的 元 素 。 即 A 是 B 的 真子 集 
当 且 仅 当 

Yi(rEA—>zrEB)A IIxz(rEBAzrE A) 

为 真 。 文 氏 图 可 以 用 来 解释 集合 A 是 集合 B 的 子 集 。 我们 把 全 集 U 画 成 长 方形 。 在 这 长 方形 
中 国 一 圆 表示 B。 由 于 A 是 B 的 子 集 ， 我 们 在 代表 B U 
的 圆 内 画 圆 表示 A 。 这 个 关系 如 图 2 所 示 。 


回忆 一 下 定义 2， 如 果 两 个 集合 拥有 相同 的 元 素 ， 
则 这 两 个 集合 相等 。 证 明 两 个 集合 具有 相同 元 素 的 一 个 2 
有 效 方法 是 证 明 每 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 。 换 言 之 ， 可 
以 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 并 且 ASB 和 BCA， 则 有 
A 二 B。 也 就 是 说 ，A= 二 B 当 上 且 仅 当 Yx(z€ A 一 x€ 8B) 
和 VY zx(xE BE A); 或 者 等 价 于 当 目 仅 当 VYzxlzxE€ 图 2 表示 A 是 B 的 子 集 的 文 氏 图 
Ax€B)， 这 就 是 A 和 B 相等 的 含义 。 因 为 这 个 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 很 有 效 ， 这 里 就 再 
强调 一 下 。 
证 明 两 个 集合 相等 : 为 了 证 明 两 个 集合 A 和 B 相等 ， 需 要 证 明 ACB 和 BCSA.， 
集合 可 以 以 其 他 集合 作为 其 成 员 。 例 如 ， 下 面 列 出 的 集合 : 
A=1{@, {la}, (6b}, {a b}} 
B= 二 {xX| 工 是 集合 {a， 恒 的 子 集 ) 
注意 这 两 个 集合 是 相等 的 ， 即 A 二 B。 同 时 注意 {a} EA, 但 是 a& A.。 


2 人 本、 集合 的 大 小 
集合 广泛 应 用 于 计数 问题 ， 为 此 我 们 需要 讨论 集合 的 大 小 问题 。 
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评注 ”术语 基数 (cardinality) 来 自 于 将 术语 基数 (cardinal number) 作 为 一 个 有 限 集 的 大 小 的 
常用 语 。 


令 4 为 小 于 10 的 正 奇 数 集合 。 则 | A | =5。 4 
令 $ 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 。 那么 | S | 二 26。 4 








仍 | 13 和 二 本 的: 本 i 
我 们 将 在 2.5 节 将 基数 的 概念 扩展 到 无 限 集 ， 这 是 一 个 富有 挑战 性 且 又 充满 惊奇 的 主题 。 
2.1.5 器 集 


许多 问题 涉及 要 检查 一 个 集合 的 元 素 的 所 有 可 能 组 合 看 它们 是 否 满足 某 种 性 质 。 为 了 考虑 
集合 S 中 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 构造 一 个 以 5 的 所 有 子 集 作为 其 元 素 的 新 集合 。 





由 集合 {10，1，2) 的 寡 集 是 什么 ? Po 
解 ” 适 集 PP({10，1，2}) 是 {0，1，2} 所 有 子 集 的 集合 。 因 此 ， 

PO Ta (us (OF (lr (1205 1 .2 
注意 空 集 和 集合 自身 都 是 这 个 子 集 的 集合 的 成 员 。 可 
和 时 空 集 的 窜 集 是 什么 ? 集合 {如} 的 客 集 是 什么 ? 

解 ” 空 集 只 有 一 个 子 集 ， 即 它 自身 。 因 此 ， 

P(G) = {2} 
集合 {名 } 有 两 个 子 集 ， 即 名 和 集合 (名) 自身 。 于 是 ， 
P({G}) = {2 , (GD)}) 本 

如 果 一 个 集合 有 个 元 素 ， 那 么 它 的 短 集 就 有 2" 个 元 素 。 我 们 将 在 本 书后 续 章 节 中 以 不 同 的 
方式 来 证 明 这 一 事实 。 








2. 1.6 笛 卡 儿 积 
有 时 候 元 素 聚 集中 其 次 序 是 很 重要 的 。 由 于 集合 是 无 序 的 ， 所 以 就 需要 用 一 种 不 同 的 结构 
来 表示 有 序 的 聚集 。 这 就 是 有 序 元 组 。 





两 个 有 序 ”元 组 是 相等 的 当 且 仅 当 每 一 对 对 应 的 元 素 都 相等 ， 换 育 之 fk， 三 es 
OI By Ss 6 及 当 对 于 j= lr My ry Ws 有 a; 二。b,。 特别 地 ， 有 序 二 元 组 称 为 序 
偶 (ordered pair)。 序 偶 (a， 和 (c，d) 相 等 当 且 仅 当 a= 二 c 和 4645==d。 注 意 (a,，5) 和 (5b5，a) 不 相 
等 ， 除 非 a==6，。 

在 随后 几 章 中 我 们 将 要 学 习 的 许多 离散 结构 都 是 基于 (以 笛 卡 儿 的 名 字 命名 的 ) 集 合 的 苦 卡 
儿 积 的 概念 。 我 们 先 定义 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 。 


Eye 
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令 A 为 一 所 大 学 所 有 学 生 的 集合 ，B 表示 该 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集合 。A 和 
的 笛 卡 儿 积 A XB 是 什么 ， 如 何 应 用 ? 

解 ” 箔 卡 儿 积 AXB 由 所 有 形 如 (a,，5) 的 序 偶 组 成 ， 其 中 a 是 该 校 的 学 生 而 5 是 该 校 开设 
的 一 门 课程 。 集 合 AXB 的 一 种 用 法 是 可 以 用 来 表示 该 校 学 生 选 课 的 所 有 可 能 情况 。 另 外 ， 观 
察 到 AX8B 的 每 个 子 集 表示 一 种 可 能 的 选课 情况 ，P(AXB) 表 示 所 有 可 能 的 选课 情况 。 和 
A=={1，2} 和 B={a,， 6b，c} 的 笛 卡 儿 积 是 什么 ? 

解 ” 笛 卡 儿 积 AXB 是 

AXB= {la Cb (To (025) ,C23 (2 6) 4 
注意 笛 卡 儿 积 AXB 和 BXA 是 不 相等 的 ， 除非 A 二 名 或 B 一 (这 样 AXB= 名 ) 或 A 二 B( 参 见 
练习 33 和 40)。 下 面 用 例 18 来 解释 。 
证 明 箔 卡 儿 积 BXA 不 等 于 笛 卡 儿 积 AXB， 其 中 A 和 B 为 如 例 17 中 的 集合 。 
解 ” 笛 卡 儿 积 BXA 是 
BXA= arnld, a2 tb 1) (bs 2 (cs 1) 5 (6.2)) 
这 不 等 于 例 17 中 得 到 的 AXB， 3 
对 于 两 个 以 上 的 集合 也 可 以 定义 笛 卡 儿 积 
















OO es 












出 也 笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 其 中 A={0, 1}, B={1, 2}, C={0, 1,，2}? 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXBXC 由 所 有 有 序 三 元 组 (a，6，c) 组 成 ， 其 中 a€A, bE B，cEC。 因 此， 
AXBXKC=0 Lo Wo 0 Tm TO 2 OF (0, B.D,. WW, 3 Ws 

tr lL, Wy Rs Lo ,Cs bs Da Ks Bs Ds CLs 2 TY, Cl Dy BO} 
评注 当 A、B、C 是 集合 时 ，(AXB)XC 与 AXBXC 是 不 同 的 (参见 练习 41)。 
我 们 用 记号 A 来 表示 AXA， 即 集合 A 和 自身 的 笛 卡 儿 积 。 类 似 地 ，A* = 二 AXAX AA， 

A 二 XAXAX 太 ,等 等 。 于 二 稻 地 ， 

A" = (Wa baa | a Ee AR LZ yy} 
本 时 假设 A={1, 2}。 则 A={(1, 1)，(1, 2),，(2; 1),，(2，2)} 并 且 A:= 二 {1， 1, 1)， 

Cs Tr Rs Re Dr Cl Eh tle Ee ED ya 4 
笛 卡 儿 积 AXB 的 一 个 子 集 R 被 称 为 从 集合 A 到 集合 如 的 关系 (relation)。R 的 元 素 是 序 

偶 ， 其 中 第 一 个 元 素 属于 A 而 第 二 个 元 素 属于 B。 例 如， R={(a, 0),， (a, 1)， (a, 3)，(b， 

1);， (5，2)，(c，0)，(c，3)} 是 从 集合 {a，65，c} 到 集合 (10，I，2，3} 的 关系 它 也 是 一 个 从 

集合 {a，6，c，d，e} 到 集合 {0，1，3，4}) 的 关系 。( 这 解释 了 一 个 关系 不 一 定 要 包含 A 的 每 个 

元 素 工 的 序 偶 (z，y)。) 从 集合 A 到 其 自身 的 一 个 关系 称 为 是 A 上 的 一 个 关系 。 
集合 {0，1，2，3} 上 的 小 于 等 于 关系 (如 果 a<b 则 包含 (a，5)) 中 的 序 偶 是 什么 ? 
解 ” 序 偶 (a，0) 属 于 尺 当 上 且 仅 当 oa 和 2 属于 (0，1，2，3} 且 ac 委 2"。 所 以 ， 尺 中 的 序 偶 是 

( 抽 呈 去 二 全 有 0 的 凡人 2 马上 矶 和 岗 站 环 过 强 允 15 允 5 避 鸡 下 天 关 语 二 
我 们 将 在 第 9 章 详细 研究 关系 及 其 性 质 。 
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2.1.7 使 用 带 量词 的 集合 符号 

有 时 我 们 通过 使 用 特定 的 符号 来 显 式 地 限定 一 个 量化 命题 的 论 域 。 例 如 ，VxzESCPGCz)) 
表示 P(z) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 全 称 量化 。 换 名 话说 ，VxzESCP(Cz)) 是 YVzGCzES 一 PCz)) 的 
简写 。 类 似 地 ，3zESCPCz)) 表 示 P(x) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 存在 量化 。 即 3 x€ SCP(x)) 
是 3X(x€E SA P(xz)) 的 简写 。 

电 肝 季 语句 VIER(r 宇 0) 和 XEZlr 二 1) 的 含义 是 什么 ? 

解 ”语句 YVYzER( 盖 过 0) 声 称 对 任意 实数 zx， 过 过 0。 这 个 语句 可 以 表达 为 “任意 实数 的 平 
方 是 非 负 的 ”。 这 是 一 个 真 语 句 。 

语句 3 xEZ(x = 二 1) 声 称 存 在 一 个 整数 z 使 得 x 二 1。 这 个 语句 可 以 表达 为 “有 某 个 整数 ， 
其 平方 是 1”。 这 个 语句 也 是 一 个 真 语句 ， 因 为 z= 二 1 就 是 这 样 一 个 整数 (一 1 也 是 ) 。 4 


2. 1.8 真 值 集 和 量词 

现在 我 们 把 集合 理论 和 谓词 逻辑 的 一 些 概念 结合 起 来 。 给 定 谓 词 P 和 论 域 D， 定义 PP 的 真 
人 set) 为 D 中 使 P(Cz) 为 真 的 元 素 工 组 成 的 集合 。P(z) 的 真 值 集 记 为 {zED | PCz))。 

谓词 PCz)、Q(Cz)、R(z) 的 真 值 集 都 是 什么 ?” 这 里 论 域 是 整数 集合 ，P(z) 是 
第 ep 二 1]”,，Q(zx) 是 “zx! 二 2”，R(z) 是 “|z| = 二 vw”。 

解 PP 的 真 值 集 {XE€2Z|| xz | = 二 1} 是 满足 | x | = 二 1 的 整数 集合 。 因 为 当 xz==1 或 z= 二 一 1 时 
有 | xz| = 二 1， 而 没有 其 他 整数 x 能 满足 ， 因 此 PP 的 真 值 集 是 {一 1，1}。 

Q 的 真 值 集 {zEZ | x 二 2) 是 满足 x = 二 2 的 整数 集合 。 因 为 没有 整数 工 满 足 zx 二 2， 所 以 这 


是 个 空 集 。 
R 的 真 值 集 {zEZ || z | = 二 xz} 是 满足 | x | ==z 的 整数 集合 。 因 为 | x | = 工 当 且 仅 当 z 之 
0， 所 以 R 的 真 值 集 是 N， 非 负 整 数 集合 。 4 


注意 VYzP(Cz) 在 论 域 U 上 为 真 当 且 仅 当 己 的 真 值 集 是 集合 U。 同 样 ，3 xzP(zx) 在 论 域 U 上 
为 真 当 且 仅 当 P 的 真 值 集 非 空 。 


奇数 编号 练习 

1. 列 出 下 述 集合 的 成 员 。 
a)({z| 工 是 使 得 x = 二 1 的 实数 ) b){z| 工 是 小 于 II2 的 正 整数 ) 
cj 并 | 工 是 一 个 整数 的 平方 且 工 过 100} d){z | 工 是 整数 上 且 坟 一 2) 


3. 区 间 (0，5) 、(0，5]、[0，5) 、[0，5]、(1，4]、[2，3] 和 (2，3) 中 ， 哪 个 包含 
a)07 b)1? e)27 
d)3? e)47 f)57? 
5. 对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 
一 个 的 子 集 。 
a) 从 纽约 至 新 德里 的 航空 公司 航班 的 集合 ， 从 纽约 至 新 德里 的 不 经 停航 空 公司 航班 的 集合 。 
b) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 中 文 的 人 的 集合 。 
c) 飞 鼠 的 集合 ， 会 飞行 的 生物 的 集合 。 
7. 判断 下 面 每 对 集合 是 否 相 等 。 
tl a Ss D5, Bo Bh, 5s Br i) b){{1}}, {1, {1}) 
OS, (oo)} 


日 ”为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获 取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》)( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 (离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 ， 原 书 第 8 版 )X 预 计 2020 年 春季 出 版 ) 。 练 习 的 答案 请 访 
问 华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 。 一 一 编辑 注 
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: 对 下 面 的 每 个 集合 ， 判 断 2 是 否 为 该 集合 的 元 素 。 


a){xX€ER|z 是 大 于 1 的 整数 } b){zER | 工 是 一 个 整数 的 平方 ) 

© (2, 12}} d){(42), {12)}} 

ej{((2}5 (26 {2)}} f)({{2}})} 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

a)0E 区 b) ZE {0} {OC 
d)BC1{0} e) (0; € 10) f) 10}C 1{0)} 
gOG}ES{L} 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

3) 并 E Iz} b) (六 (2 CY Lm 
d){x}E€E ((xz}} e) CSCS{zr) f) GE (x) 


用 文 氏 图 说 明 在 一 年 所 有 的 月 份 集合 中 月 份 名 称 中 不 包含 字母 R 的 所 有 月 份 的 集合 。 
用 文 氏 图 说 明 集 合 关 系 ACB 和 BCC.， 
假定 A、B 和 C 为 集合 ， 且 ASEB，BSEC 证 明 ASEC。 


下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a) (a) b){{a}} 

c){a, {a}} d)(la, la}, la, 4a})}} 

找 出 下 列 各 集合 的 帘 集 。 

a) {a} b){a, b} (GD, (DG)) 
假设 a 和 2 是 不 同 的 元 素 ， 下 列 集合 各 有 多 少 个 元 素 ? 

a)P({a, b, {a, b}}) DP(G, a, {a}, {{a}}}) OPP(G)) 
证 明 P(A) 忆 PC(B) 当 且 仅 当 ASB， 

令 A={a, b,c，d}，B={y，z}。 求 

a)AXB b)BxXA 


笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 其 中 A 是 所 有 航线 的 集合 ,，B 和 C 都 是 所 有 美国 城市 的 集合 ? 给 出 一 个 
例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 


令 A 为 集合 。 证 明 忆 XA=AXx 包 = 尺 。 

求 A: 如 果 

a)A=(0，1，3} byA={l, 2 二 动 
如 果 A 有 m 个 元 素 ，B 有 个 元 素 ， 则 AXB 有 和 多少 个 不同 的 元 素 ? 


如 果 A 有 m 个 元 素 且 是 一 个 正 整 数 ， 则 A" 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 
试 解释 为 什么 AXBXC 和 (AXB)XC 不 同 。 

证 明 或 反驳 ; 如 果 A 和 B 是 集合 , 则 P(AXB)=P(A) XP(B)， 

将 下 列 量化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 


a) VY ZE R(X 天 一 1) b) 3rEZ(x’ =2) 
c)VYZzrEZ( >0) d) jxXER(z: 一 工 ) 
给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 

P(r < bb 人 (zw rx c)RCz):， 2z 十 1 一 0 


序 偶 所 定义 的 性 质 是 两 个 序 偶 相 等 当 且 仅 当 其 第 一 个 元 素 相 等 上 且 第 二 个 元 素 相 等 。 令 人 惊奇 的 是 ， 
我 们 可 以 用 集合 论 的 基本 概念 来 构造 序 偶 ， 从 而 取代 用 序 偶 作为 最 基本 的 概念 。 证 明 如 果 将 序 偶 (a， 
0 定义 为 {{ta}，{a，2p}}， 那 么 (a，D) 三 (cd) 当 且 仅 当 a=c 且 2=d。[ 提 示 : 首先 证 明 {{a}，{a， 
b)} 二 {{c}，{c，d}} 当 且 仅 当 a=c 和 且 56=4d。j] 


x*x S1.。 给 出 一 个 能 列 出 一 个 有 限 集合 所 有 子 集 的 步骤 。 
2.2 集合 运算 
2.2.1 引言 


两 个 或 多 个 集合 可 以 以 许多 不 同 的 方式 结合 在 一 起 。 例 如 ， 从 学 校 主 修 数 学 的 学 生 集合 和 
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主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 入 手 ， 可 以 构成 主 修 数学 或 计算 机 科学 的 学 生 集合 、 既 主 修 数学 又 
主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集 合 、 所 有 不 主 修 数 学 的 学 生 集 合 等 。 





一 个 元 素 zz 属于 A 和 B 的 并 集 当 和 且 仅 当 z 属于 AA 或 z 属于 B， 
AUB= {zr|zreEeEAVxreE€B} 
图 1 所 示 的 文 氏 图 表示 两 个 集合 A 和 B 的 并 集 。 表 示 A 的 圆 区 
影 区 域 表示 AUB.， 





内 或 表示 B 的 圆圈 内 的 阴 





我 们 将 给 出 集合 并 集 的 例子 。 

集合 {1，3，5} 和 集合 {1，2，3} 的 并 和 集 是 集合 {1，2，3，5}， 即 {1,，3,，, 5}U{，2， 
SF= (1, &, 3 3} | 

网 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数学 的 学 生 集合 的 并 集 就 是 或 主 修 数学 或 主 
修 计算 机 科学 或 同时 主 修 这 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 4 





一 个 元 素 x 属于 集合 A 和 B 的 交集 当 且 仅 当 z 属于 A 而 且 z 属于 B。 这 说 明 
AINB={lz|z€EANzZTEB) 
图 2 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 交集 。 同 时 在 代表 A 和 8B 的 两 个 圆 之 内 的 阴影 区 域 
表示 A 和 B 的 交集 。 





A UB 为 阴影 区 A 站 B 为 阴影 区 
图 1 A 和 B 并 集 的 文 氏 图 图 2 A 和 B 交集 的 文 氏 图 
我 们 给 出 交集 的 几 个 例子 。 





集合 {1，3，5} 和 {1，2，3} 的 交集 是 {1，3}， 即 {1, 3, 5} 站 {1, 2, 3}= 二 {1, 3}。 4 


学 校 所 有 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集 合 与 所 有 主 修 数 学 的 学 生 集合 的 交集 是 所 有 既 主 






邻 A= 们 ，3，5,， 7,,9)， 而 B={2，4，6;.8。 10}。 因 为 A 站 B= 多 ， 所 以 妨 和 8B 
不 相交 。 本 
我 们 经 常 对 寻找 集合 的 并 集 的 基数 很 感 兴趣 。 注 意 |A | 十 1B| 把 只 属于 A 或 只 属于 B 
的 元 素数 了 恰好 一 次 ， 而 对 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素数 了 恰好 两 次 。 因 此 ， 如 果 从 1A| 十 
| B | 中 减 去 同时 属于 A 和 B 的 元 素 的 个 数 ， 则 A 站 mB 中 的 元 素 也 就 只 数 了 一 次 。 于 是 
IA&U BI=| A BI ATIBI 
把 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 集合 的 并 集 就 是 所 谓 的 包含 排斥 原理 或 简称 容 斥 原理 (principle of 
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inclusion-exclusion) 。 容 斥 原理 是 枚 举 中 的 一 项 重要 技术 。 我 们 将 在 第 3 章 和 第 4 章 详细 讨论 这 
一 原理 和 其 他 的 计数 技术 。 
还 有 其 他 一 些 重要 的 组 合集 合 的 方式 。 










二 ms 
a 党 a JJ 


评注 集合 A 和 B 的 差 集 有 时 候 也 记 为 A \B。 
一 个 元 素 + 属于 A 和 B 的 差 集 当 且 仅 当 zEA 上 且 x FB， 这 说 明 
| A—B= {zxz|zxz€EAAMAMzr¢B}) 

3 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 差 集 。 在 表示 集合 A 的 圆圈 内 部 同时 在 表示 集合 B 的 圆 
畴 外 部 的 阴影 区 域 表 示 A 一 B。 

让 我 们 举 几 个 差 集 的 例子 。 

WB》 集合 {1，3，5} 和 {1, 2，3} 的 差 集 是 {15}， 即 {1，3，5}) 一 {1，2, 3} 二 {5}。 这 不 同 
于 {1，2，3} 和 {1，3，5}) 的 差 集 {2}。 司 


忆 划 学校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 和 主 修 数学 的 学 生 集合 的 差 集 是 学 校 主 修 计算 机 科 












学 但 不 主 修 数学 的 学 生 集合 。 可 






评注 A 的 补 集 的 定义 取决 于 特定 的 全 集 U。 这 个 定义 对 A 的 任何 超 集 U 都 适用 。 如 果 ” 
我 们 想 要 确定 全 集 U， 可 以 写成 “相对 于 全 集 U 的 A 的 补 集 。” 
一 个 元 素 工 属于 A 当 且 仅 当 xzA。 这 说 明 
A= {rE€EU|zx¢A) 
图 4 中 代表 集合 A 的 圆圈 外 面 的 阴影 区 域 表示 A 。 








A 一 8B 为 阴影 区 下 为 阴影 区 
图 3 A 和 B 的 差 集 的 文 开 图 (阴影 图 4 集合 A 的 补 集 的 文 氏 图 (阴影 
部 分 是 A 一 B) 部 分 是 A) 

我 们 举 几 个 补 集 的 例子 。 

GO 令 4A={o，。，i，o， xj (其 中 全 集 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 )。 那 么 A 二 {b; c,d， 
fs 8， h， ys ks ds ms ns ps qs Ysy Sr Ly Vs Wy Ty Ys 之 } < 

RR 今 A 为 大 于 10 的 正 整数 的 集合 (全 集 为 所 有 正 整数 集合 )。 那 么 A =(1，2，3，4， 
55 © TH 8 95.10} BB 


下 面 的 证 明 留 给 读者 (练习 21): 可 以 将 A 和 B 的 差 集 表示 成 A 和 B 的 补 集 的 交集 。 即 
A= 吕 荣光 有 自 串 
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2.2.2 集合 恒等式 

表 1 列 出 了 涉及 集合 并 、 交 、 补 的 最 重要 的 恒等式 。 我 们 将 用 三 种 不 同 的 方法 证 明 其 中 的 
几 个 恒等式 。 介 绍 这 些 方法 是 想 说 明 对 一 个 问题 的 求解 往往 有 不 同 的 途径 。 表 中 未 证 明 的 恒 等 
式 留 给 读者 练习 。 读 者 应 该 注意 这 些 集合 恒等式 和 1. 3 节 讨 论 的 逻辑 等 价 式 的 相似 之 处 (比较 


1.6 节 中 表 6 和 这 里 的 表 1) 。 事 实 上 ， 这 里 给 表 1 集合 恒等式 
出 的 集合 恒等式 可 以 直接 由 对 应 的 逻辑 等 价 式 a 
证 明 。 不 仅 如 此 ， 这 两 者 都 是 布尔 代数 (在 第 ”一 ANU=A pe 
8 章 讨论 ) 中 的 恒等式 的 特例 。 AUG=A 

在 开始 讨论 证 明 集 合 恒等式 的 不 同方 法 之 。 4UU=U 支配 竺 
前 ， 我 们 简要 讨论 一 下 文 氏 图 的 作用 。 尽 管 这 “一 人 DA 一 二 
样 的 图 示 能 够 帮助 我 们 理解 由 两 个 或 三 个 原子 。 Ana=A 吞 等 律 
集合 (用 于 构造 这 些 集合 的 更 复杂 组 合 的 集合 ) 元， 机 要 
构造 而 成 的 集合 ,但 涉及 四 个 或 更 多 原子 集合 一 ABC 
时 ， 它 们 提供 不 了 多 少 启示 。 四 个 或 更 多 集合 。 AnBp=Bna 交换 种 
的 文 氏 图 相当 复杂 ， 因 为 需要 用 各 种 椭圆 而 不 一 AUcBUC AUBUC 时 
是 圆圈 来 表示 集合 。 并 且 有 必要 保证 对 于 集合 An(anc)=(4AnB)nc pik 
的 每 种 可 能 的 组 合 都 能 用 非 空 的 区 域 来 表示 。 AU (BNO=(AUBNAUO) a 
尽管 文 氏 图 能 提供 某 些 恒等式 的 非 正式 的 证 AN(BUO=(ANB)U(ANO 
明 ，, 但 这 样 的 证 明 仍 须 用 我 们 将 要 讨论 的 三 种 。 4MB=AUB 德 摩根 律 
方法 之 一 来 给 出 形式 化 的 证 明 。 AUB=ANB 

证 明 集 合 相 等 的 一 种 方法 是 证 明 每 一 个 是 i 吸收 律 
另 二 个 的 于 集 。 回 要 一 下 为 了 证 明 汪 个 集合 是 ,一 
另 一 个 集合 的 子 集 ， 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 如 ri 互补 律 


果 属 于 第 一 个 集合 ， 必 定 属于 第 二 个 集合 。 通 
常 我 们 用 直接 证 明 法 来 证 明 。 我 们 将 通过 证 明 第 一 德 . 摩根 律 来 说 明 这 一 方法 。 

证 明 A 门 B=AUB。 

解 ”我们 通过 证 明 互 为 子 集 来 证 明 两 个 集合 A 门 B 和 AUB 相等 。 

首先 , 证 明 A 站 BGAUB。 这 个 只 需要 证 明 如 果 工 在 A 门 B 中 ， 则 也 必然 在 AUB 中 。 现 在 假 
定 xEANB。 根据 补 的 定义 ，z 攻 ANmB。 再 由 交集 的 定义 可 知 ， 命 题 4((xzE€ A) 作 (zxE B)) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 ， 摩 根 律 ， 可 得 CCzEA) 或 CCzEB)。 根 据 命题 否 定 的 定义 ， 有 
xz A 或 4 B。 再 由 补 集 的 定义 ， 这 蕴含 着 zEA 或 z€EB。 因 此 ， 由 并 集 的 定义 ， 可 得 
rE AUB。 从 而 得 证 A 站 BCAUB， 

接 下 来 ， 证明 AU BSAN 门 B。 这 个 只 需要 证 明 如 果 z 在 AUB 中， 则 也 必然 在 ANB 中 。 
现 假设 zE AUB。 由 并 集 的 定义 ,我 们 知道 zE A 或 z<EB。 用 补 的 定义 ,可 得 x A 或 zB，。 
所 以 ， 命题 a (rE A)V-J(xE€EB) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 。 摩 根 律 ， 可 得 上 (CCzEA)ACzEEB)) 为 真 。 由 交集 的 定义 ， 可 得 
nzEA 站 B) 成 立 。 再 由 补 的 定义 ， 可 以 得 出 zxEAB。 这 就 证 明了 AU BSEANB。 

由 于 已 经 证 明了 每 一 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 ， 所 以 这 两 个 集合 相等 ， 恒 等 式 得 证 。 | 

我 们 可 以 用 集合 构造 器 来 更 简洁 地 表达 例 10 中 的 推理 过 程 ， 如 例 11 所 示 。 

用 集合 构造 器 和 逻辑 等 价 式 来 证 明 第 一 德 。 摩 根 律 A 门 B=AUB。 

解 ” 通 过 下 列 步骤 证 明 这 一 恒等式 。 

ANMNB= {zx | x¢ ANB) 补 集 的 定义 


Extro > 
Exomplies 
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={z | (ZE (ANMB))) 不 属于 符号 的 含义 

={z |- (XEAANZzEB)) 交集 的 定义 

一 (人 Z| DCzEA)VDCzEEB)) 逻辑 等 价 式 的 第 一 德 。 摩根 律 

={r| x¢EAVzrEB) 不 属于 符号 的 含义 

={zx| xEAVzEB) 补 集 的 定义 

一 {z|zEAUB) 并 集 的 定义 

一 AUB 集合 构造 器 记号 的 含义 

注意 除了 用 到 补 集 、 并 集 、 集 合成 员 、 集 合 构造 器 记号 的 定义 外 ， 这 个 证 明 还 用 到 了 有 逻辑 

等 价 式 的 第 二 德 ， 摩根 律 。 q 


当 通 过 证 明 恒 等 式 的 一 边 是 另 一 边 的 子 集 的 方式 来 证 明 涉及 两 个 以 上 集合 的 恒等式 时 ， 需 
要 跟踪 一 些 不 同 的 情形 ， 如 证 明 集 合 分 配 律 的 例 12 所 示 。 

证 明 表 1 中 的 第 二 分 配 律 : 对 任意 集合 A、B 和 C, 证 明 AN (BUC)=(ANB)U 
《二 人 CC。 

解 ”我 们 将 通过 说 明 等 式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 来 证 明 这 个 恒等式 。 

假定 XEANM(BUOC)。 那么 EA 有 上 且 xE€BUC。 由 并 集 的 定义 可 得 ，zxEA,， 且 xEB 或 
zEC( 或 两 者 ) 。 换 句 话 ， 是 我 们 知道 复合 命题 CzEA)A((CzEB)V(zEC)) 为 真 。 再 由 合 取 对 
析 取 的 分 配 律 ， 有 ((zEA)A(CzEB))V(CzEA)ACzEC))。 因 此 可 得 ， 或 者 zxEA 且 >zEB， 
或 者 zxEA4A 且 zEC。 由 交集 的 定义 ， 可 知 zxEAmzB 或 zEAfC。 使 用 并 集 的 定义 ， 可 得 出 
XE(ANMNB)UC(ANC)。 从 而 得 出 结论 AN 站 (BUOSCANB)U(ANMO)。 

现在 假定 zx€E (A 站 mB)U(ANMmC)。 则 由 并 集 的 定义 ，zxzEANmB 或 TE ANMmC。 由 交集 的 定义 
可 得 ，xEA 且 xzEB, 或 者 xzEA 且 zEC。 由 此 可 知 ，zEA，, 并 且 rEB 或 zEC。 因 此 ， 由 
并 集 的 定义 可 知 ，zEA 且 zEBUC。 再 由 交集 的 定义 ， 可 得 zEAm(CBUC)。 从 而 得 出 结论 
(CAnB)UCAnmCcEAmCGBUC) 。 这 就 完成 了 该 恒等式 的 证 明 。 加 

集合 恒等式 还 可 以 通过 成 员 表 来 证 明 。 我 们 考虑 一 个 元 素 可 能 属于 的 原子 集合 ( 即 用 来 生 
成 两 边 的 集合 的 原始 集合 ) 的 每 一 种 组 合 ， 并 验证 在 相同 集合 组 合 中 的 元 素 同属 于 恒等式 两 边 
的 集合 。 用 1 表示 元 素 属于 一 个 集合 ， 用 0 表示 元 素 不 属于 一 个 集合 (读者 应 注意 到 成 员 表 和 
真 值 表 的 相似 之 处 ) 。 

用 成 员 表 证 明 AN (BUC)=(ANB)U(ANO)， 

解 ” 表 2 给 出 了 这 些 集合 组 合 的 成 员 表 。 这 个 表格 有 8 行 。 由 于 对 应 于 AN(BUC) 和 
CAnmB)UCAPC) 的 两 列 相 同 ， 所 以 恒等式 有 效 。 | 

已 经 证 明 过 的 集合 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 考 虑 下 面 的 例 14。 


表 2 分 配 律 的 成 员 表 


] 1 
l 1 
1 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


一 旦 证 明了 集合 的 恒等式 ,我 们 就 可 以 用 它们 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 特 别 是 ,我 们 可 
以 应 用 一 连 串 的 恒等式 ， 每 个 步骤 一 个 ， 从 需要 证 明 的 恒等式 的 一 边 推导 出 另 一 边 ， 如 例 14 
所 示 。 





(ANMNB)U( ANMCO) 








> 
己 忆 已 己 请 尼 一 | 全 
O 


OO pp OO OO FE ps 
OO pO Fp OO pO 二 





DO OO OO OOO” mi —— 关 
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令 A、B、C 为 集合 。 证 明 
AU (BNMNMO=CUBNA 


解 ” 我 们 有 
AU(BNO=AN BNO 由 第 一 德 。 摩 根 律 
=AN(BUO) 由 第 二 德 。 摩 根 律 
=(BUNC 站 AAA 由 交集 的 交换 律 
=tCU BNA 由 并 集 的 交换 律 4 


我 们 将 证 明 集 合 恒等式 的 三 种 方法 总 结 在 表 3 中 。 
表 3 证 明 集 合 恒等式 的 方法 


摘 述 方法 
子 集 方法 证 明 恒等式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 
村 对 于 原子 集合 的 每 一 种 可 能 的 组 合 ， 证 明 恰好 在 这 些 原子 集合 中 的 元 素 要 么 同时 属于 
两 边 ， 要 么 都 不 属于 两 边 
应 用 已 知 的 恒等式 从 一 边 开 始 ， 通 过 应 用 一 系列 已 经 建立 了 的 恒等式 将 它 转换 成 另 一 边 的 形式 


2.2.3 扩展 的 并 集 和 交集 

由 于 集合 的 并 集 和 交集 满足 结合 律 ， 所 以 只 要 A、B、C 为 集合 , 则 AUBUC 和 ANBNC 
均 有 定义 ， 即 这 样 的 记号 是 无 二 义 性 的 。 也 就 是 说 ， 我 们 不 需要 用 括号 来 指明 哪个 运算 在 前 ， 
因为 AU(CBUC=(AUB)UC 及 AmnCBnC=(AnB)mC。 注意 AUBUC 包 含 那 些 至 少 属 
于 A、B、C 中 一 个 集合 的 元 素 , 而 AnBnmC 包 含 那 些 属于 A、B、C 全 部 3 个 集合 的 元 素 。3 
个 集合 A、B、C 的 这 两 种 组 合 如 图 5 所 示 。 





a) 阴影 部 分 是 4UBUC b) 阴影 部 分 是 ANMBNC 
图 5 集合 A、B、C 的 并 集 和 交集 


CE SS A={0. 2, 4, 6, 8), BI0, 1 2 3, WD C=40, 3，6V 9 AUBUC 和 和 
ANnBNIC 是 什么 ? 
解 AUBUC 包 括 那 些 至 少 属于 A、B、C 之 一 的 元 素 。 所 以 
AUBUE= "012 ,0.80 
集合 A 站 BN1C 包 括 那些 属于 全 部 3 个 集合 的 元 素 。 因 此 
A NBNTC = {0 本 
我 们 还 可 以 考虑 任意 多 个 集合 的 并 集 和 交集 。 引 入 下 面 的 定义 。 
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我 们 用 下 列 记 号 





ANAN-NA= [A 


表示 集合 A, ，A, ，…，A, 的 交集 。 我 们 用 例 16 说 明 扩 展 的 并 集 和 交集 。 
i 人 A 二 位， i 十 1]， i 十 2 i 二 1] 2 。 那 妇 ， 


Ut i bit 3) 


站 A = 冯 (rr a 


1==| i= | 


我 们 可 以 将 并 集 和 交集 的 记号 扩展 到 其 他 系列 的 集合 。 尤 其 可 以 使 用 记号 
ore 

WRN A MM BAA 
A = 门 4 


更 一 般 地 ， 当 了 是 一 个 集合 时 ， 可 以 用 记号 门 erA 和 UierA， a ] 汪 全 
A; 的 交集 和 并 集 。 注 意 我 们 有 门 <A,=(z| ViE€EI(xXEA)}) 和 UeiA; = 二 {x| 3i€EI(r€A,))， 


假设 对 于 ;一 1， "i 集合 A ;二 4 2, 3 7 那么 ， 


U A, = =U 1 (i230 = {1 


=] 


A, = = 站 (2 = {1) 

要 起 知道 这 此 集合 的 关 信 是正 整数 入 注意 每 一 个 正 整 数 至 少 属于 一 个 集合 ， 因 为 整数 7 
属于 A,= 王 (1，2，…，7?}， 并 且 集 合 中 的 每 一 个 元 素 都 是 正 整 数 。 要 想 知道 这 些 集合 的 交集 是 
1 a A。;… 的 元 素 只 有 1。 也 就 是 说 ，A, ={1}, 而 县 对 于 i=1， 

… 均 有 1EA,。 | 


2.2.4 集合 的 计算 机 表示 

计算 机 表示 集合 的 方式 有 多 种 。 一 种 办 法 是 把 集合 的 元 素 无 序 地 存储 起 来 。 可 是 如 果 这 样 
的 话 ， 在 进行 集合 的 并 集 、 交 集 或 差 集 等 运算 时 会 非常 费时 ， 因 为 这 些 运算 将 需要 进行 大 量 的 
元 素 搜索 。 我 们 将 要 介绍 一 种 利用 全 集中 元 素 的 任何 一 种 顺序 来 存放 集合 元 素 的 方法 。 集 合 的 
这 种 表示 法 使 我 们 很 容易 计算 集合 的 各 种 组 合 。 

假定 全 集 U 是 有 限 的 (而 且 大 小 合适 ,使 U 的 元 素 个 数 不 超 过 计算 机 能 使 用 的 内 存量 )。 
首先 为 U 的 元 素 任 意 规 定 一 个 顺序 ， 例 如 a;，a;，…，a,。 于 是 可 以 用 长 度 为 nn 的 比特 串 来 表 
示 U 的 子 集 A: 其 中 比特 串 中 第 i 位 是 1， 如 果 a; 属于 A; 是 0， 如 果 wa 不 属于 A。 例 18 解释 
了 这 一 技巧 。 


令 如 二 {1，2，3;4，5，6，7，8; 9，10}， 而 且 U 的 元 素 以 升序 排序 ， 即 ai 一 1?。 
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表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 、 所 有 偶数 的 子 集 和 不 超过 5 的 整数 的 子 集 的 比特 串 是 什么 ? 
解 ” 表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 {(1，35 5 7,， 9} 的 比特 串 ， 其 第 1、3、5、7、9 比特 为 1， 
其 他 比特 为 0。 即 
10 1010 1010 
(我 们 已 把 长 度 为 10 的 比特 串 分 成 长 度 为 4 的 片段 组 合 以 便 阅 读 ,) 类 似 地 ,，U 中 所 有 偶数 的 子 
集 ， 即 {2,，4;， 6，8，10}， 可 由 比特 串 
01 0101 0101 
表示 。U 中 不 超过 5 的 所 有 整数 的 集合 {1，2，3，4，5)}， 可 由 比特 上 串 
11 1110 0000 
表示 。 本 
用 比特 串 表 示 集 合 便于 计算 集合 的 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 要 从 表示 集合 的 比特 串 计 算 
它 的 补 集 的 比特 串 ， 只 需 简单 地 把 每 个 1 改 为 0， 每 个 0 改 为 1， 因 为 xEA 当 目 仅 当 xz& A。 
注意 当 把 每 比特 看 成 真 值 时 (用 1 表示 真 ，0 表示 假 )， 上 述 运算 对 应 于 取 每 比特 的 否定 。 
我 们 已 经 知道 集合 {1，3，5，7，9} 的 比特 串 ( 全 集 为 {1，2，3，4，5，6，7，8， 
9，10)) 是 
10: 1010,.1010 
它 的 补 集 的 比特 串 是 什么 ? 
解 用 0 取代 1, 用 1 取代 0， 即 可 得 到 此 集合 的 补 集 的 比特 串 
01 0101 0101 
这 对 应 于 集合 {2，4，6，8，10) 。 和 
要 想得到 两 个 集合 的 并 集 和 交集 的 比特 串 ， 我 们 可 以 对 表示 这 两 个 集合 的 比特 串 按 位 做 布 
尔 运 算 。 只 要 两 个 比特 串 的 第 i 位 有 一 个 是 1， 则 并 集 的 比特 串 的 第 i 位 是 1， 而 当 两 位 都 是 0 
时 为 0。 因 此 ， 并 集 的 比特 串 是 两 个 集合 比特 串 的 按 位 或 (bitwise OR)。 当 两 个 比特 串 的 第 i 位 
均 为 1 时， 交集 比特 串 的 第 :位 为 1， 否 则 为 0。 因 此 交集 的 比特 串 是 两 个 集合 比特 串 的 按 位 与 
(bitwise AND) 。 
(EBD 集合 (1，2， 3，4，5) 和 (1,，3，5， 7， 9} 的 比特 串 分 别 是 11 1110 0000 和 10 1010 
1010。 用 比特 串 找 出 它们 的 并 集 和 交集 。 
解 ”这 两 个 集合 的 并 集 的 比特 串 是 
11 1110 0000 V 10 1010 1010=11 1110 1010 
它 对 应 集合 {L，2，3，4,，5，7，9%}。 这 两 个 集合 的 交集 的 比特 串 是 
11 1110 0000 A 10 1010 1010=10 1010 0000 
它 对 应 集合 {1，3，5})。 4 


2.2.5 多 重 集 

有 了 时候 元 素 在 无 序 集合 中 出 现 的 次 数 是 有 意义 的 。 多 重 集 (multiset， 多 重 成 员 集 的 简称 ) 
就 是 一 个 元 素 的 无 序 集 ， 其 中 元 素 作 为 成 员 可 以 出 现 多 于 一 次 。 我 们 用 与 集合 相同 的 记号 来 表 
示 多 重 集 ， 但 是 每 个 元 素 在 列表 中 的 个 数 即 作为 成 员 出 现 的 次 数 。( 回 想 一 下 ， 在 集合 中 ， 一 
个 元 素 或 属于 集合 或 不 属于 集合 。 在 列表 中 列 出 多 次 并 不 影响 这 个 元 素 在 集合 中 的 成 员 关 系 。) 
因此 ， 由 {a，a，a，65，b}) 表 示 的 多 重 集 是 一 个 包含 三 次 a 和 两 次 & 的 多 重 集 。 使 用 这 种 记号 
时 ， 必 须 清楚 认识 到 我 们 在 处 理 多 重 集 而 非 普 通 集合 。 我 们 也 可 以 用 另 一 种 记号 来 避免 二 义 
性 。 记 号 {ma * a ，m:，as;，*"…，m,。a,} 表 示 多 重 集 ， 其 中 元 素 a 出 现 了 m 次 ， 元素 a 出现 
了 mz 次 ,以 此 类 推 。 这 里 ，mi;， i 二 1，2，…， rr 称 为 元 素 a;, i 二 1]，2，…,r 的 重复 数 
(multiplicity) 。( 对 于 不 在 多 重 集 中 的 元 素 ， 其 在 该 集合 中 的 重复 数 被 置 为 0,) 多 重 集 的 基数 是 
其 元 素 的 重复 数 的 总 和 。 多 重 集 一 词 由 Nicolaas Govert de Bruijn 在 .20 世纪 70 年代 引 入 ,但 此 
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概念 可 以 追溯 到 12 世纪 印度 数学 家 Bhaskaracharya 的 著作 。 

设 已 和 Q 是 多 重 集 。 多 重 集 P 和 Q 的 并 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 和 Q 中 重 
复数 的 最 大 值 。P 和 Q 的 交 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 和 Q 中 重复 数 的 最 小 值 . P 
和 Q 的 差 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 中 的 重复 数 减 去 在 Q 中 的 重复 数 ， 如 果 差 为 
负数 ， 重 复数 就 为 0。P 和 Q 的 和 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 PP 和 Q 中 的 重复 数 之 
和 。P 和 Q 的 并 、 交 、 差 分 别 记 作 PUQ、PIiQ 和 尸 一 Q( 不 要 将 这 些 运算 与 集合 中 类 似 的 运 
算 相 混淆 )。P 和 Q 的 和 记 作 卫 十 Q。 

假设 P 和 Q 分别 是 多 重 集 (4,a，1 .4b，3。c} 和 {3。，a,，4。b，2。d}。 试 求 PU 
QO, PIHR, PFP—Q 和 PTFQ. 

解 ” 我 们 有 

P UQ= {max(4,3) «a,max(l,4) «bb,max(3,0) 。c,max(0,2) 。d} 
= {ea,4"b,3. ,2 64d) 

PANQ= {min(4,3) a,min(l,4) .bmin(3,0) »。c,min(0,2)。d) 
={3°a,leb,0»*c,0*d} = {3.4a,l.b) 4 


育 数 编号 练习 
1. 令 A 为 住 在 离 学 校 一 英里 以 内 的 所 有 学 生 的 集合 ，B 是 走路 上 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 描 述 下 列 各 集合 
中 的 学 生 ， 


a)ANMB b)AUB 

c)A—B d)B 一 A 
3 令 A={1, 2, 3, 4， 8}, B=10，3s .67 求 

a)AUB b)ANMB 

c)A 一 也 d) 了 一 A 


在 练习 5 一 10 中 ,假定 A 是 某 个 全 集 U 的 子 集 。 
5. 证 明 表 1 中 的 补 集 律 ， A=A。 
7. 证 明 表 1 中 的 支配 律 : 


a)AUU=U DANG=8 
9. 证 明 表 1 中 的 交换 律 ; 

a)AUA=U DANMNA= 8 
11. 令 A 和 B 为 两 个 集合 。 试 证 明 表 1 中 的 交换 律 ; 

a)AUB=BUA byANMNB=BNA 


13. 证 明 表 1 中 的 第 二 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 AN (AUB)=A， 

15. 通过 以 下 两 种 方式 证 明 表 1 中 的 第 一 个 德 ， 摩根 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 AUB=ANB 
a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 

17. 证 明 如 果 A 和 B 是 全 集 U 中 的 集合 ， 则 ASB 当 且 仅 当 A U B=U， 

19. 如 果 A、B、C 为 集合 ， 试 用 下 面 的 方法 证 明 A 站 BnC=A4AUBUC。 


a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 b) 使 用 成 员 表 
21. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ， 则 
a)A—B=ANB b)(ANB)U ANB)=A 


23. 证 明 表 1 中 的 第 一 结合 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AU(BUC)=(AUB)UC. 

25. 证 明 表 1 中 的 第 一 分 配 律 ， 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AU(CBmC)=(AUB)mCAUC)。 

2 OAL Dr ds Gr Bo "0s Bo TS Ge Cth 5 br 7 WH 3 0 
WANBNMNC byAUBUC 
AUBNMC dj)(ANMNB)UC 

29. 画 出 以 下 集合 A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 
a)A 门 (了 一 C) b)(ANMNB)U (ANMO) 


其 杰 结构 : 集合 、 函 数 、 太 列 、 求 和 与 答 放 93 


ANB)U ANO) 

31. 如 果 和 集合 A 与 B 具 有 下 列 性 质 ， 你 能 就 A 和 B 说 些 什么 ? 
WAUB=A b)ANB=A 
co)A—B=A d)ANMNB=BNA 
e)A—B=B 一 A 


33. 令 A 和 B 为 全 集 UU 的 子 集 。 证明 ASB 当 且 仅 当 B 


EA 
35. 设 A、B 和 C 是 集合 。 利 用 表 1 中 的 恒等式 证 明 AUBN1BUCNAUC=ANBNC。 
37. 证 明 或 反驳 :; 对 任意 集合 A、B 和 C， 有 
a)AX(B 一 C)=(AXB) 一 (AXC) b)AX (BUC)=AX (BUO) 
集合 A 和 B 的 对 称 差 ， 用 AQB 表示 ， 是 属于 A 或 属于 B 但 不 同时 属于 A 与 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 
39. 求 某 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数学 的 学 生 集 合 的 对 称 差 。 
41. 证 明 A 四 B=(AUB) 一 (AP B)。 
43. 证 明 如 果 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 
a)ADA= 2 b)ABLZ=A 
ABU=A d) ADA=U 
45. 如 果 A 中 B= 一 A， 你 能 就 集合 A 和 B 说 些 什 么 ? 
47. 假定 A、B、C 为 集合 ， 使 得 A 申 C=B 中 C。 是 否 必 定 有 A=B? 
49. 如 果 A、B、C、D 为 集合 ，(A 巾 B) 申 (C 申 D)=(4A 申 D) 申 (B 申 C) 是 否 成 立 ? 
$51. 证 明 如 果 A 是 无 限 集 ， 则 只 要 B 是 一 个 集合 ，AUB 也 是 一 个 无 限 集 。 
33 


» Ua b) | ] A 


55. 令 A; 为 所 有 长 度 不 超过 i 的 非 空 比特 串 ( 即 长 度 至 少 为 1) 的 集合 。 求 


Ua » NA 


57. 试 求 U1A; 和 门 入 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整数 i 
DS ee 和 
B37 三 (一直 到 
A; 二 [一 i， 训 ， 即 满足 一 i 圭 x<i 的 实数 z 的 集合 
d)A; 二 Li，co)， 即 满足 x 宇 i 的 实数 工 的 集合 

59. 使 用 上 题 中 的 同一 个 全 集 ， 求 下 列 比 特 串 各 自 代 表 的 集合 。 
a)ll 1100 1111 b)01 0111 1000 
c)10 0000 0001 

61. 对 应 于 两 个 集合 之 差 的 比特 串 是 什么 ? 

63, 令 A={a, b, ct, dd, e}, B=(b, 让， 可 区， 办， 二 二 69 e ly Dy Wy Ts YY 2}, D={d, e, 
We Bo os. by sy “Pe 试 阐述 怎样 用 比特 串 的 按 位 运算 求 下 列 集合 的 组 合 : 


a)AUB b)ANMB 
AUDNBUO d)AUBUCUD 

65. 求 下 列 集合 的 后 继 。 
WD b) 儿 
c) {2} d) {GB {oS}) 

67. 邻 A 和 B 分 别 为 多 重 集 {3 a, 2，6b, 1，c} 和 {2.。a，3。b,， 4，d}。 求 
a)AUB b)ANMB c)A—B 
d)B 一 A e)A 十 也 


69. 假定 所 有 集合 是 多 重 集 而 非 普 通 集 合 ， 试 重新 回答 练习 68。 
有 限 集 A 和 B 的 雅 卡尔 相似 度 (Jaccard similarity)J(A，B) 王 |AmB|7/ AUB|， 初 始 值 为 J( 厅 ， 节 ) 王 1. 
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A 和 B 之 间 的 雅 卡尔 距离 (Jaccard distance)di (A，B) 王 1 一 JCA，B) 。 
71. 针对 下 列 集合 对 ， 试 求 J(A，B) 和 dj (A，B)， 
a)A=(1l; 3 5}; B=+{2, 4, 6} 
bDA={1, 2, 3; 4}, B=1{13, 4, 5, 6) 
A={l, 27 3 4 5s ji B={1, 2 3, 4. 5, 6} 
d)A={1}, B={1, 2, 3, 4, 5, 6} 
人 工 智 能 中 使 用 模糊 集合 。 全 集 U 中 每 个 元 素 在 模糊 集合 S 中 都 有 个 素 属 度 ， 即 0 和 1 之 间 ( 包 括 0 和 1) 
的 实数 。 模 糊 集合 S 的 表示 法 是 列 出 元 素 及 其 隶属 度 ( 隶 属 度 为 0 的 元 素 不 列 )。 例 如 ， 用 {0.6 Alice，0.9 
Brian,，0.4 Fred，0. 1 Oscar，0.5 Rita) 表 示 名 人 集合 下 ,， 说明 Alice 在 下 中 的 隶属 度 为 0.6，Brian 在 下 
中 的 隶属 度 为 0.9，Fred 在 下 中 的 隶属 度 为 0.4，Oscar 在 正中 的 隶属 度 为 0.1， 而 Rita 在 正中 的 隶属 度 
为 0. 5( 因 此 这 些 人 里 Brian 最 出 名 而 Oscar 最 不 出 名 )。 再 假定 尺 是 富 人 集合 R= 二 {0.4 Alice，0.8 
Brian, 0.2 Fred, 0.9 Oscar, 0.7 Ritay 。 
73. 模糊 集合 S 的 补 集 是 集合 S$， 元 素 在 S 中 的 隶属 度 等 于 1 减 去 该 元 素 在 S 中 的 隶属 度 。 求 F( 不 出 名 
者 的 模糊 集合 ) 和 R( 不 富裕 者 的 模糊 集合 ) 。 
75. 模糊 集合 S 和 T 的 交集 是 模糊 集合 S 站 工 ， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 T 中 的 成 员 度 的 
最 小 值 。 求 既 出 名 又 富裕 者 的 模糊 集合 FN 门 R。 


2.3 ”函数 


和 名 

在 许多 情况 下 我 们 都 会 为 一 个 集合 的 每 个 元 素 指派 男 一 个 集合 (可 以 就 是 第 一 个 集合 ) 中 的 
一 个 特定 元 素 。 例 如 ， 假 定 对 离散 数学 课 的 每 个 学 生 指 派 一 个 从 {A，B，C，D，F} 中 字母 作 
为 他 的 得 分 。 再 假定 Adams 的 得 分 是 A，Chou 的 得 分 是 C，Goodfriend 的 得 分 是 B， 
Rodriguez 的 得 分 是 A， 而 Stevens 的 得 分 是 下。 这 一 得 分 指派 如 图 1 所 示 。 

这 种 指派 就 是 函数 的 一 个 例子 。 在 数学 和 计算 机 科学 中 函数 的 概念 特别 重要 。 例 如 在 离散 
数学 中 函数 用 于 定义 像 序列 和 字符 串 这 样 的 离散 结构 。 函 数 还 可 用 于 表示 计算 机 需要 多 少时 间 
来 求解 给 定 规模 的 问题 。 许 多 计算 机 程序 和 子 程序 被 设计 用 来 计算 函数 值 。 递 归 函 数 是 基于 自 
身 来 定义 的 函数 ， 在 计算 机 科学 中 应 用 广泛 。 这 一 节 只 是 回顾 一 下 离散 数学 中 会 用 到 的 有 关 郴 






评注 ”函数 有 时 也 称 为 映射 (mapping) 或 者 变换 (transformation ) 。 
有 许多 描述 函数 的 方式 。 有 时 候 明 确 说 明 指 派 关 系 ( 如 图 1 所 示 )。 通 常 我 们 会 给 出 一 个 公 
式 来 定义 函数 ， 如 FGz)= 王 Zz 十 1。 有 时 候 也 用 计算 机 程序 来 描述 函数 。 
函数 f: A 一 B 也 能 由 从 A 到 B 的 关系 来 定义 。 回 顾 2.1 节 A 到 B 的 关系 就 是 集合 AXB 
的 子 集 。 对 于 A 到 B 的 关系 ， 如 果 对 每 一 个 元 素 a€ A 都 有 且 仅 有 一 个 序 偶 (a，5)， 则 它 就 定 
义 了 A 到 B 的 一 个 函数 f。 这 个 函数 通过 指派 f(a) 二 6 来 定义 ， 其 中 (a,，5) 是 关系 中 唯一 以 a 
为 第 一 个 元 素 的 序 偶 。 
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图 2 表示 A 到 B 的 函数 。 











Adams © @ A 
Chou © eB 
Goodfriend @ 二 人 
Rodriguez @ e@ 
Stevens ® @ 三 
图 1 离散 数学 课程 成 绩 的 指派 图 2 函数 了 把 A 映射 到 B 


评注 注意 从 A 到 已 的 函数 的 陪 域 是 这 类 函数 所 有 可 能 的 值 的 集合 ( 即 吾 的 所 有 元 素 )， 
而 值 域 则 是 对 所 有 aEA 的 f(a) 值 的 集合 ， 并 且 总 是 陪 域 的 子 集 。 亦 即 ， 陪 域 是 函数 的 可 能 值 
的 集合 ， 而 值 域 是 所 有 那些 能 作为 定义 域 中 至 少 一 个 元 素 的 三 函数 值 的 陪 域 中 元 素 的 集合 。 

定义 函数 的 时 候 ， 我 们 需要 指定 它 的 定义 域 、 陪 域 、 定 义 域 中 元 素 到 陪 域 的 映射 。 当 两 个 
函数 有 相同 的 定义 域 、 陪 域 ， 定义 域 中 的 每 个 元 素 映射 到 陪 域 中 相同 的 元 素 时 ， 这 两 个 函数 是 
相等 的 。 注意， 如 果 改 变 函 数 的 定义 域 或 陪 域 ， 那 么 将 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 如 果 改 变 元 素 的 
映射 关系 ， 也 会 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 

例 1 一 5 提供 了 函数 的 例子 。 在 每 个 例子 中 ， 我 们 都 描述 了 定义 域 、 陪 域 、 值 域 和 定义 域 
中 元 素 的 赋值 。 

引用 本 节 开 头 的 例子 中 给 学 生 打 分 的 函数 ， 描 述 其 定义 域 、 陪 域 、 值 域 。 

解 ” 令 G 为 函数 ， 表 示 在 离散 数学 课 上 一 个 学 生 的 得 分 。 例 如 G(Adams) 二 A。 则 G 的 定 
义 域 是 集合 {Adams，Chou，Goodfriend，Rodriguez，Stevens}， 陪 域 是 集合 {A，B,，, C,， DD， 
F}。G 的 值 域 是 {A，B，C，F)， 因 为 除了 DD 以 外 每 个 分 数值 被 指派 给 某 个 学 生 。 本 

邻 民 为 包含 序 偶 (Abdul,，22)，(Brenda, 24),， (Carla, 21), (Desire, 22), (Eddie, 


24) 和 (Felicia，22) 的 一 个 关系 。 这 里 每 一 对 包括 学 生 及 其 年 龄 。 那么 ， 该 关系 尺 确 定 的 函数 
是 什么 ? 

解 ” 如果 f 是 由 这 个 关系 定义 的 函数 ， 则 f(Abdul)= 二 22，f(Brenda) 一 24， 大 Carla) 一 21， 
f(Desire) 二 22，f(Eddie) 二 24，f(Felicia) 二 22。( 这 里 f(x) 是 z 的 年 龄 ， 其 中 xz 是 学 生 。) 定 义 域 
为 集合 {Abdul，Brenda，Carla，Desire，Eddie，Felicia} 。 还 需要 指定 一 个 陪 域 ,包含 学 生 所 有 可 
能 的 年 龄 。 因 为 所 有 学 生 的 年 龄 很 可 能 小 于 100 岁 ; 我 们 可 以 取 小 于 100 的 正 整 数 作 为 陪 域 。 
(注意 ， 我 们 也 可 以 选择 不 同 的 陪 域 ， 如 所 有 正 整 数 的 集合 或 者 10 一 90 的 正 整 数 的 集合 ， 但 是 这 
会 改变 六 数 。 采 用 这 个 陪 域 使 得 我 们 以 后 可 以 通过 增加 更 多 学 生 的 名 字 和 年 龄 来 扩展 函数 。) 这 
里 定义 的 函数 的 值 域 是 这 些 学 生 的 不 同年 龄 的 集合 ， 即 集合 {21，22，24) 。 q 

令 了 为 图 数 ， 给 长 度 大 于 或 等 于 2 的 比特 串 指 派 其 最 后 两 位 。 例 如 ，f(11010) 二 10。 
那么 ，f 的 定义 域 就 是 所 有 长 度 大 于 或 等 于 2 的 比特 串 的 集合 ， 而 陪 域 和 值 域 都 是 集合 (00， 
01, 10, 11)} 4 

令 函 数 了: Z->Z 给 每 个 整数 指派 其 平方 。 于 是 f(x) 二 x*， 这 里 f 的 定义 域 是 所 有 整 
数 的 集合 ; 了 的 障 域 是 所 有 整数 的 集合 ，f 的 值 域 是 所 有 那些 完全 平方 数 的 整数 集合 ， 即 {0， 
1, We Dy 7 本 

最 数 的 定义 域 和 陪 域 往 往 用 程序 语言 描述 的 。 例 如 Java 语句 

int floor(float real)(…》 
和 C 十 十 函数 语句 
int floor(float x){…》} 


说 的 都 是 floor 函数 的 定义 域 是 (由 浮 点 数 表示 的 ) 实 数 集合 ， 而 它 的 陪 域 是 整数 集合 。 时 
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一 个 函数 称 为 是 实 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 实数 集合 ， 称 为 整数 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 整数 集 
合 。 上 共有 相同 定义 域 的 两 个 实 值 函数 或 两 个 整数 值 函 数 可 以 相 加 和 相 乘 。 







注意 ， 广 十 记 和 所 所 的 定义 是 利用 f; 和 f, 在 工 的 值 来 计算 它们 在 工 的 值 。 
pl 6 令 力 和 方 是 从 RR 到 R 的 函数 ， 使 得 fi(z)=x 且 f(z) = ww 了 削 数 fs 和 
万 矿 是 什么 ? 


解 从 函数 的 和 与 积 的 定义 可 知 
(fi fr) DAW) 





《的 (一 型 )》 王 天 一 过 
当 了 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 时 ， 可 以 定义 A 的 子 集 的 像 。 







”评注 用 /(S) 表 示 集 合 S 在 函数 /下 的 像 可 能 会 有 潜在 的 二 义 性 。 这 里 ，f(S) 表 示 一 个 
集合 ， 而 不 是 函数 了 在 集合 S 处 的 值 。 

ED 人 A={a, b, c,d, e} 而 B={1, 2, 3, 4}, 有 f(a)=2, f(6)=1, f(c)=4, 
f(d)==1 及 f(e)=1。 子 集 S={b， ec， dd} 的 像 是 集合 f(S)=={1，4})。 本 
2. 3.2 一 对 一 函数 和 映 上 函数 

有 些 函 数 不 会 把 同样 的 值 赋 给 定义 域 中 两 个 不 同 元素 。 这 种 函数 称 为 一 对 一 的 。 









注意 ， 函 数 /是 一 对 一 的 当 且 仅 当 只 要 aa 天 8 就 有 f(a) 隆 f(b5)。 这 种 表达 广 为 一 对 一 函数 
的 方式 是 通过 对 定义 中 的 蕴含 式 取道 否 命题 而 来 的 。 

评注 我 们 可 以 用 量词 来 表达 f 是 一 对 一 的 ， 如 VaVb(f(a) 二 f(b)>a 二 或 等 价 地 Ya 
Vb(a 闫 b>f(a) 隆 f(b))， 其 中 论 域 是 耳 数 的 定义 域 。 

我 们 通过 一 对 一 的 函数 和 不 是 一 对 一 的 函数 示例 来 说 明 这 a。 | 
个 概念 。 

GR 判断 从 {a，b，c，d} 到 {1，2，3，4，5} 的 函数 /是 
否 为 一 对 一 的 这 里 f(a) 一 4; f()=5, 了 (OO)=1 而 fd)=3。 <。 
” 解 f 是 一 对 一 的 ， 因 为 f 在 它 定义 域 的 四 个 元 素 上 取 不 de | 
同 的 值 。 如 图 3 所 示 。 4 

色相 ) 判断 从 整数 集合 到 整数 集合 的 图 数 f(z) 二 x 是否 为 
一 对 一 的 。 

解 ”函数 f(x) 二 x? 不 是 一 对 一 的 ， 因 为 f(1)==f( 一 1)==1, 但 1 关 一 1。 本 


be 2 


®@5 


”图 3 一 个 一 对 一 函数 
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评注 ”函数 f(x) 二 x* 在 定义 域 Z 上 是 一 对 一 的 (参见 例 12 的 解释 )。 这 个 函数 和 例 9 的 
函数 不 同 ， 因 为 其 定义 域 不 同 。 
判断 实数 集合 到 它 自 身 的 函数 f(z) 二 zx 十 1 是 否 为 一 对 一 函数 。 
解 ” 假 设 实数 x 和 y 使 得 f(x)= 二 f(y)， 于 是 有 十 1 二 y 十 1。 这 意味 着 X= 二 y。- 故 ，f(x) 二 
ZX 十 1 是 R 到 R 的 一 对 一 函数 。 4 
假设 从 一 组 只 能 有 单个 工人 完成 的 工作 集合 中 为 一 组 雇员 中 的 每 个 工人 指派 一 项 工 
作 。 这 种 情况 下 ， 为 每 个 工人 指派 一 项 工作 的 函数 就 是 一 对 一 的 。 要 了 解 这 一 点 ， 注 意 如 果 z 
和 yy 是 两 个 不 同 的 工人 ， 则 f(z) 关 f(y)， 因 为 两 个 工人 zz 和 yy 必须 被 指派 不 同 的 工作 。 本 
i ste lhl 些 条件 保 证 函数 为 一 对 一 的 。 








六 宗 一 一 个 函 教 大 是 建 二 的 。 pp 是 严格 递增 的 ， 如 果 六 xx 
YYyCZ<y>Fz)<ry));， 是 递减 的 ， 如 果 YYTVYy(Xx 二 y>f(Xx) 宇 f(y)); 是 严格 递减 的 如 果 
VzVYy(ry>f(z)>f(y))。 这 里 论 域 均 为 函数 的 定义 域 。 


从 R* 到 Ri' 的 函数 f(z) 一 zx? 是 严格 递增 的 。 要 了 解 这 点 ,假设 + 和 y 是 正 实数 且 





ZX 二 y。 不 等 式 两 边 乘 上 z， 得 立志 zy。 同 样 ， 两 边 乘 上 >y， 得 zy 入 >y 。 于 是 ，7(z) 一 工 二 
zy 过 yy 二 f(y)。 可 是 ， 从 R 到 非 负 实数 集 的 函数 f(x)= 二 x 不 是 严格 递增 的 ， 因 为 一 1 二 0, 但 
是 f( 一 1)==( 一 1)*==1 不 小 于 F0) 王 0 三 0。 | 
从 上 述 定义 可 知 (参见 练习 26 和 27) 严 格 递增 的 或 者 严格 递减 的 函数 必定 是 一 对 一 的 。 但 
是 ， 一 个 函数 如 果 不 是 严格 意义 上 的 递增 或 递减 ， 就 不 是 一 对 一 的 了 。 
有 些 函 数 的 值 域 和 陪 域 相等 。 即 陪 域 中 的 每 个 成 员 都 是 定义 域 中 某 个 元 素 的 像 。 具 有 这 一 
性 质 的 末 数 称 为 映 上 盯 数 。 





评注 ”函数 了 是 映 上 的 如 果 Vy 了 xzCrGz) 一 y)， 其 中 工 的 论 域 是 函数 的 定义 域 ，y 的 论 域 
是 函数 的 陪 域 。 

我 们 现在 举 几 个 映 上 函数 和 非 映 上 函数 的 例子 。 

2K》 令 为 从 {a,，5，c，d} 到 (1，2，3}) 的 函数 ， 其 定义 为 F(a) 一 3， f(D 2 大 加 二 Ice 
及 f(d) 二 3。f 是 映 上 函数 芭 ? 

解 ” 由 于 陪 域 中 所 有 3 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 ， 所 以 f 是 映 上 的 。 如 图 4 所 示 。 

注意 ， 如 果 陪 域 是 {1，2，3，4} 的 话 ，f 就 不 是 映 上 的 了 。 4 us. 

从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) 二 x* 是 映 上 的 吗 ? 

解 ”函数 了 不 是 映 上 的 ， 因 为 没有 整数 工 使 二 一 一 1。 本 
出 从 整数 集 到 整数 集 的 晒 数 f(x) 二 x 十 1 是 映 上 的 吗 ? 

解 ” 这 个 函数 是 映 上 的 ， 因 为 对 每 个 整数 y 都 有 一 个 整数 工 使 得 4。 
f(x)= 二 y。 要 了 解 这 一 点 ， 只 要 注意 f(x)==y 当 且 仅 当 x 十 1=y, 而 这 图 4 一 个 映 上 函数 
又 当 上 且 仅 当 xz=y 一 1。( 注 意 y 一 1 也 是 一 个 整数 ， 因 而 也 在 f 的 定义 
域 中 。) 二 


考虑 例 11 中 将 工作 指派 给 工人 的 函数 。 函 数 f 是 映 上 的 ， 如 果 对 于 每 项 工作 都 有 
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一 名 工人 被 指派 这 项 工作 。 函 数 f 不 是 映 上 的 ， 当 至 少 有 一 项 工作 没有 被 指派 给 工人 时 。 


) ~ ‘ 


3 . » 4 v 
2, y 二 丙 LA 人 
~ 7 .Dip 二 i 奈 
ectlony) 邓 数 ， 如 采 已 






1 及 f(d) 二 3。f 是 双 射 阴 数 吗 ? 

解 ” 函 数 f 是 一 对 一 的 和 映 上 的 。 它 是 一 对 一 的 ， 因 为 定义 域 中 没有 两 个 值 被 指派 相同 的 
函数 值 ; 它 是 映 上 的 ， 因 为 陪 域 中 所 有 4 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 。 于 是 ，f 是 双 射 
函数 。 所 

图 5 给 出 了 4 个 函数 ， 其 中 第 一 个 是 一 对 一 的 ， 但 不 是 映 上 的 ; 第 二 个 是 映 上 的 ,但 不 是 
一 对 一 的 ; 第 三 个 既是 一 对 一 的 ， 也 是 映 上 的 ; 第 四 个 既 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 映 上 的 。 图 5 
中 的 第 五 个 对 应 关系 不 是 函数 ， 因 为 它 给 一 个 元 素 指派 了 两 个 不 同 的 元 素 。 


@|] dg UU@ el ae 
a a 和 
®2 be be @2 be 
be ®2 er be 、 
@3 ce tt ce 03 ce ®@ 3 @ 3 
®@3 
4 de de e4 de i .4 
a) 一 对 一 ， 非 映 上 b) 映 上 ， 非 一 对 一 中 一 对 一 ， 映 上 d) 既 非 一 对 一 ， 也 非 映 上 e) 不 是 郴 数 
图 5 不 同类 型 的 对 应 关系 的 例子 
假定 f 是 从 集合 A 到 自身 的 函数 。 如 果 A 是 有 限 的 ， 那么 了 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 它 是 映 


上 的 。( 可 由 练习 74 的 结论 推出 .) 当 A 为 无 限 的 时 ， 这 一 结论 不 一 定 成 立 ( 将 在 2.5 节 中 予以 
证 明 ) 。 


®@1 @] 
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令 A 为 集合 。A 上 的 恒 等 画 数 是 函数 .。: A 一 A， 其 中 对 所 有 的 z€ A 
La CR 一 

换言之 ， 恒 等 函 数 tA 是 这 样 的 函数 ， 它 给 每 个 元 素 指 派 到 自身 。 晒 数 CA 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 ， 

所 以 它 是 双 射 函数 。( 注 意 ,是 一 个 希腊 字母 ， 读 作 iota。) 4 

为 方便 今后 的 引用 ， 我 们 这 里 总 结 一 下 为 了 建立 一 个 函数 是 否 为 一 对 一 的 和 上 映 上 的 需要 证 

明 些 什么 。 参 照 这 个 总 结 回顾 例 8 一 18 是 很 有 启发 的 。 






2.3.3 上 反 函数 和 函数 合成 

现在 考虑 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 f。 由 于 f 是 映 上 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 
某 元 素 的 像 。 又 由 于 f 还 是 一 对 一 的 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 唯一 一 个 元 素 的 像 。 于 是 ， 
我 们 可 以 定义 一 个 从 B 到 A 的 新 函数 ， 把 f 给 出 的 对 应 关系 颠倒 过 来 。 这 就 导致 了 定义 9。 


Wh rs 
的 









基 杰 结构 : 集合、 号 数 、 序 列 、 志 和 与 矩 降 99 


评注 ” 切 勿 将 函数 广 : 与 1/ 厂 混 消 ， 后 者 表示 定义 域 中 每 个 元 素 工 对 应 函数 值 为 1/FCz) 的 
一 个 函数 。 注 意 仅 当 F(z) 为 非 0 实 数 时 后 者 才 有 意义 。 

图 6 解释 了 反 函 数 的 概念 。 RD 

如 果 函 数 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 无 法 
定义 反 函 数 。 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 那 
么 它 或 者 不 是 一 对 一 的 ,或 者 不 是 映 上 
的 。 如 果 不 是 一 对 一 的 ， 则 陪 域 中 的 某 
元 素 是 定义 域 中 多 个 元 素 的 像 。 如 果 f 
不 是 映 上 上 的， 那么 对 于 陪 域 中 某 个 元 素 
6， 和 定义 域 中 不 存在 元 素 & 使 Fa) 王 0。 
因此 ， 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 不 能 为 
陪 域 中 每 个 元 素 5b 都 指派 定义 域 中 唯一 的 
元 素 a 使 (a) 二 5b 因为 对 某 个 5 或 者 有 多 个 这 样 的 a， 或 者 没有 这 样 的 a)。 

一 一 对 应 关系 被 称 为 可 逆 的 (invertible) ， 因 为 可 以 定义 这 个 函数 的 反 男 数 。 如 果 函 数 不 是 
Te ee 就 说 它 是 不 可 逆 的 Cnot invertible)， 因 为 这 样 的 函数 不 存在 反 洱 数 。 

令 为 从 {a，6b，c} 到 {1，2，3} 的 函数 ，f(a) 二 2，f(b) 二 3 及 f(c) 二 1。 了 可 道 吗 ? 
ee 其 反 晴 数 是 什么 ? 

解 f 是 可 道 的 ， 因 为 它 是 一 个 一 一 对 应 关系 。 反 函数 广 " 丰 倒 f 给 出 的 对 应 关系 ， 所 以 
le 六 2 一 而 :3 =b, 本 

@ 国 令 丰 : Z-~Z， 使 得 F(z)=z 十 1。 太 可 道 吗 ? 如 果 可 道 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 了 可 道 ， 因 为 由 例 10 和 例 15 已 证 明 它 是 一 一 对 应 关系 。 要 颠倒 对 应 关系 ， 设 > 是 并 
的 像 ， 则 y= 二 x 十 1。 从 而 x 二 y 一 1。 这 意味 着 y 一 1 是 在 广 之 下 赋予 yy 的 2Z 的 唯一 元 素 。 因 
此 ，f'(y)= 二 y 一 1。 | 
令 ff 是 从 R 到 R 的 函数 ，f(zx) 二 x 。f 了 可 道 吗 ? 

解 ”由 于 f( 一 2) 二 (2) 二 4， 所 以 f 不 是 一 对 一 的 。 要 想 定义 反 函 数 ， 就 得 为 4 指派 两 个 
元 素 。 因 此 f 是 不 可 道 的 。( 注 意 我 们 也 可 以 证 明 因 为 它 不 是 映 上 的 ， 所 以 太 不 是 可 逆 的 。) 是 

有 时 候 ， 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 或 者 陪 域 或 者 两 者 ， 来 获得 一 个 可 道 的 函数 ， 如 
例 22 所 示 。 

到 好 证 明 如 果 我 们 将 例 21 中 的 函数 f(x)= 二 x* 限定 为 从 所 有 非 负 实数 集合 到 所 有 非 负 实 
数 集合 的 函数 ,那么 f 就 是 可 递 的 。 

解 ” 从 非 负 实 数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(z) 二 x* 是 一 对 一 的 。 要 想 了 解 这 点 ， 注 意 
如 果 f(z)= 二 f(y)， 那 么 x = 二 yy。 所 以 一半 二 (x 十 y) (zx 一 y)= 二 0。 这 意味 着 x 十 y= 二 0 或 者 工 一 
y 二 0， 故 x 二 y 或 者 + 二 一 y。 因 为 x 和 yy 都 是 非 负 的 ， 那 必然 有 x 二 y。 因 此 ， 这 个 函数 是 一 对 
一 的 。 再 者 ， 当 陪 域 是 所 有 非 负 实数 集合 时 ，f(zx)==x? 是 映 上 的 ， 因 为 每 一 个 非 负 实数 有 一 
个 平方 根 。 即 如 果 y 是 非 负 实数 ， 则 存在 一 个 非 负 实数 z 使 得 z= Vy ， 也 就 是 zx*= 二 y。 因 为 从 
韭 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(z)= 二 x 是 一 对 一 的 和 映 上 的 ， 所 以 它 是 可 逆 的 。 它 的 
反 函 数 直 规 则 广 CD 一 人 作出。 4 





图 6 函数 广 是 函数 f 的 反 晴 数 











痪 句 话说， 函数 /。g 指派 给 A 的 元 素 a 的 就 是 太 指派 给 g(a) 的 元 素 。f。& 的 定义 域 是 & 
的 定义 域 。/ 。& 的 值 域 是 g 的 值 域 在 f 下 的 像 。 即 为 了 找到 (/ 。g) (a)， 我 们 首先 对 a 应 用 函 
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数 g 得 到 g(a)， 然 后 再 对 结果 g(Ca) 应 用 函数 f 得 到 (f/f 。g)(a) 二 f(g(a))。 注 意 ，f 。g 没有 
定义 除非 g 的 值 域 是 f 的 定义 域 的 子 集 。 图 7 阅 述 了 函数 的 合成 。 


(f © g)(a) 


f(g(a)) 





fog 
图 7 函数 上 和 8 的 合成 


令 g 为 从 集合 {la，6b，c} 到 它 自身 的 疯 数 ，g(a) 二 6b，g(b) 二 c， 且 g(c)= 二 a。 令 ff 为 
从 集合 {a，b，c} 到 {1，2，3} 的 函数 ，f(a) 二 3，f(b)= 二 2, 且 f(c)= 二 1。f 和 g 的 合成 是 什么 ? 
g 和 ff 的 合成 是 什么 ? 
解 ” 合 成 函数 f。g 的 定义 是 (fc。g)(a)==f(g(a))=f(6)=2, (f og) (6b)= f(g(b))= 
f(c)=1, HBH(fF ee)(c)= f(g(c))= f(a)=3, 
注意 ，g “了 是 没有 定义 的 ， 因 为 f 的 值 域 不 是 g 的 定义 域 的 子 集 。 4 
令 f 和 g 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 ， 其 定义 为 F(z)=2z 十 3 和 g(z) 一 3z 十 2。 上 矿 
和 g 的 合成 是 什么 ? g 和 了 的 合成 是 什么 ? 
解 ” 合 成 函数 f°。g 和 g。f 均 有 定义 。 即 
(fFf og (r= f(2(2)) = f(3z+2) = 2(37z+2) 二 3 = 6z+7 
及 
(g 5 f(r) = gz) 三 627 十 3) 一 3(027 十 3)7 十 2 一 67 十 11 | 
评注 尽管 例 24 中 对 函数 上 和 8g 而 言 / og 和 gg 。f 均 有 定义 ，f 8g 和 gg 。 玉 并 不 相等 。 
换言之 ， 对 函数 的 合成 而 言 交 换 律 不 成 立 。 
加 有 设 函 数 f 和 g 定义 如 下 f: RR* Ut{0}, f(z)=zx:; g: RU(0)->R，g(CZz) 一 V 工 


(这 里 Vz 是 z 的 非 负 平方 根 )。(f。g) (x) 是 什么 函数 ? 
解 (f。g)(zx) 二 f(g(x)) 的 定义 域 是 g 的 定义 域 ， 即 R U{(0}， 非 负 实数 集 。 如 果 z 是 非 
负 实 数 ， 则 (fo。g) (zx) 二 f(g(zx))==f(Wzx)= 二 (Wzx)*=x。f og 的 值 域 是 g 的 值 域 在 f 下 的 像 ， 即 
集合 RU {0}， 非 负 实 数 集 。 总 之 ，f 。g: Ri U1{0} 一 R* U1{0)， 且 对 所 有 之 有 Cg(Cz)) 一 zs 
可 
在 构造 函数 和 它 的 反 函 数 的 合成 时 ， 不 论 以 什么 次 序 合 成 ， 得 到 的 都 是 恒 等 函 数 。 要 看 清 
这 一 点 ， 假 定 f 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 关系 。 那 么 存在 反 函 数 广 ' 且 是 从 B 到 A 的 
一 一 对 应 关系 。 反 函数 把 原 函 数 的 对 应 关系 三 倒 过 来 ， 所 以 当 f(a)= 二 5 时 ff'(65)= 二 a， 当 
产 区 从 三 xz 时 ，f02) 三 6 因此 ， 
(fF oD = Ffla)) = (0) = 
及 
(f 5 fCD) = = a SS 
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因此 广 。f==u 和 了 f。f 二 ws， 其 中 和 ww 分 别 是 集合 A 和 B 上 的 恒 等 函 数 。 这 就 是 说 ,( 广 ') "二 了 。 


2.3.4 函数 的 图 
可 以 将 一 个 AXB 中 的 序 偶 集 合 和 每 个 从 A 到 B 的 函数 关联 起 来 。 这 个 序 偶 集 合 称 为 该 函 
数 的 图 (graph)， 并 且 经 常用 图 来 表示 以 帮助 理解 函数 的 行为 。 





根据 定义 ， 从 A 到 B 的 函数 了 的 图 是 AXB 中 包含 下 面 序 偶 的 子 集 ， 其 中 序 偶 中 第 二 项 等 
于 由 f 指派 给 第 一 项 的 B 中 的 元 素 。 还 有 ， 注意 一 个 从 A 到 B 的 函数 的 图 和 由 函数 f 确定 的 
从 A 到 B 的 关系 是 一 样 的 ， 如 2.3.1 节 所 描述 的 。 


局 有 3 展示 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(m) 二 2n 十 1 的 图 。 

解 了 的 图 是 形 为 (n，2n 十 1) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 为 整数 。 该 图 如 图 8 所 示 。 4 
展示 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) 三 x 的 图 。 

解 ”f 的 图 是 形 为 (x+，f(zx)) 二 (x，z ) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 z 为 整数 。 该 图 如 图 9 所 示 。 4 


@ (一 3,9) (3,9)@ 





图 8 从 Z 到 Z 的 函数 f(n) 二 2n 十 1 的 图 图 9 从 Z 到 Z 的 f(z) 二 x 的 图 


2.3.5 一 些 重要 的 函数 

下 面 介 绍 离散 数学 中 两 个 重要 的 函数 ， 即 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 令 z 为 实数 。 下 取 整 
靖 数 把 xz 癌 下 取 到 小 于 或 等 于 x 又 最 接近 z 的 整数 ， 而 上 取 整 函数 则 把 xz 向 上 取 到 大 于 或 等 于 
工 又 最 接近 zx 的 整数 。 在 对 象 计 数 时 常会 用 到 这 两 个 函数 。 在 分 析 求 解 一 定 规模 的 问题 的 计算 
机 过 程 所 需 步 又 数 时 ， 这 两 个 函数 起 着 重要 的 作用 。 


入 





评注 下 取 整 函数 也 常 称 为 最 大 整数 函数 ， 这 时 经 常用 [x 表示。 
下 面 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 值 : 


a|=0, [3 1 (=3 | [#0 L3.11=3, 13.11=4, 17J=7, 171=7 4 


图 10 显示 的 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 郴 数 的 图 。 图 10a 显示 下 取 整 函数 | z | 的 图 。 注 意 这 个 uns》 
函数 在 整个 Ln, n 十 1) 区 间 内 取 同 样 的 值 n， 然 后 当 z= 二 n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 nn 十 1。 图 10b 显示 
上 取 整 函数 | z | 的 图 像 。 这 个 函数 在 整个 (n,n 十 1] 区 间 内 取 同 样 的 值 n 十 1, .然后 当 z 略 大 于 
n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 n 十 2。 
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a) y= [x] b) y= [x 
图 10 a) 下 取 整 蚂 数 图 像 ; b) 上 取 整 函数 图 像 


下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 有 广泛 的 应 用 ,包括 涉及 数据 存储 和 数据 传输 的 应 用 。 考 虑 
例 29 和 例 30， 这 是 研究 数据 库 和 数据 通信 间 题 时 要 完成 的 典型 的 基本 计算 ， 

存储 计算 机 磁盘 上 的 或 通过 数据 网 络 上 传输 的 数据 通常 表示 为 字 节 串 。 每 个 字 节 由 
8 比特 组 成 。 要 表示 100 比特 的 数据 需要 多 少 字 节 ? 

解 ” 要 决定 需要 的 字 节 数 ， 就 要 找 出 最 小 的 整数 ， 它 至 少 要 与 100 除 以 8 的 商 一 样 大 ，8 
是 每 个 字 节 的 比特 数 。 于 是 ,需要 的 字 节 数 是 [ 100/8 1=[ 12. 5 ]=13。 4 

在 异步 传输 模式 (ATMD (用 于 骨干 网 络 上 的 通信 协议 ) 下 ， 数 据 按 长 度 为 53 个 字 节 
的 信 元 进行 组 织 。 在 网 络 连接 上 以 500kbit/s 的 速率 表 1 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 有 用 性 质 


传输 数据 时 1 分 钟 能 传输 多 少 个 ATM 信 元 ? (n 为 整数 ，x 为 实数 ) 
解 1] 分钟 内 这 个 网 络 连接 能 传输 500 000X60 二 aDD|z|=n 当 生 仅 当 n<rcnfl 
30 000 000 比特 。 每 个 ATM 和 信 元 的 长 度 是 53 字 节 ， (1b)『z1]=n 当 且 仅 当 n 一 1 之 zn 
也 就 是 53X8=424 比特 。 要 计算 1 分 钟 能 传输 多 少 (Clc) [zj=n 当 且 仅 当 x 一 1<n<z 
个 信 元 ， 需 计算 不 超过 30 000 000 除 以 424 的 商 的 最 一 Qo <" 当 且 仅 对 Sn<ztl 
大 整数 。 因 此 ， 在 500kbit/s 的 网 络 连接 上 1 分 钟 能 TS 
传输 的 ATM 信 元 数 是 | 30 000 000/424 | 二 70 754。 (3a) [一 zx 上 = 一 [z] 
表 1 给 出 了 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 简单 2 
而 又 重要 的 性 质 ， 这 里 z 代表 一 个 实数 。 由 于 这 两 个 (4a) [ztaj=[Lzl]tn 
函数 在 离散 数学 中 出 现 得 十 分 频繁 ， 所 以 看 一 看 表 中 dd a 


的 恒等式 是 有 益 的 。 表 中 的 每 条 性 质 都 可 以 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 定义 来 建立 。 人 性质 
(la)、(1lb)、(1lc) 和 (1d) 可 以 直接 由 定义 得 出 。 例 如 ，(1a) 说 的 是 | x ==n 当 且 仅 当 整数 n 小 于 
等 于 x 而 n 十 1 大 于 x。 这 恰恰 就 是 为 不 超过 x 的 最 大 整数 的 含义 ， 也 就 是 | zx |=n 的 定义 。 
类 似 地 ， 可 以 建立 性 质 (1b) 、(lc) 和 (1d) 。 我 们 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 性 质 (4a) 。 

证 明 假定 | x j==m， 其 中 mx 为 整数 。 由 性 质 (14) 知 ，m 志 x 二 mx 十 1。 在 这 两 个 不 等 式 的 
三 项 数值 上 加 上 n， 可 得 m 十 n 寺 zx 十 n 二 m 十 nn 十 1。 再 次 利用 性 质 (1a) ， 可 知 [ zx 十 nj] 二 m 十 n= 
[z+n。 从 而 完成 证 明 。 其 他 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 对 

除了 表 1 列 出 的 性 质 外 ， 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 还 有 许多 其 他 有 用 的 性 质 。 也 有 许多 关 
于 这 些 函 数 的 语句 看 似 正 确 而 实则 不 然 。 我 们 将 在 例 29 和 例 30 中 考虑 与 上 取 整 函数 和 下 取 整 
一 数 有 关 的 语句 。 

在 考虑 下 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 一 个 有 用 的 方法 是 令 x==n 十 e， 其 中 n=| zj 是 一 个 整 
数 ， 而 是 xz 的 分 数 部 分 ， 满 足 不 等 式 0 志 e 二 1。 类 似 地 ， 考 虑 上 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 通 
常 写 x 二 n 一 e， 其 中 n=[ xz 18 0 二 e 壹 1， 
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证 明 如 果 是 一 个 实数 ， 则 L2z Lz 咱 | z 十 二 |。 Sorpee》 

解 .要 证 明 这 个 语句 ， 令 zx 二 =n 十 e， 其 中 是 正 整 数 且 0 和 es 生 1。 依据 s 是 小 于 或 者 大 于 等 
于 孝 ， 分 别 考虑 两 种 情况 。( 选 择 这 两 种 情况 的 原因 看 证 明 就 明白 了 。) 

首先 ， 考 虑 0<e< 广 的 情况 。 此 时 ，2z 二 2n 十 2e 目 | 2z |= 2n， 因 为 0 二 25<<1。 类 似 地 
z+ 训 一 n 十 (去 十 e)， 圾 | z 十 却 |==n， 因 为 0< 序 十 e<1。 因 此 ,12x]=2n 且 Lz 睹 | z+ 却 上 = 
2 十 7 一 272。 

接 下 来 ， 考虑 <e<1 的 和 情况。 此 时 ，2x==2n 十 2 二 (2n 十 1) 十 (2e 一 1)。 由 于 0 寺 2e 一 1 过 
1, 可 得 .2xJ=2n 十 1。 因为 z+ 直 | 上 三 [x 十 ( 亏 +e) 鼎 [n+1+ (se 一 去 ) 胆 0<e 一 记 <1， 所 以 可 
得 x 二 去 |=n+1。 因 此, L2z]=2n 十 1 且 Lz]+| z+ 二 三 十 (n 十 1D=2n 十 1。 证 毕 。 4 
久 隆 荡 证 明 或 反驳 对 于 所 有 实数 zx 和 y， 有 [ zx 十 y 1=[ 1+[ y1 
解 尽管 这 个 语句 看 似 合理 ， 但 它 其 实 是 假 的 。 一 个 反例 就 是 ， 令 x 一 万 且 y= 





。 此 时 


co| 一 


Tz+yT-[ 序 + 二 =TT=1, 人 zy [#3 上 1+1=2. 1 


本 书 中 还 会 用 到 几 类 函数 。 其 中 包 插 多项式、 对 数 和 指数 阻 数 。 本 书 中 用 记号 log 过 表示 
x 以 2 为 底 的 对 数 ， 因 为 2 是 我 们 将 经 常 使 用 的 对 数 的 底数 。 我 们 用 log, x 表示 以 为 底 的 对 
数 ， 其 中 b 是 大 于 1 的 任意 实数 ， 用 ln zz 表示 自然 对 数 。 

我 们 将 在 本 书 中 常用 的 另 一 个 图 数 是 阶乘 函数 站 : N 一 Z” ， 记 为 f(n) 一 n!1。f(n) 二 nl 的 
值 是 前 ”个 正 整 数 的 乘积 ， 因 此 fm) 王 1。2…(n* 一 1) 。x[L 并 且 f(0)=0! =1]，。 
办 我 们 有 关切 三 11 = 三 1 fF(2)=21 =1s 2 一 和， 二 51 二 1 Za 354755 和 = 
720， (VOL ed dB 7 Olts js 1 W177 ls 
20 王 2 432 902 008 176 640 000 。 对 

例 33 表明 阶乘 函数 随 着 的 增加 而 迅速 递增 ,阶乘 函数 的 快速 递增 通过 斯 特 林 公式 可 以 
看 得 更 加 清楚 ， 这 是 一 个 由 高 等 数学 得 出 的 结果 , n! 一 V2xn(n/e)”。 这 里 ， 我们 用 f(n)~ 
g(n) 这 样 的 表示 法 ， 意 思 是 随 着 n 的 无 限 递 增 比 值 f(n)/g(n) 趋 近 于 1( 即 lim fln)/gn)=1), 
符号 一 读 作 “ 渐 近 于 ”。 斯 特 林 公 式 是 以 18 世纪 的 苏格兰 数学 家 詹姆斯 斯 特 林 的 名 字 命 
名 的 。 


2. 3.6 部 分 函数 

用 于 计算 一 个 函数 的 程序 可 能 不 会 对 这 个 函数 定义 域 中 所 有 的 元 素 产 生 正确 的 函数 值 。 例 
如 ， 由 于 在 计算 函数 时 可 能 导致 无 限 循环 或 溢出 ， 所 以 一 个 程序 可 能 不 会 产生 一 个 正确 的 值 。 
类 似 地 ， 在 抽象 的 数学 里 ， 我 们 也 常 讨 论 那些 只 在 实数 的 一 个 子 集 上 有 定义 的 函数 ， 如 1/x、 
VT 和 arcsin(z)。 还 有 ， 我 们 也 可 以 用 到 这 样 的 概念 ， 如 “幼子 ”函数 ， 这 对 于 没有 孩子 的 夫 
妇 是 无 定义 的 ; 或 者 “日 出 时 间 ”， 这 对 于 位 于 北极 圈 的 地 方 在 某 些 日 期 是 无 定义 的 。 要 研究 
这 种 情形 ， 我 们 需要 用 到 部 分 范 数 的 概念 。 
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评注 我们 沿用 f: A 一 忆 来 表示 三 是 一 个 从 AAA 到 已 的 部 分 函数 。 注 意 这 个 和 函数 的 记号 
是 一 致 的 。 该 记号 的 上 下 文 可 以 用 来 判断 三 是 部 分 函数 还 是 全 函数 。 

函数 f: ZR， 其 中 f(n) = 二 Vn 是 一 个 从 ZZ 到 R 的 部 分 函数 ， 这 里 定义 域 是 非 负 整 
数 的 集合 。 注 意 f 对 于 负 整 数 无 定义 。 


奇数 编号 练习 
1. 为 什么 下 列 问题 中 的 f 不 是 从 R 到 R 的 函数 ? 
ap f(x)=1/x by f(x)=Vzr c) fr) 一 士 (2z 于 1) 


3. 判断 了 是 否 为 从 所 有 比特 串 的 集合 到 整数 集合 的 函数 : 
a)f(S) 是 S 中 某 个 比特 0 的 位 置 。 
b)f(S) 是 S 中 比特 1 的 个 数 。 
c) f(S) 是 最 小 整数 i 使 S 中 的 第 i 位 为 1， 当 SS 是 不 含 比特 的 空 串 时 f(S)==0。 
5. 求 下 列 郴 数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ， 为 了 求 函 数 定 义 域 ， 只 需 确定 被 该 函数 指派 了 值 
的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 比特 串 指派 串 中 1 的 个 数 与 0 的 个 数 之 差 。 
b) 函数 为 每 个 比特 串 指 派 串 中 0 的 个 数 的 2 倍 。 
c) 函数 为 每 个 比特 串 指派 当 把 串 分 成 字 节 (8 比特 为 1 个 字 节 ) 时 不 够 一 个 字 节 的 比特 数 。 
d) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 不 超过 该 整数 的 最 大 完全 平方 数 。 
7. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 对 正 整 数 序 偶 指 派 这 两 个 整数 中 的 最 大 数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 在 该 整数 中 未 出 现 的 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 数字 的 个 数 ， 
¢) 限 数 为 比特 串 指 派 串 中 块 11 出 现 的 次 数 。 
d) 函数 为 比特 串 指 派 串 中 第 一 个 1 的 位 置 值 ， 如 果 比 特 串 为 全 0 就 指派 0。 


9. 求 下 列 各 值 : 
a)| 374] b)| 7/8 | Of —3y4| 
d)| —7/8| e)| 3 | | = | 
g)| 二 +[3/21] h)| 了 “|572| 


11. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 
13. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 
15. 判断 在 下 列 情 况 下 函数 f : ZXZ>Z 是 否 是 映 上 的 ? 
a) fl(m, 7n)=m+n b) fm, n)=m Tn 
fm, n)=m d)f(m, n)= |n | 
ef lm, n)=m—n 
17, 考虑 一 所 学 校 中 老师 集合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 老师 指派 他 的 
a) 办 公 室 
b) 陪 伴 学 生 进行 野外 实习 时 一 组 巴士 中 制定 的 巴士 
©) 薪 水 
d) 社 会 安全 号 
19, 为 练习 17 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 在 什么 情况 下 这 些 你 指定 了 陪 域 的 函数 是 映 上 的 ? 
21. 给 出 从 整数 集合 到 正 整 数 集合 的 函数 的 显 式 公式 ， 满 足 : 


a) 一 对 一 但 非 映 上 b) 映 上 但 非 一 对 一 

c) 既 上 映 上 又 一 对 一 d) 既 不 映 上 又 不 一 对 一 
23. 判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

a) f(x)=2zT1 b) f(x)=zx 二 1 

cfr)= x d) f(x)=(xz’ 二 1)/(zx’ 二 2) 


25. 今 f :RR 且 对 所 有 xzER 有 f(x) 二 0。 证 明 f(x) 是 严格 递减 的 当 且 仅 当 函数 g(x) 二 1/ f(x) 是 严格 
递增 的 。 


27. 


29. 


Sl 


33. 


35. 
37. 
39. 
41. 
43. 
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a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递减 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 的 递减 函数 实例 。 

证 明 从 实数 集 到 非 负 实数 集 的 函数 f(x) 二 | z | 不 是 可 道 的 ,但 如 果 将 其 定义 域 限 制 到 非 负 实数 集 ， 
则 函数 是 可 逆 的 。 

令 f(x)==| zx:/3 |。 求 f(S)， 如 果 

dS=—=s = 0 Ls Zr 3 b)S= {0 Ls 2 Ss ss 9) 
CS=11, 5 74 11) d)S=(2, 6, 10, 14} 
假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 函数 。 

a) 证 明 如 果 了 和 8g 均 为 一 对 一 函数 ， 那 么 上 sg 也 是 一 对 一 函数 。 

b) 证 明 如 果 卫 和 8g 均 为 到 上 映 上 函数 ， 那么 f sg 也 是 映 上 函数 。 

试 找 出 一 个 例子 ,使 得 fF 和 g 满足 上 。g 是 双 射 ， 但 是 g 不 是 映 上 的 且 f 不 是 一 对 一 的 。 
如 果 ff 和 ff。g 都 是 映 上 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 映 上 的 ?说 明理 由 。 

试 求 f 十 g 和 fg， 其 中 函数 f 和 g 同 练习 38 一 样 。 

证 明 从 R 到 R 的 函数 f(z) 二 az 十 b 是 可 道 的 ， 其 中 a 和 2 为 常数 且 a 天 0， 并 找 出 了 的 反 晒 数 。 
a) 给 出 一 个 例子 说 明 练 习 42b 中 的 包含 可 能 是 真 包含 。 

b) 证 明 如 果 f 是 一 对 一 的 ， 则 练习 42b 中 的 包含 就 是 相等 。 


令 是 一 个 从 集合 A 到 集合 BB 的 浮 数 。S 是 B 的 一 个 子 集 。 定 义 S 的 逆 像 (inverse image) 为 A 的 子 集 ， 
其 元 素 恰 好 是 S 所 有 元 素 的 原 像 。S 的 遂 像 记 作 -1(S)， 于 是 f°1(S) 二 {a€A| Fa)ES)。( 小 心 : 记 
号 广 : 有 两 种 不 同 的 使 用 方式 。 不 要 将 这 里 引入 的 符号 与 可 逆 函 数 卫 的 北 函 数 在 y 处 的 值 的 记号 f “(yy) 
混 消 。 还 要 注意 集合 S 的 逆 像 广 !(S) 对 所 有 函数 了 都 有 意义 ， 而 不 仅仅 是 可 递 函数 。) 


45., 
47. 
49. 


$1 
$3 


SS. 
STs 


$9. 
61. 


63. 


65. 
67， 
69. 


令 g(Cz) 一 | xz |。 求 
a)g '({0}) 一 
Og tx) 0<7 二 1 


令 f 为 从 A 到 B 的 函数 。S 为 B 的 子 集 。 证明 广 :(S)= 广 !(S)。 

证 明 |z 一 1/2| 是 最 接近 zx 的 整数 ， 除 非 z 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 
小 的 一 个 。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ,， 则 有 z 一 1 过 Lz 长 zx 和 | zl <z 十 1。 

证 明 如 果 xz 为 实数 ，n 为 整数 ， 则 

A 之 宙 当 县 私 当 | 革 | 志 议 bynx 当 且 仅 当 [之 1， 

证 明 如 果 为 整数 ， 则 当 为 偶数 时 | n/2 |=n/2; 当 n 为 奇数 时 | n/2|= (n 一 1)/2。 

有 些 计 算 器 上 有 个 INT 函数 ， 当 z 为 非 负 实数 时 INT(z)==| x ]; 当 莹 为 负 实 数 时 INT(zx)==[xz1。 证 
明 这 一 函数 INT 满足 等 式 INT( 一 z) 王 一 INTCz)。 

令 a 和 5 的 实数 ， 且 a 二 5，， 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a 二 nb 的 整数 ”的 数目 。 

需要 用 多 少 字 节 来 编码 比特 的 数据 ， 其 中 nn 等 于 

a)7 b)17 c)1001 d)28 800 
数据 在 某 以 太 网 上 以 1500 个 8 比特 (Coctet) 为 信息 块 传输 。 下 面 的 数据 量 在 这 个 以 太 网 上 传输 时 需要 
多 少 个 信息 块 ? (注意 一 字 节 就 是 8 比特 的 同义词 ，1 千 字 节 就 是 1000 字 节 ，1 兆 字 节 就 是 1 000 000 
字 节 。) 

a)150 千 字 节 的 数据 。 b)384 千 字 节 的 数据 。 

c)1. 544 兆 字 节 的 数据 。 d)45. 3 兆 字 节 的 数据 。 

画 出 从 R 到 R 的 函数 f(z)=| 2z | 的 图 。 

画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 | z | 片 | z/2 | 的 图 。 


画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(z)=|z++1/2| b) f(x)=|2z++1| 

c) fx) =| x/3 | d) f(zx)=[1/z| 

e) f(z)=[z—2|+| z 十 2 | f) f(z)=| 2z |[zx/2l 


g) f(z)=| |z 一 172| 二 172 | 


106 第 2 章 


71. 求 f(x)= 二 xz 十 1 的 反 峭 数 。 

73. 令 S 为 全 集 U 的 子 集 。S 的 特征 函数 fs 是 从 UU 到 集合 {10，1} 的 函数 ,使 得 如 果 zz 属于 S 则 
fs(z) 二 1， 如 果 z 不 属于 S 则 fs(z)= 二 0。 令 A、B 为 集合 。 证 明 对 于 所 有 xzEU 有 
a) fana (xX)= fa(x)* fnlzx) 

b) faus (T)= fa lr)+ fa (xz)— falx)* falxr) 
ce) fxA(z)=1— fal(z) 
d) fams (7)= fa (rx) + fa(x)—2fa(xr) fs (zr) 

75. 证 明 或 反 鹃 下 列 关 于 上 取 整 消 数 和 下 取 整 阴 数 的 语句 。 

a) 对 任意 实数 x， 有 |Lzj 上 FLzj。 

b) 当 并 是 实数 时 ， 有 | 2z |=2|z|。 

c) 当 工 和 y 是 实数 时 ， 有 [ 守 [y 广 [z 十 y|=0 或 1。 
d) 对 任意 实数 xz 和 y， 有 [ zy |=[zl[y1。 


e) 对 任意 实数 z， cae 


77. 证 明 如 果 并 是 一 个 正 实数 ， 则 
DW VLz| 上 LVz] bp)| /Tz |=IVz] 
79. 对 下 列 各 个 部 分 函数 求 它 的 域 、 陪 域 、 定 义 域 及 其 无 定义 的 值 的 集合 。 男 外 判断 它 是 否 为 全 函数 。 
a)f: Z>R, f(n)=1/n., 
b)f: ZZ, fn)=[n/2|. 
Of: ZXZ>Q, fm, n)=m/n, 
dD)f: ZXZ>ZL, fm, n)=mn, 
e)f: ZXZ>Z,， fl(m, n)=m 一 n， 如 果 m 之 n。 
[5 81. a) 证 明 如 果 S 是 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整 数 ， 则 在 集合 S 与 集合 位 ，2，…，mm} 之 间 存 在 一 个 一 
一 对 应 区 数 。 
b) 证 明 如 果 S、 本 均 为 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整 数 ， 则 在 集合 S 与 集合 TT 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 
孔 数 。 


2.4 序列 与 求 和 


2.41 引 宪 

序列 是 元 素 的 有 序列 表 ， 在 离散 数学 中 有 许多 应 用 。 例 如 在 第 4 章 中 将 会 看 到 的 用 来 表示 某 些 计数 
问题 的 解 。 序 列 也 是 计算 机 科学 中 一 种 重要 的 数据 结构 。 我 们 在 离散 数学 的 学 习 中 经 常 要 处 理 序 列 项 的 
求 和 问题 。 本 节 回 顾 求 和 记号 的 使 用 、 求 和 的 基本 性 质 以 及 某 些 特定 序列 的 求 和 公式 。 

一 个 序列 中 的 项 可 以 通过 一 个 适用 于 序列 中 每 一 项 的 公式 来 描述 。 本 节 还 将 描述 用 递 推 关 系 来 指定 
一 个 序列 的 项 的 另 一 种 方法 ， 即 将 每 一 项 表示 为 前 续 项 的 一 种 组 合 。 我 们 将 介绍 一 种 迭代 方法 ， 用 于 寻 
找 通 过 递 推 关 系 定义 的 序列 的 项 的 闭 公 式 。 给 定 前 面 若干 项 来 确定 一 个 序列 也 是 离散 数学 中 问题 求解 的 
一 种 有 用 技能 。 为 此 我 们 会 给 出 一 些 技巧 ， 以 及 Web 上 的 一 些 有 用 工具 。 


2.4.2 序列 
序列 是 一 种 用 来 表示 有 序列 表 的 离散 结构 。 例如 ls 25 Bs Ty 8 是 一 个 含有 五 项 的 序列 ， 而 by Ss 
9, 275 8ls wy 3 … 是 一 个 无 穷 序列 。 


A 













我 们 用 记号 {a.) 来 描述 序列 。( 注 意 a, 表示 序列 {4,} 的 单项 。 还 要 注意 一 个 序列 记号 {4} 与 集合 的 记 
号 有 冲突 。 但 使 用 这 个 记号 的 上 下 文 总 能 分 清 什么 时 候 在 讨论 集合 而 什么 时 候 在 讨论 序列 。 还 要 注意 尽 
管 一 个 序列 的 记号 中 用 了 字母 a， 也 可 以 用 其 他 字母 或 表达 式 ， 这 取决 于 所 考虑 的 序列 ， 即 字母 a 的 选 
择 是 任意 的 ,) 
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我 们 通过 按照 下 标 升序 来 列举 序列 项 来 描述 序列 。 
考虑 序列 {a,)， 其 中 


1 
- 
n 


这 个 序列 的 项 的 列表 从 w 开始 ， 即 


Ui sds sda CC4 9 


开头 是 : 


1;1/2,1/3,1/4,* 4 


ps 





评注 ”几何 级 数 是 指数 函数 f(x) 二 ar” 的 离散 的 对 应 体 。 


序列 {6,}、{c,} 和 {4,} 都 是 几何 级 数 ， 其 中 刀 ==( 一 1)", c=2。5", d, 二 6，(1/3)"，。 


如 果 我 们 以 x=0 开始 ， 则 其 初始 项 和 公 比 分 别 等 于 1 和 一 1，2 和 5 以 及 6 和 1/3。 项 的 列表 
六 ms 人 大 3 “可 bs … 的 开头 是 : 





1;—1s1,— 1,1,... 
项 的 列表 co。，ci，cs，c3，c，… 的 开头 是 : 
2,10,50,250,1250,. 
项 的 列表 d,，d;，d,，d;，d,，… 的 开头 是 : 
A a A 志 





评注 算术 级 数 是 线性 函数 f(x) 二 dx 十 a 的 离散 的 对 应 体 。 
序列 {5,) (5, 二 一 1 十 4n) 和 {zt,) (zt 二 7 一 3n) 都 是 算术 级 数 ， 如 果 我 们 以 n= 二 0 开始 ， 则 


其 初始 项 和 公差 分 别 等 于 一 1 和 4 以 及 7 和 一 3。 项 的 列表 506， 5 ，5G，5，… 的 开头 是 : 
ee 





项 的 列表 如 ， ，t,，t，… 的 开头 是 : 
Ly RT A 思 
在 计算 机 科学 中 经 常 使 用 形 如 a, ，a;，*…，a, 的 序列 。 这 些 有 穷 序 列 也 称 为 串 (string) 。 
这 个 串 也 可 以 记 作 ai …as。 (回忆 一 下 在 1.1 节 介绍 的 比特 串 ， 它 就 是 比特 的 有 限 序列 。) 串 
的 长 度 是 这 个 串 的 项 数 。 空 串 是 没有 任何 项 的 串 ， 记 作 4。 空 串 的 长 度 为 0。 
串 abcd 是 长 度 为 4 的 串 。 本 


2.4.3 递 推 关 系 

在 例 1 一 3 中 ， 我 们 通过 为 项 提供 显 式 公 式 来 指定 序列 。 还 有 许多 其 他 方法 可 以 用 来 指定 
一 个 序列 。 例 如 ， 男 外 一 种 指定 序列 的 方法 是 提供 一 个 或 多 个 初始 项 以 及 一 种 从 前 面 的 项 确定 
后 续 项 的 规则 。 








Links》 
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加 有 邻 {a.} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关 系 w, 王 au-i 十 3，1i 王 1，2，3，…， 并 假定 a = 二 2。 
a、4a, 和 as 是 多 少 ? 

解 ”从 递 推 关 系 可 以 看 出 a =aw 十 3 三 2 十 3=5。 接 着 有 a = 二 5 十 3 三 8 和 a 二 8 十 3 二 11。 二 

9 令 {a,}) 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关 系 a, 二 a,_1 一 a,-;，7 二 2，3，4，…， 并 假定 a = 
3， 二 5。as 和 as 是 多 少 ? 

解 ” 从 递 推 关系 可 以 看 出 ，a; 二 ai 一 a 二 5 一 3 二 2 且 a 二 4 一 @ 二 2 一 5 二 一 3。 我 们 可 以 用 
类 似 方 法 找到 a,、a;， 以 及 后 续 各 项 。 a 

递归 和 定义 的 序列 的 初始 条 件 指 定 了 在 递 推 关系 定义 的 首 项 前 的 那些 项 。 例 如 ， 例 5 中 的 
aa 一 2 以 及 例 6 中 的 a 二 3 和 a 二 5 是 初始 条 件 。 采 用 数学 归纳 法 ， 可 以 证 明 一 个 递 推 关系 及 
其 初始 条 件 唯 一 地 确定 了 一 个 序列 。 

接 下 来 我 们 用 递 推 关系 来 定义 一 个 非常 有 用 的 序列 ; 这 就 是 以 出 生 于 12 世纪 的 意大利 数 
学 家 斐 波 那 契 的 名 字 命名 的 斐 波 那 契 数列 (Fibonacci sequence) 。 我 们 会 在 第 4 章 深入 研究 这 个 
序列 ， 那 里 我 们 会 看 到 它 对 许多 应 用 非常 重要 ， 包 括 兔子 繁殖 的 增长 模型 。 斐 波 那 契 数 自然 地 
出 现在 植物 和 动物 的 结构 中 ， 例 如 向 日 鞭 上 的 种 子 排 列 和 鹦 下 螺 这 上 的 纹理 排列 。 





上 






求 斐 波 那 契 数 f,、f、f、 丰 和。 
解 ” 斐 波 那 契 数列 的 递 推 关 系 告诉 我 们 ， 可 通过 把 前 面 两 项 相 加 来 得 出 后 续 的 项 。 因 为 初 
始 条 件 是 f= 二 0 和 f= 二 1， 用 定义 中 的 递 推 关系 可 得 | 
fi = fifo=1+0=1 
f= f+fi=1+1l1=2 
f= fs 二 Tf =2++1=3 
记 王 入 十 太一 3 十 2 一 5 
三 + f=5+3=8 4 
时 》 假设 (a,) 是 整数 序列 ， 定 义 a, 二 nn! 为 整数 即 的 阶乘 函数 的 值 ，z 二 1，2，3，…。 因 
为 nl 二 n((n 一 1)(n 一 2)…2。，1) 二 na,_1， 所 以 可 以 看 出 阶乘 的 序列 满足 递 推 关 系 a, 二 na,_,， 
初始 条 件 为 a 二 1。 4 
当 我 们 为 序列 的 项 找到 一 个 显 式 公式 一 一 闭 公式 (closed formula) 时 ， 我 们 就 说 求解 了 带 有 
初始 条 件 的 递 推 关系 。 
电 蝶 ) 试 判 定 序列 {a,}( 其 中 对 每 个 非 负 整数 n 有 a, 二 3 是 否 是 递 推 关系 a, 二 24, 1 一 a,， 
(n 二 2，3，4，…) 的 解 。 当 a 二 2" 和 a; 二 5 时 回答 同样 的 问题 。 
解 ” 假 设 对 每 个 非 负 整数 有 a 二 3n。 则 对 ”之 2， 可 以 看 出 2a,-j 一 :一 2(3(2 一 J) ) 一 
3(n 一 2) 二 3n 二 a,。 所 以 ，{a,}( 其 中 a, 二 3n) 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。 
假设 对 每 个 非 负 整数 nn 有 a 二 2"。 注 意 = 二 1， ai= 二 2, 而 a; 二 4。 因 为 2a 一 ao= 二 2。2 一 
1 二 3 了 关 a, ， 可 知 {a,)}( 其 中 a,= 二 2") 不 是 递 推 关 系 的 解 。 
假设 对 每 个 非 贷 整 数 n 有 a 二 5。 则 对 n 宇 2， 可 以 看 出 2a,_1 一 a,-:; 二 2* 5 一 5 二 5 二 a,。 所 
以 ，{a,}( 其 中 a, 二 5) 是 弟 推 关系 的 一 个 解 。 村 
已 有 很 多 方法 可 以 求解 递 推 关系 。 这 里 我 们 用 几 个 例子 介绍 一 种 直观 的 迭代 法 。 在 第 4 章 
我 们 会 深入 研究 递 推 关系 。 那 里 我 们 将 证 明 北 推 关系 如 何 用 于 求解 计数 问题 ， 并 且 将 介绍 几 种 
功能 强大 的 方法 用 于 求解 许多 不 同 的 递 推 关 系 。 
求解 例 5 中 带 有 初始 条 件 的 递 推 关系 。 
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解 ”连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关系 ， 从 初始 条 件 a = 二 2 出 发 向 上 一 直到 a, 能 够 推断 出 序列 的 
闭 公 式 。 可 以 看 到 
2 一 2 十 3 
二 (2 十 3) 十 3 三 2 十 3。2 
a 二 (2 十 2。3) 十 3 二 2 十 3563 


a,. 二 dai 十 3 二 (2 上 不 30(n 一 2)) 十 3 二 2 二 3(n— 1) 
我 们 也 可 以 通过 连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关 系 ， 从 项 a, 出 发 向 下 一 直到 初始 条 件 a, = 二 2 得 到 
同样 的 公式 。 步 骤 如 下 ， 
a, 一 QI 十 3 
= (gs 十 二 ) 十 圭一 Co 十 oz 
(ua PF Se 2 ts8 


一 4 十 3(72 一 2) = 二 (a 十 3) 十 3(n 一 2) = 二 2 十 3(n 一 1) 

在 递 推 关系 的 每 一 步 迭 代 中 ， 我 们 通过 在 前 项 上 加 上 3 而 得 到 序列 的 下 一 项 。 经 过 递 推 关 
系 的 n 一 1 次 迭代 后 就 可 得 到 第 n 项。 故我 们 在 初始 项 a 二 2 上 加 了 3(n 一 1) 而 得 到 a,。 这 就 是 
闭 公式 a, 二 2 十 3(n 一 1)。 注 意 到 这 个 序列 是 一 个 算术 级 数 。 4 

例 10 中 使 用 的 技术 叫 作 和 迭代 (iteration) 。 我 们 迭代 或 重复 利用 了 递 推 关 系 。 第 一 种 方法 
称 为 正 向 替换 一 一 我 们 从 初始 条 件 出 发 找到 连续 的 项 直到 a, 为止。 第 二 种 方法 称 为 反 向 替 
换 ， 因 为 我 们 从 a, 开始 迭代 时 将 其 表示 为 序列 中 前 面 的 项 直到 可 以 用 w 来 表示 。 注 意 当 我 
们 使 用 迭代 时 ， 需 要 先 猜 测序 列 项 的 一 个 公式 。 要 证 明 我 们 的 猜测 是 正确 的 ， 需要 使 用 数学 
归纳 法 。 

第 4 章 我 们 将 证 明 递 推 关 系 可 用 于 为 各 种 问题 建 模 。 这 里 我 们 仅 提 供 这 样 的 一 个 例子 ， 说 
明 如 何 用 递 推 关系 来 计算 复合 利率 。 

合 利率 (compound interest) 。 假 设 一 个 人 在 银行 的 储蓄 账户 上 存 了 10 000 美元 ， Ewec> 
年 利率 是 11%， 按 年 计 复 利 。 那么 在 30 年 后 该 账户 上 将 有 多 少 钱 ? 

解 ” 为 求解 这 个 问题 ,， 令 P, 表示 年 后 账户 上 的 金额 。 因 为 nn 年 后 账户 上 的 金额 等 于 
n 一 1 年 后 账户 上 的 金额 加 上 第 nn 年 的 利息 ， 易 得 序列 {P,}) 满 足 递 推 关系 

P= Poy TO TP y= PE. 
初始 条 件 是 P, 王 10 000。 
我 们 可 以 使 用 迭代 法 找到 P, 的 公式 。 注 意 
P= (1.11)P, 
B= (lll)P: = (C1. 11D, 
P= (LP, = (1 


P = (1 dlp v= Ch Ps 
当代 入 初始 条 件 P. 王 10 000 时 ， 得 到 公式 己 ,=(1. 11)"10 000。 
将 n= 二 30 代入 公式 卫 =(1.11)"10 000， 即 可 得 30 年 后 账户 上 有 
Pp = (L1110000= 228 922299 美元 是 


2. 4.4 特殊 的 整数 序列 
离散 数学 中 的 一 类 共性 问题 是 为 了 构造 序列 的 项 而 寻找 闭 公 式 、 递 推 关 系 或 者 某 种 一 般 
规则 。 有 时 候 仅 知道 用 于 求解 问题 的 序列 中 的 一 部 分 项 ， 目 标 则 是 要 确定 序列 。 尽 管 序列 的 


下 xitrz > 
Exompies 
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初始 项 不 能 确定 整个 序列 (毕竟 从 任何 初始 项 的 有 限 集合 开始 的 序列 有 无 限 多 个 )， 但 了 解 前 
几 项 仍 有 助 于 做 出 关于 序列 本 身 的 合理 狂想。 一旦 形成 猜想 ， 就 可 以 尝试 验证 你 找到 了 正确 
序列 。 

当 给 定 初始 项 并 试图 推导 出 一 个 可 能 的 公式 、 弟 推 关系 或 序列 项 的 某 种 一 般 规则 时 ， 尝 试 
寻找 这 些 项 的 一 种 模式 。 再 观察 能 否 确 定 一 项 如 何 从 它 前 面 的 项 产生 。 有 许多 问题 可 以 问 , 但 
比较 有 用 的 问题 是 : 

@ 是 否 有 相同 值 连续 出 现 ， 即 相同 的 值 在 一 行 中 出 现 多 次 ? 

@ 是 否 给 前 项 加 上 某 个 常量 或 与 序列 中 项 的 位 置 有 关 的 量 后 就 得 出 后 项 ? 

e 是 否 给 前 项 乘 以 特定 量 就 得 出 后 项 ? 

e@ 是 否 按照 某 种 方式 组 合 前 面 若干 项 就 可 以 得 出 后 项 ? 

@ 是 否 在 各 项 之 间 存 在 循环 ? 

求 具有 下 列 前 5 项 的 序列 公式 : (a)1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16; (b)1，3，5，7，9; 
(c)1， 一 1，1， 一 1，1。 

解 (a) 可 以 看 出 分 母 都 是 2 的 需 次 。 对 n= 二 0，1，2，…， 满 足 a,= 二 1/2" 的 序列 是 一 个 可 
能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 一 个 几何 级 数 ， 满足 a 二 1 和 7 二 1/2。 

(b) 注 意 每 一 项 可 通过 对 前 一 项 加 上 2 而 得 到 。 对 7 二 0，1，2，……， 满 足 a 十 n= 二 2n 十 1 的 
序列 是 一 个 可 能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 算术 级 数 ， 满足 ae=1 和 d=2，。 

(c) 各 项 轮流 取 值 1 和 一 1。 对 n= 二 0，1，2,，…， 满足 a, 二 (一 1)" 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 
这 个 候选 序列 是 几何 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 r= 二 一 1。 4 

例 13 一 15 解释 如 何 通 过 分 析 序 列 来 发 现 项 是 如 何 构 造 的 。 | 

如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1; 2，2，3，3，3，4，4，4，4， 则 如 何 来 产生 序列 
的 项 ? 

解 ”在 这 个 序列 中 ,注意 整数 1 出 现 I 次 ， 整 数 2 出 现 2 次 ， 整数 3 出 现 3 次， 整数 4 出 
现 4 次 。 一 个 合理 的 序列 生成 规则 是 整数 恰好 出 现 n 次 ， 所 以 序列 的 下 5 项 可 能 都 是 5， 随 


后 6 项 可 能 都 是 6， 等 等 。 这 种 方式 产生 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 4 
如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 5，11，17，23，29，35，41，47，53，59， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 ”注意 这 个 序列 的 前 10 项 中 第 一 项 之 后 每 项 都 是 通过 对 前 项 加 上 6 而 得 到 的 (从 相 邻 项 
之 差 为 6 看 出 这 一 点 )。 因 此 从 5 开始 总 共 加 (n 一 1) 次 6 就 产生 第 nn 项 ， 即 一 个 合理 的 猜测 是 


第 n 项 为 5 十 6(n 一 1) 二 6n 一 1。( 这 是 一 个 算术 级 数 ， 满足 a 二 5 和 d 一 6。) 4 
如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1，3，4，7，11,，18，29，47，76，123， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 ”观察 序列 从 第 三 项 起 每 项 都 是 前 两 项 之 和 ， 即 4==3 十 1，7= 二 4 十 3，11 二 7 十 4， 等 等 。 
因此 ， 如 果 工 , 是 这 个 序列 的 第 项 ， 我 们 猜测 序列 可 由 递 推 关 系 工 ,= 工 - 十 志 确定， 其 初 
始 条 件 为 Li 二 1 和 L; 二 3( 与 斐 波 那 契 数列 具有 相同 的 递 推 关 系 ， 但 是 初始 条 件 不 同 )。 这 个 序 
列 被 称 为 Lucas 序列 ， 以 法 国 数 学 家 Francois Edouard Lucas 的 名 字 命 名 。Lucas 在 19 世纪 和 研 
究 了 这 个 序列 和 斐 波 那 契 数列 。 

男 一 种 求 序列 项 生成 规则 的 有 用 技术 是 对 比 所 求 的 序列 项 与 熟知 的 整数 序列 项 ， 比 如 算术 
级 数 的 项 、 几 何 级 数 的 项 、 完 全 平方 数 、 完 全 立方 数 等 。 表 1 给 出 了 一 些 应 当 记 住 的 序列 的 前 
10 项 。 注 意 ， 对 于 这 里 列 出 的 序列 ， 每 个 序列 中 项 的 增长 要 比 列表 中 前 面 序列 项 的 增长 快 。 
3. 2 节 将 研究 这 些 项 的 增长 速率 。 
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表 1 一 些 有 用 的 序列 


第 n 项 前 10 项 

ls 4 9s 11065125 36% A490 .60645 815 100s »* 

1l, 8 27% 64s 125, 216s ‘3343 S12 F293 "T1000 5 

1, 16, 81, 256,, 625», 1296, 2401w 4096, G561, 10'000¢% 1 
Pay 2 人 By TL60, B32 645 1285 256% S12 LQO24dy 

0. 0: 27, B11, 2435 729, 2187. 6561, 19683, 50 O49 ws 

l, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40 320, 362 880, 3 628 800, »: 

ls Es Dy By Sr LB a Dd BO, va 


如 果 序 列 {a,} 的 前 10 项 为 1，7，25，79，241，727，2185，6559，19 681，59 047， 
试 猜想 a, 的 简单 公式 。 

解 ”要 解决 这 个 问题 ， 先 查看 相 邻 项 的 差 ， 但 没有 看 出 模式 。 当 计算 相 邻 项 的 比 来 查看 每 
项 是 否 为 前 项 的 倍数 时 ， 发 现 这 个 比 虽 然 不 是 常数 却 接近 于 3。 所 以 有 理由 怀疑 这 个 序列 的 各 
项 是 由 一 个 与 3” 有 关 的 公式 产生 的 。 比 较 这 些 项 与 序列 {3")} 的 对 应 项 ， 注 意 到 第 项 要 比 对 应 
的 3 的 寡 次 小 2。 我 们 看 到 对 于 1 三 n 二 10 来 说 a, 二 3" 一 2 成立， 因而 猜想 对 所 及 来 说 ， 这 个 
公式 成 立 。 本 

贯穿 本 书 可 以 看 到 整数 序列 在 离散 数学 的 各 类 应 用 中 广泛 出 现 。 我 们 已 经 看 到 或 将 会 看 到 
的 序列 包括 : 素数 序列 、 将 nn 个 离散 对 象 进 行 排序 的 方法 数 ( 第 3 章 )、 解 决 著名 的 nn 碟 汉 诺 塔 
谜 题 所 需要 的 步 数 (第 4 章 ) 以 及 在 一 个 岛 上 nn 个 月 后 的 兔子 数 ( 第 4 章 )。 

整数 序列 还 出 现在 离散 数学 以 外 的 相当 广泛 的 领域 , 包括 生物 学 、 工 程 、 化 学 、 物 理学 ， 
以 及 访 题 中 。 在 “在 线 整数 序列 百科 ”(Online Encyclopedia of Integer Sequences，OEIS) 维 护 的 
一 个 有 趣 的 数据 库 中 可 以 找到 超过 250 000 个 不 同 的 整数 序列 (截至 2017 年 )。 这 个 数据 库 起 初 
是 由 内 尔 ， 斯 朗 在 1964 年 创建 的 ， 现 在 由 OEIS 基金 会 维护 。 该 数据 库 最 新 的 印刷 版 是 1995 
年 出 版 的 ([SIPI951)， 当 前 大 百科 中 的 序列 比 1995 年 版 书 中 的 900 卷 还 多 ， 且 每 年 会 提交 超过 
10 000 个 新 的 序列 。 你 可 以 利用 OEIS 网 站 上 的 程序 来 寻找 可 能 与 你 提供 的 初始 项 匹配 的 序列 。 
比如 ， 你 输入 1，1，2，3，5，8，OEIS 就 会 展示 一 个 页 面 ， 确 认 这 是 斐 波 那 契 数列 中 连续 的 
项 ， 给 出 产生 这 个 序列 的 递 推 关系 ， 列 出 广泛 的 注解 ( 含 参 考 文献 ) 来 论述 裴 波 那 契 数列 的 多 种 
产生 方式 ， 并 显示 以 这 些 项 开始 的 其 他 一 些 序 列 的 信息 。 


2.4.5 求 和 
接 下 来 我 们 考虑 序列 项 的 累加 问题 。 为 此 先 引 入 求 和 记号 (summation natation) 。 首 先 描述 
用 来 表达 序列 {a,} 中 项 


之 和 的 记号 。 我 们 用 记号 


Si 或 六 

i =m mj<n 
( 读 作 a; 从 j= 二 m 到 ;二 nn 的 和 ) 来 表示 

Co Ta Tr Tt 
此 处 变量 ; 称 为 求 和 下 标 ， 而 字母 ; 作为 变量 可 以 是 任意 的 ， 即 可 以 使 用 任何 其 他 字母 ， 比 如 
i 或 k。 或 者 ， 用 记号 表示 就 是 


此 处 求 和 下 标 依次 遍历 从 下 限 mr 开始 到 上 限 n 为 止 的 所 有 整数 。 用 >， 表示 求 和 。 
通常 的 算术 法 则 也 适用 于 求 和 式 。 例 如 ， 当 a 和 均 为 实数 时 ， 有 > (ar, 十 名) 一 
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3》 Ty 1 Dy 这 里- ol, Ry Moy Mey 均 为 实数 (此 处 我 们 没有 给 出 该 交 恒 等 
式 的 正式 证 明 。 这 样 的 证 明 可 以 用 数学 归纳 法 来 加 以 构建 。 证 明 同 时 会 用 到 加 法 的 交换 律 与 结 











合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 。 
下 面 给 出 求 和 记号 的 多 个 例子 。 
Examples) 用 求 和 记号 表示 序列 {a;} 前 100 项 之 和 ， 这 里 a 二 1/j, 7 一 1，2，3，… 
解 求 和 下 标 下 限 为 1]， 上限 为 100。 这 个 和 可 以 写成 
100 1 
全 < 
BB >,j* 的 值 是 多 少 ? 
解 ” 我 们 有 
一 和 
四 > (一 上)* 的 值 是 多 少 ? 
解 我 人 有 
六 了 0 Se 5 Ge 0 8 el nm bi a Ss 
三 1 看 《( 一 了 二 1 十 (一 ,1) 十 1 
Ss Poe 可 
有 时 候 对 求 和 式 中 的 求 和 下 标 做 一 下 平移 会 很 有 好 处 。 当 两 个 求 和 式 需 要 相 加 而 求 和 下 标 
却 不 一 致 时 ， 通 常 可 以 这 样 做 。 当 平移 求 和 下 标 时 ， 对 应 求 和 项 做 适当 修改 也 是 很 重要 的 。 如 
例 20 所 解释 。 
erplie 四 有 假定 有 求 和 式 





2 
但 是 希望 求 和 下 标的 取 值 是 在 0 和 4 之 间 而 不 是 在 1 和 5 之 间 ， 为 此 ， 令 一) 一 1。 于 是 
新 的 求 和 下 标 就 是 从 0( 因 为 当 j==1 时 k=1 一 1==0) 到 4( 因 为 当 j=5 时 k=5 一 1 二 4) 了 ， 而 项 
产 变 成 了 (k 十 1)*。 因 此 


二 DtD’ 
容易 验证 两 个 和 都 是 1 十 4 十 9 十 16 十 25 一 55。 | 
几何 级 数 项 的 求 和 经 常 出 现 ( 这 种 求 和 也 称 为 几何 数列 )。 定 理 1 给 出 几何 级 数 的 项 求 和 
公式 





Sd Dp 
要 计算 S， 先 在 等 式 两 边 同 乘 上 /然后 对 得 出 的 和 式 做 如 下 变换 ， 
了 用 求 和 公式 代替 S 


0 
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= 二 下 分 配 律 
= Far 平移 求 和 下 标 , 令 k 二 j 十 1 


(To hat 去 除 尺 二 n 十 1 的 项 ,添加 二 0 的 项 


外 二 0 


= SS 站 (ur™ =a) 用 SS 代替 求 和 公式 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 
rS, = S 十 (ar 一 0&) 
从 该 等 式 解 出 S, 可 知 ， 如 果 r 了 1， 则 


fr 十] 





人 
3 i : 
如 果 r 王 1， 则 S， = Do = Da= (n+Da, 司 
很 多 情况 下 需要 双重 求 和 (比如 在 计算 机 程序 典 套 循环 的 分 析 中 )， 一 个 双重 求 和 的 
例子 是 
要 计算 双重 求 和 ， 先 展开 内 层 求 和 ， 再 继续 计算 外 层 求 和 : 
DD Dtatad = Doi=6t12+18+24= 60 4 


f== | 上 一 


我 们 还 可 以 用 求 和 记号 将 一 个 函数 的 所 有 值 相 加 ， 或 把 针对 一 个 下 标 集 的 项 都 加 起 来 ， 其 
中 求 和 下 标 遍 历 一 个 集合 中 的 所 有 值 ， 即 可 以 写 


六 
来 表示 对 S 中 所 有 元 素 s 求 值 ACs) 的 和 。 


人 s 的 值 是 多 少 ? 


s€E (0.2,.4| 


解 ” 由 于 由 s 表示 对 集合 {0，2，4} 中 所 有 元 素 ; 的 值 求 和 ， 因 此 有 


{V0., 


2, $=0+2+4=6 可 


5sR 10,24 


某 些 求 和 问题 会 在 离散 数学 中 反复 出 现 。 掌 握 一 组 这 种 求 和 公式 会 有 好 处 ， 表 2 给 出 了 一 
些 常 见 求 和 公式 。 


表 2 多 个 有 用 的 求 和 公式 








5S art(r 0) 


k=0 
Sk 
上 一] 

> 


k= 1 


n(n 十 1)(2n 十 1) 
6 


我 们 在 定理 1 中 推导 了 表 中 的 第 一 个 公式 。 接 下 来 的 三 个 公式 给 出 了 前 n 个 正 整 数 的 求 
和 、 它 们 的 平方 和 以 及 它们 的 立方 和 。 可 以 用 许多 不 同方 式 来 推导 这 三 个 公式 (例如 | 参见 练 
习 37 和 38)。 还 要 注意 这 里 每 一 个 公式 ,一旦 得 到 了 ， 就 可 以 轻而易举 地 用 数学 归纳 法 加 以 证 
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明 。 表 中 最 后 两 个 公式 与 无 穷 级 数 有 关 ， 接 下 来 就 会 讨论 。 
例 23 解释 了 表 2 中 的 公式 是 如 何 使 用 的 。 


100 


求 > 已， 
解 ” 首 先 注 意 由 于 > 已 天 》 尼 十 > 及， 所 以 有 


k= 530 
100 100 


DE = Dk Dk 
k= 1 k= | 


k= 50 


利用 表 2 的 公式 >) 尼 = n(n 十 1)(2n 十 1)/6 (证 明 见 练习 38) ， 可 以 看 出 


0 


& 一 0 


一 些 无 穷 级 数 尽管 本 书 中 大 多 数 求 和 都 是 有 限 求 和 ， 但 在 离散 数学 的 某 些 部 分 中 无 穷 级 
数 也 是 很 重要 的 。 通 常 在 微 积分 课程 中 研究 无 穷 级 数 ， 甚 至 这 些 级 数 的 定义 也 需要 用 到 微 积 
分 ， 但 有 时 它们 也 会 出 现在 离散 数学 中 ， 因 为 离散 数学 需要 处 理 离散 对 象 无 穷 集 。 尤 其 是 将 来 
在 离散 数学 的 研究 中 ， 我 们 将 会 发 现 例 24 和 25 中 无 穷 级 数 的 闭 公 式 是 非常 有 用 的 。 


Wy (需要 微 积分 知识 ) 令 z 是 满足 | x | 过 1 的 实数 。 求 Dv'。 


x!'—1 


天 一 外 


o 由 各 | 记 1 -31， 所 以 当 





解 ” 根 据 定 理 1, 令 4a==1 和 一 z， 就 可 以 看 出 2 一 
上 趋 于 无 穷 时 ，z 趋 于 0。 所 以 





通过 对 已 有 公式 进行 微分 或 积分 就 可 以 产生 新 的 求 和 公式 。 
名 肥 坟 〈 需 要 微 积分 知识 ) 对 下 列 方程 两 边 微分 : 


-i 





根据 例 24 可 得 


(根据 有 关 无 穷 级 数 的 定理 ， 当 | x | 二 1 时 这 个 微分 有 效 。) 加 
奇数 编号 练习 
1. 求 序列 (a,} 的 下 列 各 项 ， 其 中 a, 二 2。( 一 3)" 十 5"。 
aA) a b)a) C)al d)as 
3 序列 (a, ) 的 项 Qn» Ci U2 和 U3 是 什么 ? 其 中 dn 等 于 
a)2" 十 1 by Ct Lt c)|n/2| d)|n/2|+[n/2| 


5. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 
a) 序 列 从 2 开始， 后面 每 项 都 比 前 项 多 3。 
b) 序 列 按 升 序 把 每 个 正 整 数列 出 3 次 。 
c) 序 列 按 升序 把 每 个 正 奇 数列 出 2 次 。 
d) 序 列 的 第 nn 项 是 n! 一 2"。 
e) 序 列 从 3 开始 ， 后面 每 项 都 是 前 项 的 2 售 。 
人 序列 的 第 一 项 是 2， 第 二 项 是 4， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
外 序列 的 第 nn 项 是 数 n 的 二 进 制 展开 式 的 比特 数 ，。 
h) 序 列 的 第 项 是 下 标 n 的 英文 单词 中 包含 的 字母 数 ， 
7. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 1、2、4， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 


11. 


13. 


15. 
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. 找 出 有 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 五 项 。 


aa 一 60 9 ao 一 2 ba, =a:_i, ai=2 

co =a 和 3a=2s a0=1, t=2 Qa, =nas_i1na,_,, do=1, a=1 
e)a, 一 CQ -1 十 CQ -3 ，ao 一 I，al 一 2，azz 一 0 

令 a, 三 2 十 5。3*，7 王 0，1，2， 

3a) 找 出 ao，aiy az，ai 和 at。 

b) 证 明 a; 三 5ai 一 6aw，as 王 5a 一 6ai 和 al 一 5cy 一 6ay 。 

c) 证 明 对 于 所 有 整数 ?之 2， 有 a, 二 54s-1 一 64,-:。 


序列 {a,} 是 递 推 关系 ww 三 8a, :一 16a=; 的 解 吗 ? 如果 
a)a; 一 0 b)a, =1 CC) a =2" d)a, =4" 
e)a ,一 174? Da,=2 。4" 十 37242 g)Q, 一 (一 4)” ha, =n 4 
证 明 序 列 {a.} 是 递 推 关 系 a, 二 a,_1 十 2a,-: 十 2n 一 9 的 解 ， 如 果 
a)a, 二 一 nn 十 2 ba,=5(—1)*—n+T2 
Ca = 1)"T2" 一 区 -2 d)a, 王 7。2" 一 7 十 2 
. 找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 
a)a, =3a;-1, Qa0=2 ba 一 -1 十 2，ao 三 3 
c)a, 一 Ci -1 十 2，ao 一 ] d)a, 王 C -1 十 272 十 3，ao 一 4 
e)w, 一 2 1 一 1，ao 王 1] f)ax ,一 3c， 十 1，ao 王 ] 
gan =Nnan-i, ao=D h)a, 一 2 ii，wo 一 ] 


. 假设 一 个 菌落 中 的 细菌 数量 每 小 时 按 3 倍增 长 。 


a) 为 经 过 小 时 后 的 细菌 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 


“bb) 如 果 开 始 时 菌落 中 有 100 个 细菌 ， 那 么 10 小 时 后 菌落 中 有 和 多少 细 菌 ? 


21., 


23. 


25. 


¥ 27, 


29. 


31. 


一 家 工厂 以 一 个 递增 速率 为 客户 定制 运动 汽车 。 第 一 个 月 仅 生 产 一 辆 车 ， 第 二 个 月 生产 两 辆 车 ， 等 
等 ,第 nn 个 月 生产 了 n 辆 车 。 

a) 为 该 厂家 前 n 个 月 生产 的 汽车 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 

b) 第 一 年 生产 了 多 少 辆 车 ? 

©) 为 该 厂家 前 n 个 月 生产 的 汽车 数量 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

有 一 笔 5000 美元 的 贷款 ， 年 利率 7%， 按 月 计 复 利 。 如果 每 月 还 款 100 美元 ， 请 找 出 & 个 月 后 欠 款 
账户 余额 B(k) 的 递 推 关 系 。[ 提 示 ; 用 BC 一 1) 来 表示 BC(k)， 月 利率 是 (0. 07/12)B(k 一 1)。] 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列表 开始 的 整数 序列 项 。 假定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 

a We Tr Ts We Oy Yn ly Te Os Wy Tn 

ls Do Br 3 Ms A Hy Bn Bn Ts Hy Bw 

Cle Vr De OF ds Oy Br Bn es Ws 

d)3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, ». 

人 

人 

g)2，16，54，128，250，432，686，…. 

esl 3 生生 ‘7%, 5041, 0 亿 


证 明 : 如 果 a, 表示 不 是 完全 平方 数 的 第 n 个 正 整 数 ， 则 (a, 二 n 十 {Yn }， 其 中 {z} 表 示 最 接近 于 实数 x 
的 整数 。 


下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 
a) > (k 二 1) b) > (~— 2 0) 233 d) > (2 — 27) 
下 列 几 何 级 数 的 项 之 和 是 多 少 ? 


8 5 B | 8 
a) >,3.2 b) >》,2; c) > (一 3) d) 92. (— 3) 
j=1 j=2 j=0 


/一 0 
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33. 计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 
2 3 2 史 3 2 2 3 
a) > Dy (i+D)) b) >》, >》,，(2i 十 37) 站 让 
tl j= i=0 j=0 i=1 j=0 i=0 j=1 
35; 证 明 2 Ca 一 大 一 Me 0 其 中 do» CC ”9 Ch 是 实数 序列 。 这 种 类 型 的 求 和 式 称 为 
和 迭 进 (telescoping) 。 
37. 对 恒等式 及 一 (k 一 1)’ = 二 2k 一 1 两 边 从 k= 二 1 到 上 =n 求 和 ， 并且 利用 练习 35 找 出 下 列 求 和 式 的 公式 。 
a) 1C2k 一 1) (前 nn 个 奇 自然 数 之 和 ) b) D1 
200 
39. 利用 表 2 求 >)。 
=100 
20 
41. 利用 表 2 求 >，k*(k 一 3)。 
43. 当 m 是 正 整 数 时 , 求 》， |WE | 的 公式 。 
k=0 
对 于 乘积 也 有 一 个 特殊 记号 。an，anfly，…，awn 的 乘积 可 表示 为 TI ， 读 作 wj 从 了 一 妈 到 了 一 妈 的 
乘积 。 
45. 下 列 乘 积 的 值 是 多 少 ? 
a) |] : b) [Ii ec) [| (一 1 d) [2 
ld i=5 一 i=1 
回顾 一 下 阶乘 浮 数 在 正 整 数 n 上 的 值 ( 记 作 n1) 是 从 1 到 n 的 正 整 数 的 乘积 。 另 外 规定 0! 王 1。 
47. 求 >771 。 
2.5 集合 的 基数 
2.5.1 引言 


2. 1 节 的 定义 4 把 有 一 个 有 限 集合 的 基数 定义 成 该 集合 中 的 元 素 个 数 。 有 限 集 合 的 基数 告 


诉 我 们 什么 时 候 两 个 有 限 集合 大 小 相同 ， 什 么 时 候 一 个 比 另 一 个 大 。 本 节 我 们 将 这 个 概念 扩展 
到 无 限 集合 ， 即 如 果 能 有 一 种 方法 来 衡量 无 限 集 的 相对 大 小 ， 我 们 就 能 定义 什么 是 两 个 无 限 集 
合 有 相同 的 基数 了 。 


我 们 最 有 兴趣 的 是 可 数 无 限 集 ， 就 是 和 正 整数 集合 具有 相同 基数 的 集合 。 我 们 会 证 明 一 个 


令 人 惊奇 的 结论 ， 即 有 理 数 集合 是 可 数 无 限 的 。 我 们 还 会 给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 ， 并 证 明 
实数 集 是 不 可 数 的 。 


本 节 讨 论 的 概念 在 计算 机 科学 中 有 非常 重要 的 应 用 。 一 个 函数 是 不 可 计算 的 ， 如 果 没 有 计 


算 机 程序 能 够 计算 它 的 所 有 值 ， 即 使 给 它 无 限 的 时 间 和 内 存 空间 。 我 们 将 用 本 节 的 概念 来 解释 
为 什么 不 可 计算 函数 是 存在 的 。 


我 们 现在 要 定义 什么 是 两 个 集合 具有 相同 的 大 小 或 基数 。2. 1 节 讨 论 了 有 限 集 的 基数 ， 并 


定义 了 这 样 的 集合 的 大 小 或 基数 。2. 3 节 的 练习 81 中 我 们 证 明了 : 任何 两 个 元 素 个 数 相同 的 
有 限 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 。 我 们 可 用 这 一 观察 将 基数 的 概念 推广 到 所 有 人 集合， 包括 有 限 集 





和 无 限 集 。 





对 于 无 限 集 ， 基 数 的 定义 提供 了 一 个 衡量 两 个 集合 相对 大 小 的 方法 ， 而 不 是 衡量 一 个 集合 


大 小 的 方法 。 我 们 还 可 以 定义 什么 叫 作 一 个 集合 的 基数 小 于 男 一 个 集合 的 基数 。 


基本 结构 : 全 合 、 函 数 、 原 列 、 求 和 与 竹 阵 人 








评注 在 定义 1 和 2 中 ， 我 们 引入 记号 |A| 三 |B| 和 |A| 二 1B| 来 表示 A 和 B 具有 相同 的 
基数 和 A 的 基数 小 于 B 的 基数 。 可 是 ， 当 AA 和 B 是 任意 的 无 限 集 时 ， 这 样 的 定义 并 没有 赋予 
1A| 和 |B | 不 同 的 含义 。 


2.5.2 可 数 集合 
现在 把 无 限 集 分 为 两 组 ， 一 组 与 日 然 数 集合 有 相同 的 基数 ， 另 一 组 具有 不 同 的 基数 。 





下 一 个 例子 解释 了 如 何 证 明 一 个 集合 是 可 数 的 ，。 
证 明正 奇数 集合 是 可 数 集 。 


解 ” 要 证 明正 奇数 集合 是 可 数 的 ， 就 要 给 出 这 个 集合 与 正 整 数 集合 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
考虑 从 Z’ 到 正 奇数 集合 的 函数 


fln) = 2n—1 
通过 证 明 f 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 来 证 明 f 是 一 一 对 应 的 。 要 想 知道 f 是 一 对 一 的 ， 假 定 
f(n)= 二 fl(m)。 于 是 2n 一 1 二 2m 一 1]， 所 以 n= 二 mm。 要 想 知 道 /是 映 上 的 ， 假 定 上 是 正 奇数 。 于 是 
t 比 一 个 偶数 2k 少 1， 其 中 有 是 自然 数 。 因 此 t=2k 一 1== f(k)。 图 1 显示 了 这 个 一 一 对 应 。 外 


时 国 直 二 和 


1 11 i Cs 1 9 
图 1 在 Z- 和正 奇 数 集合 之 间 的 一 一 对 应 


一 个 无 限 集 是 可 数 的 当 且 仅 当 可 以 把 集合 中 的 元 素 排 列 成 序列 (下 标 是 正 整数 )。 这 是 因为 
从 正 整 数 集合 到 集合 S 的 一 一 对 应 关系 了 可 以 用 序列 a， as，"，a,s，""“ 表 示 ， 其 中 wa = 
fl(1) yas = f(2), oo, a = fn), 

希 尔 伯 特大 饭店 我 们 现在 来 讲 一 个 悖 论 ， 它 证 明了 某 些 对 有 限 集 不 可 能 的 事情 对 无 限 集 unxs> 
变 得 可 能 了 。 著 名 数学 家 大 卫 ， 和 硕 尔 伯 特 发 明了 大 饭店 的 概念 ， 它 有 可 数 无 限 多 个 房间 ， 每 个 
房间 都 有 客人 。 当 一 个 客人 来 到 一 家 只 有 有 限 个 房间 的 饭店 ， 而 且 房 间 已 经 都 有 客人 时 ， 不 赶 
走 一 位 客人 是 容纳 不 下 新 来 的 客人 的 。 可 是 ， 在 大 饭店 我 们 总 是 能 够 容纳 一 位 新 客人 的 ， 即 使 
所 有 房间 已 都 住 了 客人 ， 证明 如 例 2 所 示 。 练 习 5 和 8 分别 要 求 你 证 明 在 大 饭店 住 满 的 情况 
下 ， 依 然 能 容纳 下 有 限 位 新 客人 和 可 数位 新 客人 。 


在 大 饭店 客 满 且 不 允许 赶 走 住 客 的 情况 下 ， 我 们 如 何 能 容纳 一 位 新 来 的 客人 ? 


解 ”因为 大 饭店 的 房间 是 可 数 的 ， 我 们 可 以 把 它们 排列 成 1 号 房间 、2 号 房间 、3 号 房间 
等 。 当 一 位 新 客人 到 来 时 ， 我 们 把 1 号 房间 的 客人 安排 到 2 号 房间 ， 把 2 号 房间 的 客人 安排 到 
3 号 房间 ， 更 一 般 地 ， 对 于 所 有 整数 n， 把 nn 号 房间 的 客人 安排 到 nn 十 1 号 房间 。 这 样 就 把 1 号 
房间 腾 出 来 了 ， 把 这 个 房间 分 配给 新 来 的 客人 ， 并 且 所 有 原先 的 客人 也 都 有 房间 。 这 种 场景 的 
解释 如 图 2 所 示 。 本 
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“ 住 1 号 房间 ， 其 
他 客人 往 后 退 
一 个 房间 。 





经 理 新 客人 
图 2 一 位 新 客人 到 达 希 尔 伯 特 大 饭店 


当 一 家 饭店 只 有 有 限 多 个 房间 时 ， 所 有 房间 客 满 的 概念 等 价 于 不 能 再 容纳 新 客人 的 概念 。 
可 是 ,注意 当 有 无 限 多 个 房间 时 这 种 等 价 关 系 就 不 再 成 立 了 ， 这 也 可 以 用 来 解释 希 尔 伯 特大 饭 
店 的 悖 论 了 。 

可 数 和 不 可 数 集合 的 例子 ”我 们 现在 证 明 某 些 数 的 集合 是 可 数 的 。 以 所 有 整数 的 集合 开 
始 。 注 意 我 们 可 以 通过 列举 其 元 素来 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

解 ” 我 们 可 用 序列 来 列 出 所 有 整数 ， 从 0 开头 ， 交 替 列 举 正 、 负 整数 : 0，1， 一 1，2， 
一 2,…。 或 者 ,我 们 也 可 以 在 正 整 数 集 与 整数 集 之 间 找 一 个 一 一 对 应 函数 。 了 函数 f(n) 当 nn 为 
偶数 时 取 值 n/2 而 当 n 为 奇数 时 取 值 一 (n 一 1)/2 就 是 这 样 的 一 个 函数 ,证 明 留 给 读者 完成 。 因 
此 ， 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 可 

奇数 集 与 整数 集 均 为 可 数 集合 并 不 奇怪 (如 例 1 和 例 3 所 示 )。 但 许多 人 对 于 有 理 数 集 也 是 
可 数 集合 的 结果 颇 为 惊讶 ， 如 例 4 所 示 。 

证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 

解 “ 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 这 似乎 令 人 惊讶 ， 但 下 面 将 证 明 如 何 把 正 有 理 数 排列 成 序列 
Tal wT a 9 i i 首先 ， 注意 每 个 正 有 理 数 都 是 两 个 正 整数 之 比 力 /g。 

我 们 可 以 这 样 来 排列 正 有 理 数 : 在 第 1 行列 出 分 母 g= 二 1 的 有 理 数 ,在 第 2 行列 出 分 母 
gq 二 2 的 有 理 数 ， 等 等 ， 如 图 3 所 示 。 

把 有 理 数 排列 成 序列 的 关键 是 : 沿 着 图 3 i 
所 示 的 路 线 ， 先 列 出 满足 p 十 gq 二 2 的 正 有 理 数 。 项 不 列 入 序 
PpP/q， 再 列 出 满足 p 十 gq 二 3 的 正 有 理 数 ， 然 后 ” 列 , 因为 前 
列 出 满足 p 十 q=4 的 正 有 理 数 ， 等 等 。 每 当 遇 。 型 已 经 出 现 
到 已 经 列 出 过 的 数 /eg 时 ， 就 不 再 次 列 出 了 。 
例如 ， 当 遇 到 2/2=1 时 就 不 列 出 了 ， 因 为 已 经 
列 出 过 1/1 二 1。 这 样 构造 的 正 有 理 数 序 列 的 初 
始 项 是 二 ,了 Y23) 2 37 TTA83 lay 3, 92, 
4，5， 等 等 。 这 些 数 在 图 3 中 都 加 了 圆圈 ， 序 
列 中 没有 圆圈 的 数 是 那些 被 噜 除 的 ， 因 为 它们 
已 经 在 序列 中 了 。 由 于 所 有 有 理 数 都 只 列 出 一 


次 ， 读者 可 以 验证 它 ， 所 以 我 们 证 明了 正 有 理 
数 集合 是 可 数 的 。 4 图 3 正 有 理 数 是 可 数 的 
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2.5.3 不 可 数 集合 

我 们 已 经 看 到 有 理 数 集 也 是 可 数 集合 。 那 么 是 否 有 可 能 的 不 可 数 集合 呢 ? 首先 考虑 的 集合 
是 实数 集 。 在 例 5 中 我 们 使 用 一 种 很 重要 的 由 乔治 ， 康 托 尔 于 1879 年 引入 的 证 明 方 法 ， 即 所 
谓 的 康 托 尔 对 角 线 法 ， 来 证 明 实 数 集合 是 不 可 数 的 。 在 数理 逻辑 和 计算 理论 中 大 量 地 使 用 这 个 
证 明 方 法 。 

证 明 实数 集合 是 不 可 数 集 合 。 

解 ” 要 证 明 实数 集合 是 不 可 数 的 ， 我 们 假定 实数 集合 是 可 数 的 ， 然 后 试图 导出 一 个 矛盾 。 
于 是 ， 所 有 落 在 0 和 1 之 间 的 实数 所 构成 的 子 集 也 是 可 数 的 (因为 可 数 集合 的 任意 子 集合 都 是 
可 数 的 ， Se 16)。 在 此 假设 下 , 在 0 和 1 之 间 的 实数 可 以 按照 某 种 顺序 列 出 ， 比 如 说 x， 
Pas Fay A 

= 0. dddn du 
r; = 0. dyad» dn da 
疡 一 0. dad dys dy 
r= 0. dudwuduwdu* 


其 中 d; E10，1，2，3,， 4,，5，6，7，8，9}。( 例 如 ， 如 果 7i 二 0.237 941 02…， 就 有 dui 二 2， 
di 二 3，dws 二 7， 等 等 ,) 于 是 ， 构 造 新 的 实数 具有 十 进 制 展 开 式 + 二 0. did;d;d,…， 其 中 十 进 制 
数字 由 下 列 规则 确定 : 
4 如 果 d; 关 4 
5 如 果 d; = 二 4 
(例如 ,假定 7 二 0. 237 941 02…,， r= 二 0. 445 901 38:…, rz; 二 0.091 187 64*…, zx, 二 0. 805 539 00…'， 
等 等 。 于 是 ， 就 有 r= 二 0. did,dsd,… 二 0.4544…， 其 中 因为 & 和 关 4， 所 以 双 王 4 因为 d,s 二 4， 所 
以 d;, = 二 5; 因为 ds 了 关 4， 所 以 d;= 二 4; 因为 d, 关 4， 所 以 d, = 二 4; 等 等 。) 
每 个 实数 都 有 唯一 的 十 进 制 展开 式 ( 排 除 结尾 全 部 由 数字 9 组 成 的 展开 式 的 可 能 性 )。 所 
以 ， 实 数 r 不 等 于 ri ，r;，… 中 的 任何 一 个 ， 因 为 对 每 个 i 来 说 ,，r 的 十 进 制 展 开 式 与 7; 的 十 
进 制 展开 式 在 小 数 点 右边 第 ; 位 是 不 同 的 。 
由 于 存在 不 在 列表 中 的 0 和 1 之 间 的 实数 r， 所 以 假设 可 以 列 出 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 就 必 
定 为 假 。 所 以 , 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 不 能 一 一 列 出 ， 因 此 在 0 和 1 之 间 的 实数 集合 是 不 可 数 的 。 
任何 含有 不 可 数 子 集合 的 集合 都 是 不 可 数 的 (参见 练习 15)。 因 此 ， 实 数 集 合 是 不 可 数 的 。 忆 
有 关 基 数 的 结果 我 们 现在 讨论 一 些 有 关 集 合 基数 的 结果 。 首 先 ， 证 明 两 个 可 数 集合 的 并 
a a 


Es ~ Me | A i 和 pe 售 人 = 
BI 和 B 是 可 数 集合 ， 则 有 AUB 也 是 可 数 集合 5。。 


A FE Si Fa | pei PR es dd :ea 


证 明 假定 A 和 B 是 可 数 集合 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 A 和 B 是 不 相交 的 (如 果 它 
们 不 是 不 相交 的 ， 就 可 以 用 B 一 A 来 代替 BB， 因 为 AM(B 一 A) 二 名 并 且 AU(B 一 A) 二 AUB.) 
再 者 ， 不 失 一 般 性 ， 如 果 两 个 集合 之 一 是 可 数 无 限 的 而 另 一 个 是 有 限 的 ， 则 我 们 可 以 假设 已 是 
那个 有 限 集合 。 

有 三 种 情形 需要 考虑 : (DA 和 B 均 为 有 限 的 ; (i)A 是 无 限 的 而 B 是 有 限 的 ; (iii)A 和 8B 
均 为 可 数 无 限 的 。 

情形 (D : 注意 当 A 和 B 均 为 有 限 的 时 ，AUB 也 是 有 限 的 ， 因 此 是 可 数 的 。 

情形 (ii): 因为 A 是 可 数 无 限 的 ， 所 以 它 的 元 素 就 可 以 排列 成 一 个 无 限 序列 a,，a;， 
a3，"…，a,，“"“ 同 时 因为 B 是 有 限 的 ， 所 以 其 元 素 可 以 排列 成 bl, bss bs, **, b,, m 是 某 个 
正 整数 。 我 们 可 以 把 AU B 的 元 素 排 列 成 6 ， 6b, bb a a dass, adn, ***o 这 意 
味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 


d 一 
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情形 (ii): 因为 A 和 B 均 为 可 数 无 限 的 ， 可 以 分 别 把 它们 的 元 素 排 列 成 al，a;，as，… 
Ge By ey Bs 通过 交替 这 两 个 序列 的 项 ， 我 们 就 可 以 把 AUB 的 元 素 排列 z 
成 无 限 序列 Qi Dy tis Bon- Gy Os es Gi Oy, “i 这 意味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 

至 此 完成 了 证 明 ， 因 为 已 经 证 明 在 所 有 三 种 情形 下 AUB 都 是 可 数 的 。 4 

区 和 人 





Per 诉 以 我 们 可 能 答 期 训 世 有 并 一 个 简单 的 证 明 ， 家 
实 并 非 如 此 。 因 为 当 你 有 一 个 从 A 到 B 的 单 射 函 数 时 ， 它 不 一 定 是 上映 上 的 ， 而 另 一 个 从 B 到 
A 的 单 射 函数 也 不 一 定 是 映 上 的 ， 没 有 显而易见 的 方法 来 构造 一 个 从 A 到 B 的 双 射 函数 。 再 
者 ， 即 使 可 以 不 用 高 等 数学 来 证 明 它 ， 但 已 知 的 证 明 都 相当 微妙 而 曲折 ， 不 容易 解释 清楚 。 其 
中 一 个 证 明 的 展开 参见 练习 41， 要 求 读者 来 完成 细节 部 分 。 有 兴趣 的 读者 可 以 在 LAiZiHo09 
和 [LVe06 | 中 找到 证 明 。 这 个 结论 称 为 Schr6der-Bernstein 定理 ， 因 为 Ernst Schroder 在 1898 年 
发 表 了 一 个 有 缺陷 的 证 明 ， 而 康 托 尔 的 学 生 Felix Bernstein 在 1897 年 给 出 了 一 个 证 明 。 可 是 ， 
在 Richard Dedekind 的 1887 年 的 笔记 中 也 发 现 了 该 定理 的 一 个 证 明 。Dedekind 是 一 位 德国 数 
学 家 ， 他 在 数学 基础 、 抽 象 代数 和 数论 方面 做 出 了 重要 贡献 。 

下 面 用 一 个 例子 来 解释 定理 2 的 应 用 。 
久 罗 证 明 | (0, 1)|= 二 | (0,1]1|。 

解 ” 如 何 寻 找 一 个 (0，1) 和 (0，1j 之 间 的 一 一 对 应 来 证 明 | (0，1) | = | (0，1] | 完全 不 
是 显而易见 的 事 。 和 幸运 的 是 ， 可 以 采用 Schr6der-Bernstein 定理 。 寻 找 一 个 (0，1) 到 (0，1 的 
一 对 一 函数 是 很 简单 的 。 因 为 (0，1)C(CO，1]， 所 以 f(x)==xz 就 是 一 个 (0，1) 到 (0，1] 的 一 对 
一 洒 数 。 录 找 一 个 (0，1J 到 (0，1) 的 一 对 一 函数 也 不 难 。 函 数 g(x) 二 x/2 显然 是 一 对 一 的 且 将 
(0，1j] 映 射 到 (0，1/2]C(C(0，1)。 由 于 找到 了 从 (0，1) 到 (0，1] 和 从 (0，1] 到 (0，1) 的 一 对 一 
函数 ， 所 以 Schroder-Bernstein 定理 告诉 我 们 | (0, 1)|= 二 | (0,1]|。， | 

不 可 计算 函数 ”我们 现在 来 描述 本 节 中 的 概念 在 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 应 用 。 特 别 是 ， 
Gado de hii had a hicte 








要 证 明 存 在 不 可 计算 函数 ， 我 们 需要 建立 两 个 结果 。 首 先 要 证 明 用 任何 编程 语言 写 的 计算 
机 程序 的 集合 是 可 数 的 。 注 意 用 一 种 特定 语言 编写 的 一 个 计算 机 程序 可 以 看 作 由 有 限 的 字母 表 
构造 的 字符 串 就 可 以 证 明 该 结论 (参见 练习 37)。 接 下 来 ， 我们 证 明 从 一 个 特定 的 可 数 无 限 集 
到 自身 的 函数 有 不 可 数 无 限 多 个 。 特 别 是 ， 练 习 38 证 明了 从 正 整 数 到 自身 的 函数 集合 是 不 可 
数 的 。 这 是 0 一 1 之 间 实 数 集 的 不 可 数 性 (参见 例 5) 的 一 个 推论 。 结 合 这 两 个 结果 (参见 练习 
39) 可 以 证 明 存 在 不 可 计算 函数 。 

连续 统 假设 ”我 们 简单 讨论 一 下 有 关 基 数 的 一 个 著名 的 开放 问题 以 作为 本 节 的 结束 。 可 以 
证 明 Z-” 的 寡 集 和 实数 集 R 具有 相同 的 基数 (参见 练习 38)。 换 言 之 ， 我 们 知道 | P(Z*) | 三 
| RI ==c， 这 里 cc 表示 实数 集 的 基数 ，。 

康 托 尔 的 一 个 重要 定理 (参见 练习 40) 表 明 一 个 集合 的 基数 总 是 小 于 其 寡 集 的 基数 。 故 有 
[1 太 1 和 坟 |1PGZ )|。 我 们 将 这 个 结论 重 写 为 NN。 志 2*' ， 这 里 用 记号 2 表示 集合 S 的 寡 集 
的 基数 。 还 有 ， 注 意 关 系 | P(Z*+) | = | R | 可 以 表示 为 2% 一 c。 

这 就 导致 了 著名 的 连续 统 假设 (contimuun hypothesis) ， 它 阐述 了 不 存在 介 于 兴 ，。 和 之 间 
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的 基数 XX。 换 言 之 ， 连 续 统 假设 说 明了 不 存在 集合 A 使 得 正 整数 集合 的 基数 兴 , 小 于 |1A |， 
而 | A | 又 小 于 实数 集 的 基数 <。 可 以 证 明 最 小 的 无 限 基数 形成 一 个 无 限 序列 只, 二 1 二 ,二 
… 。 如 果 我 们 假定 连续 统 假设 为 真 ， 就 可 以 得 出 结论 c 二 兴 !， 故 有 2 二 31。 

连续 统 假设 是 由 康 托 尔 在 1877 年 提出 的 。 他 努力 尝试 证 明之 而 未 果 ， 因 而 变 得 非常 租 丧 。 
到 了 1900 年 ， 解 决 连续 统 假设 被 认为 是 数学 中 最 重要 的 悬而未决 的 问题 。 这 是 被 大 卫 ， 和 布尔 
伯 特 (David Hilbert) 列 入 他 著名 的 1900 年 数学 开放 问题 的 第 一 个 问题 。 

连续 统 假设 依然 是 一 个 开放 问题 ， 还 是 一 个 活跃 的 研究 领域 。 可 是 , 已 经 证 明了 在 现代 数 
学 的 标准 集合 论 公 理 ( 即 Zermelo-Fraenkel 公理 ) 下 ， 该 假设 既 不 能 被 证 明 也 不 能 被 反 驱 。 
Zermelo-Fraenkel 公理 的 制定 是 为 了 避免 朴素 集合 论 的 悖 论 ， 如 罗素 悖 论 ， 但 是 是 否 应 该 用 其 
他 的 一 组 集合 论 公 理 来 替代 还 是 有 很 大 争议 。 


奇数 编号 练习 

1. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 
该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 
a) 负 整数 b) 侦 数 c) 小 于 100 的 整数 
d)0 和 1/2 之 间 的 实数 e) 小 于 1000 000 000 的 正 整数 f)7 的 整 倍数 

3. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 
一 一 对 应 。 
a) 不 包含 比特 0 的 全 部 比特 上 串 
b) 不 能 写成 分 母 不 小 于 4 的 全 部 正 有 理 数 
c) 十 进 制 表示 中 不 包含 0 的 实数 
d) 十 进 制 表示 中 仅 包 含有 限 个 1 的 实数 

5. 证 明 一 群 有 限 的 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 。 

7. 假设 希 伯 尔 特大 饭店 在 某 一 天 客 满 了 ， 饭 店 准 备 扩展 到 同样 具有 可 数 无 限 个 房间 的 第 二 幢 楼 。 证 明 现 
有 的 客人 可 以 散 开 填充 满 饭店 两 幢 楼 的 每 个 房间 ，。 

* 9. 假设 有 可 数 无 限 辆 巴士 ， 每 辆 载 有 可 数 无 限 多 位 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 。 证 明 在 不 赶 走 客人 
的 情况 下 所 有 达到 的 客人 都 可 以 住 进 希 尔 伯 特 大 饭店 。 

11. 给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 门 B 是 
a) 有 限 的 b) 可 数 无 限 的 ©) 不 可 数 的 

13. 试 解释 为 什么 集合 A 是 可 数 的 当 且 仅 当 14A| 科 |1Z” |。 

315, 证 明 如 果 A 和 B 是 集合 ，A 是 不 可 数 的 ,并且 ACSB， 则 B 是 不 可 数 的 。 

17, 如 果 A 是 不 可 数 集合 而 B 是 可 数 集 合 ， 那 么 A 一 B 一定 是 不 可 数 的 吗 ? 

19, 证 明 如 果 A、B、C 和 D 是 集合 且 |A|1|=1B| 和 |1C|l|= 二 1D|, 则 | AXC|=| BXD|。， 

21. 证 明 如 果 A、B 和 C 是 集合 使 得 |A| 三 1B8B|1| 和 |1B| 三 1C1, 则 |Al 志 1cC|， 

23. 证 明 如 果 A 是 一 个 无 限 集合 ， 则 它 包 含 可 数 无 限 子 集 。 

25. 证 明 如 果 有 可 能 用 (具有 有 限 个 字符 的 ) 键 盘 字 符 的 有 限 串 来 标记 一 个 无 限 集 S 的 每 个 元 素 ， 且 $ 中 
没有 两 个 元 素 具 有 相同 的 标记 ， 则 S 是 可 数 无 限 集 。 

* 27. 证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 的 。 

* 29. 证 明 所 有 有 限 比 特 串 的 集合 是 可 数 的 。 

* 31. 通过 证 明 多 项 式 函 数 f: ZZ XZ 一 ZT ，F，2) 王 (十 2 一 2)(2 十 2 一 1)7/2 十 Ma 是 一 对 一 和 上映 上 的 
来 证 明 Z* XZ+ 是 可 数 集 。 

33. 利用 Schr6oder- Bernstein 定理 证 明 (0，1) 和 L0，1j 具 有 相同 的 基数 。 

35, 证 明 不 存在 从 正 整数 集合 到 正 整数 集合 的 寡 集 的 一 一 对 应 。[ 提 示 : 假设 存在 这 样 的 一 一 对 应 。 将 正 
整数 集 的 一 个 子 集 表示 为 一 个 无 限 比 特 串 ， 其 中 第 i 位 为 1 如 果 i 属 于 该 子 集 ， 否 则 为 0。 假设 你 能 
将 这 些 无 限 比 特 串 排 成 正 整数 下 标的 序列 。 构 造 一 个 新 的 比特 串 ， 其 第 i 位 等 于 序列 中 第 i 个 比特 串 
的 第 i 位 的 补 。 证 明 这 个 新 比特 串 不 可 能 出 现在 该 序列 中 ,J] 

* 37. 证 明 用 特定 编程 语言 编写 的 所 有 计算 机 程序 的 集合 是 可 数 的 。[ 提 示 ; 可 以 认为 用 编程 语言 编写 的 一 
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个 计算 机 程序 是 有 限 字 母 表 上 的 一 个 符号 串 。] 
* 39. 一 个 函数 是 可 计算 的 (computable) 如 果 存 在 一 个 计算 机 程序 能 够 计算 函数 的 值 。 用 练习 27 和 38 证 明 
存在 不 可 计算 的 函数 。 
* 41. 在 这 个 练习 中 ， 我 们 将 证 明 SchraderBernstein 定理 。 假 设 A 和 B 是 集合 , 且 满 足 |A| 三 |B| 和 |B| 志 

1A4| 。 这 意味 着 存在 单 射 函数 f/; A 一 B 和 g; B->A。 为 了 证 明定 理 ， 我们 必须 证 明 存 在 双 射 函数 h， 

A 一 B， 这 蕴含 7 |A|==|B 

为 了 构建 h， 我 们 构造 一 个 a€ A 的 元 素 链 。 这 个 链 包 含 元 素 a,， f(a), g(f(a)), f(g(f(a)))， 

g(f(g(f(a))))，…。 也 可 以 包含 更 多 4&a 之 前 的 元 素 ， 从 而 反 向 扩展 该 链 。 因 此 ， 如 果 存 在 bE B 使 得 

8(b) 二 a， 则 5 就 是 该 链 中 紧 挨 着 a 前面 的 项 。 因 为 g 可 能 不 是 满 射 ， 可 能 不 存在 这 样 的 6p， 所 以 a 就 是 

该 链 的 第 一 个 元 素 。 如 果 这 样 的 5 存在 ， 由 于 g 是 单 射 ， 它 就 是 B 中 唯一 的 元 素 ， 能 通过 g 映射 到 a; 

我 们 把 它 记 作 g "(a) (注意 ， 这 里 定义 g !'! 是 B 到 A 的 部 分 函数 )。 我 们 可 以 以 同样 的 方式 尽 可 能 反 向 

扩展 该 链 ， 即 加 上 f(g (a)),，g (f(g Ga))，…。 为 了 构造 证 明 ， 需 要 完成 下 列 五 个 步 又。 

a) 证 明 A 或 B 的 每 个 元 素 只 属于 一 个 链 。 

b) 证 明 存在 四 类 链 ， (第 一 类 ) 构 成 循环 的 链 ， 从 每 个 元 素 出 发 沿 着 链 往 前 ， 最 终 还 会 回 到 这 个 元 素 ; (第 
二 类 ) 反 向 扩展 时 不 会 终止 ; (第 三 类 ) 反 向 扩展 时 终止 于 集合 A; (第 四 类 ) 反 向 扩展 时 终止 于 集合 B。 

c) 现 在 定义 函数 hh: A 一 B。 当 4a 属于 第 一 、 二 、 三 类 链 时 , 设 h(a)== Fa)。 当 a 属于 第 四 类 链 时 ， 
证 明 我 们 能 定义 h(a)， 且 h(a) 二 g-'(a)。 在 下 面 两 个 小 题 中 ,我 们 将 证 明 这 个 函数 是 从 A 到 B 的 
双 射 函数 ， 以 此 作为 定理 的 证 明 。 

d) 证 明天 是 一 对 一 的 (可 以 与 第 一 、 二 、 三 类 链 一 起 考虑 ， 第 四 类 链 单独 证 明 ) 。 

e) 证 明 刀 是 映 上 的 (可 以 与 第 一 、 二 、 三 类 链 一 起 考虑 ， 第 四 类 链 单独 证 明 ) 。 


2.6 矩阵 


2.6.1 引 盲 ° 


离散 数学 中 用 矩阵 表示 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 在 随后 的 章节 中 ， 和 矩阵 将 用 于 各 种 不 同 的 
建 模 中 。 例 如 ， 和 矩阵 可 以 用 在 通信 网 络 和 交通 运输 系统 的 模型 中 。 许 多 算法 都 是 用 和 矩阵 模型 开 
发 的 。 本 节 回顾 这 些 算法 中 会 用 到 的 矩阵 算术 运算 。 


et 














是 一 个 38X2 和 矩阵 。 
: 


现在 介绍 一 些 和 矩阵 术语 。 黑 斜体 大 写字 母 用 来 表示 矩阵 。 


阳 
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2.6.2 和 矩阵 算术 
现在 介绍 矩阵 算术 的 基本 运算 ， 首 先是 矩阵 加 法 的 定义 。 





和 


相同 大 小 的 两 个 矩阵 的 和 是 将 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 得 到 的 。 不 同 大 小 的 抢 隆 不 能 相 
加 ， 因 为 两 个 矩阵 在 某 些 位 置 上 不 一 定 都 有 值 。 





好 我 们 有 
人 三 二 ”用 二 一 曙 
8 = 4 
和 5 2 


现在 讨论 和 矩阵 乘积 。 两 个 矩阵 的 弱 积 只 有 在 第 一 个 和 矩阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 相等 时 
才 有 定义 。 








”在 图 1 中 ,4 的 灰色 行 和 B 的 灰色 列 用 于 计算 AB 的 元 素 c, 。 当 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 
个 矩阵 的 行 数 不 相 等 时 两 个 矩阵 的 乘积 无 定义 ， 





1 A 二 [a; ] 和 B==[b; 之 乘积 


现在 举 几 个 矩阵 乘积 的 例子 。 
GB 全 
4 
| 
-| 
国运 ==|1 “1 
: a 
9 12 
求 AB( 如 果 有 定义 )。 


解 ” 因 为 A 是 4X3 和 矩阵 而 B 是 3X2 矩阵， 所 以 A 和 B 的 乘积 有 定义 且 是 4X2 和 矩阵。 要 
计算 4B 的 元 素 ， 首先 把 4 的 行 和 B 的 列 的 对 应 元 素 相 乘 ， 然 后 再 把 这 些 乘积 加 起 来 。 例 如 ， 
AB 的 (3，1) 位 置 的 元 素 是 4 的 第 三 行 和 B 的 第 一 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 ， 即 3。 2 十 1. 1 十 
0。3 王 7。 计 算出 AB 的 所 有 元 素 后 ， 得 到 


AB = 
13 


oo 和 co 中 
DO 


Extrzy 
Ewindes. 
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虽然 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 很 容易 利用 实数 加 法 和 乘法 的 结合 律 来 证 明 ， 但 是 ， 和 矩阵 乘法 
不 是 可 交换 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 A 和 B 为 矩阵 ，4B 和 BA 不 一 定 相 同 。 事 实 上 可 能 这 两 个 乘 
积 中 只 有 一 个 有 定义 。 例 如 如 果 和 4 是 2X3 算 了 泗 ，B 是 3X4 和 矩阵 ， 那 么 4B 有 定义 且 是 2X4 算 
阵 ; BA 没有 定义 ， 因 为 3X4 和 矩阵 和 2X3 和 矩阵 无 法 相 乘 。 

一 般 来 说 ， 假 定 双 是 X7 和 矩阵 ， 吕 是 >Xs 和 矩阵 。 则 具有 当 ”一 > 时 48 才 有 定义 ， 当 * 王 
m 时 BA 才 有 定义 。 不 仅 如 此 ， 即 使 AB 和 BA 均 有 定义 ， 也 不 一 定 具 有 同样 大 小 除非 允 =7 一 
r 一 5S。 因 此 ， 如 果 4B 和 BA 均 有 定义 且 有 相同 大 小 ， 则 A 和 B 必定 是 方 阵 且 具 有 同样 大 小 。 
再 者 ， 即 使 A 和 B 均 为 nXn 和 矩阵 ，AB 和 BA 也 不 一 定 会 相等 ， 如 例 4 所 示 。 


是 否 有 AB= BA? 
解 ” 经 计算 得 


所 以 ， AB 关 BA. | 


2.6.3 和 矩阵 的 转 置 和 客 
现在 引入 一 个 元 素 为 0 和 1 的 重要 矩阵 。 











合适 的 单位 阵 不 会 改变 该 矩阵 。 换 





一 个 和 矩阵 乘 以 一 个 大 小 之 , ' 当 丸 是 二 个 加 Xn 矩阵 


时 ， 有 





AI,=1,A=A 
A, = 4 = AAA.…A 
A 
lr 个 相 乘 ) 


有 些 场合 中 需要 有 交换 一 个 方 阵 的 行 和 列 的 运算 。 





pa : 1 4 
GB 年 牧 |。 。 。| 的 转 置 是 夭 阵 |2 5|。 4 


本 50 
6 


有 一 类 很 重要 的 矩阵 在 交换 行 和 列 之 后 依然 保持 不 变 。 
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注意 一 个 矩阵 是 对 称 的 当 且 仅 当 它 是 方 阵 且 相对 于 主 对 角 线 (对 所 有 i， 由 第 i1 行 第 i 列 的 
元 素 组 成 ) 是 对 称 的 。 这 一 对 称 性 如 图 2 所 示 。 
9 et ] 
和 矩阵 |1 0 1| 是 对 称 的 。 本 
a 


2.6.4 0-1 和 矩阵 
所 有 元 素 非 0 即 1 的 矩阵 称 为 0-1 和 矩阵 。0-1 矩阵 经 常用 来 表示 各 种 国富 二 各 烛 克 
离散 结构 ， 在 第 5 章 和 第 6 章 将 会 看 到 。 使 用 这 些 结 构 的 算法 是 基于 
0-1 和 矩阵 的 布尔 算术 运算 。 该 算术 运算 基于 布尔 运算 信和 VY ， 作 用 在 成 对 的 比特 上 上， 定义 如 下 : 
1 ， 戎 果 页 三 下 = 一] 





b b;, = 
A 0 否则 
1 如 果 本 二 1 或 者 刀 二 1 
b, BW = 
站 0 否则 








已 可》 求 0- 1 矩阵 的 并 和 交 。 


1] 0 1 0 1 0 
站 二 ，B= 
dQ 9 1 1 0 
解 A 和 B 的 并 是 
PT oOV1l 1V0_frl 
OGYV1 i111 YM 1 二 -6 
A4 和 B 的 交 是 
AAB=[:^° OAl 1A0]_ro 0 1 4 
OAl 1Al1 0OAD 0 1 0 


现在 定义 两 个 矩阵 的 布尔 积 。 


ee 全 






et 


注意 A 和 B 的 布尔 积 的 计算 方法 类 似 于 这 两 个 矩阵 的 普通 乘积 ,但 要 用 运算 V 代替 加 法 ， 
用 运算 入 代替 乘法 。 下 面 给 出 一 个 和 矩阵 布尔 乘法 的 例子 。 

求 4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 
1 0 
0 


了 一 B= 


1 
0 1 1 
解 A 和 B 的 布尔 积 AEB 由 下 式 给 出 : 
CAIDV tO AO (TIARARDYOAD HAROY (GAD 
A©B= |(0 人 Al)V(GIAO) (ADVOAl) (OAOVCGADL) 
(IAIYY AD TADVOAND TADY WA 
1V0 1V0 0VYVo0 1 1 0 
=|0V0O OV1 0OVII=|lI0 1 1 > 
V0 1V0 OVD0 1 0 


我 们 还 可 以 定义 0-1 方 阵 的 布尔 医 。 这 些 医 将 用 于 以 后 研究 图 论 中 的 路 径 ， 它 通常 用 来 为 
诸如 计算 机 网 络 中 通信 路 模型 。 








+ | 
0 | 。 对 所 有 正 整 数 n 求 4”"。 
0 


1 1 0 
"04 | 0 :| 
OWI 

还 可 以 计算 得 出 


二 /利和 |， 1 i 
AD] 二 A' OA | 1 | Ar’] Ar] ©A 一 [ 0 :| 
1 


1 二 


让， 
A = |1 1 :| 
E> 


读者 现在 可 以 看 出 对 所 有 正 整 数 n, n 宝 5， 有 A" 一 A”，。 4 





解 ” 计算 可 得 


进一步 的 计算 表明 


a)A 的 尺寸 是 什么 ? 
b)A 的 第 3 列 是 什么 ? 
c)A 的 第 2 行 是 什么 ? 
d)A 在 (3，2) 位 置 上 的 元 素 是 什么 ? 
e)A' 是 什么 ? 
3. 求 4B， 如 果 


on 
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7. 令 A 为 mXn 和 矩阵 ，0 为 元 素 全 为 0 的 mXn 和 矩阵 。 证 明 A 二 0 十 A 二 A 十 0。 

9. 证 明和 矩阵 加 法 是 可 结合 的 ， 即 证 明 如 果 A、B 和 C 均 为 mx Xn 矩阵， 则 A 十 (B 十 C0) 二 (4 十 B) 十 C。 

11. 如 果 乘 积 4B 和 BA 均 有 定义 ， 关 于 矩阵 和 A 和 B 的 尺寸 能 知道 些 什 么 ? 

13. 本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 的 结合 律 。 假定 A 是 mXp 和 矩阵 ，B 是 pXk 和 矩阵 ，C 是 kXn 矩阵。 证 明 
A(BO)= (AB)C., 


1 1 
15. eslk 找 出 计算 A" 的 公式 ， 其 中 为 正 整 数 。 


17. 令 4 和 了 为 两 个 区 X7 和 矩阵 。 证 明 
a)(4 十 如 )T 一 AT 十 BT 
b)(4B)T 一 吾 TAT 
如 果 和 及 和 B 是 nXn 矩 阵 且 AB 二 BA 二 I,， 则 BB 称 为 是 A 的 逆 ( 这 一 术语 是 合适 的 ， 因 为 这 样 的 如 是 唯一 
的 ) 而 如 称 为 是 可 谤 的 。 记 号 B 二 A ' 表 示 昌 是 A 的 逆 ，。 
19. 令 4 为 2X2 和 矩阵 ， 4=| 赔 | 
标 
old Se A 
证 明 如 果 ad 一 bc 了 关 0,， 则 4 和 4 '= a By ge De ; 
nt a 
d—te ad— be 
21. 令 4 为 可 逆 和 矩阵 。 证 明 当 关 是 正 整 数 时 就 有 (4") != 二 (4 ')"，。 
23. 假设 A 是 nXn 和 矩阵 ， 其 中 是 正 整 数 。 证 明 4 十 45 是 对 称 的 。 
25. 用 练习 18 和 24 解 方程 组 





一 村 十 5x3 — 3X3 一 一 3 


元 | 一 二 十 2 =0 


| 一 8zz 十 5xzsg 三 5 


3 v0. "1 1 
"tal oa ola 
"0 io 1 
a)AVB bj)AM\B AOB 
1 0 0 
4 
0 lf 
a) A b)Ar! c)4AVAEI VAG] 
31. 本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 交换 的 ,。 令 A 和 B 为 mXn 阶 0-1 短 阵 。 证明 
a)AVB=BVA bj)BAA=AAMB 


33. 本 题 建立 交 对 并 运算 的 分 配 律 。 令 A、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 答 了 泗 。 证 明 
a)AV (BAO=(AVB)A(AVO) 
b)AM(BVO=(AANMB)V (AANC) 

35. 本 题 证 明 0-1 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。 假 定 A 是 mXp 阶 0-1 和 矩阵 ，B 是 pXk 阶 0-1 和 矩阵 ，C 是 
kXn 阶 0-1 和 矩阵。 证明 A© (BO)=(4©@B) OC., 


ES 


第 3 草 


Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


计数 








组 合 数学 这 一 研究 个 体 安 排 的 学 科 ， 是 离散 数学 的 重要 部 分 。 早 在 17 世纪 就 开始 了 这 类 
课题 的 研究 ， 当 时 在 赌博 游戏 的 研究 中 出 现 了 组 合 问题 。 枚 举 一 一 具有 确定 性 质 的 个 体 的 计 
数 ， 是 组 合 数学 的 一 个 重要 部 分 。 我 们 必须 对 个 体 计数 以 求解 许多 不 同类 型 的 问题 。 例 如 ， 用 
计数 确定 算法 的 复杂 性 。 计 数 也 用 于 确定 是 否 存 在 着 能 够 充分 满足 需求 的 电话 号 码 或 因特网 地 
址 。 近 年 来 ， 它 在 数学 生物 学 ， 特 别 是 DNA 测序 研究 中 发 挥 着 重要 人 作用。 此外， 计数 技术 也 
广泛 用 于 计算 事件 的 概率 。 

3. 1 节 将 要 研究 的 基本 计数 规则 可 以 求解 各 种 各 样 的 问题 。 例 如 ， 可 以 用 这 些 规则 来 计数 
美国 各 种 可 能 的 电话 号 码 ， 计 算 机 系统 中 允许 使 用 的 密码 ， 以 及 比赛 结束 时 赛跑 运动 员 的 名 
次 。 另 一 个 重要 的 组 合 工具 是 铝 梨 原理 ， 将 在 3. 2 节 研 究 。 这 个 原理 指出 ， 当 把 物体 放 在 盒子 
里 时 ， 若 物体 比 盒子 多 ， 那 么 有 一 个 盒子 至 少 包含 两 个 物体 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 这 个 原理 证 明 
在 15 个 或 者 更 多 的 学 生 中 至 少 有 3 人 出 生 在 相同 的 星期 几 。 

我 们 可 以 用 集合 中 个 体 可 重复 或 者 不 可 重复 的 有 序 或 无 序 安排 来 描述 许多 计数 问题 。 这 些 
安排 称 为 排列 和 组 合 ， 在 许多 计数 问题 中 都 会 用 到 它们 。 例 如 ， 在 2000 个 学 生 参 加 的 考试 竞 
赛 中 最 终 将 有 100 个 获胜 者 被 邀请 赴 宴 。 我 们 可 以 枚 举 将 被 邀请 的 100 个 学 生 的 可 能 的 组 合 ， 
以 及 最 终 10 名 获奖 者 的 产生 方式 。 

组 合 数学 的 另 一 个 问题 涉及 生成 某 个 特定 类 型 的 所 有 排列 。 这 在 计算 机 模拟 中 通常 是 很 重 
要 的 。 我 们 将 设计 算法 来 生成 各 种 类 型 的 排列 。 


3. 1 计数 的 基础 


3.1.1 引言 

假设 计算 机 系统 的 密码 由 6、7 或 8 个 字符 组 成 ， 每 个 字符 必须 是 数字 或 字母 表 中 的 字母 ， 
每 个 密码 必须 至 少 包含 一 位 数字 。 问 有 多 少 个 这 样 的 密码 ?本 节 将 介绍 回答 这 个 问题 及 各 种 其 
他 计数 问题 所 需要 的 技术 。 

数学 和 计算 机 科学 中 存在 着 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 必须 为 成 功 的 实验 结果 和 所 有 可 能 的 实 
验 结果 计数 ， 以 确定 离散 事件 的 概率 。 我 们 需要 对 某 个 算法 用 到 的 操作 数 计数 ， 以 便 研究 它 的 
时 间 复 杂 性 。 

本 节 将 介绍 基本 的 计数 方法 。 这 些 方法 是 几乎 所 有 计数 技术 的 基础 。 


3. 1.2 基本 的 计数 原则 
我 们 将 提出 两 个 基本 的 计数 原则 : 乘积 法 则 和 求 和 法 则 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 它们 来 求解 许 
多 不 同 的 计数 问题 。 
当 一 个 过 程 由 独立 的 任务 组 成 时 使 用 乘积 法 则 
















人 和 例 1 一 10 讨论 怎样 使 用 乘积 法 则 。 
一 个 新 建 公 司 中 只 有 两 个 雇员 Sanchez 和 Patel， 公 司 租用 了 一 个 大 楼 的 底层 ， 共 12 
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个 办 公 室 。 有 和 多少 种 方法 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 ? 

解 ” 对 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 的 过 程 是 这 样 的 ; 为 Sanchez 分 配 办 公 室 ， 有 12 种 方法 ， 然 
后 为 Patel 分 配 一 个 不 同 的 办 公 室 ， 有 11 种 方法 。 根 据 乘积 法 则 ， 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 共 
有 12。11= 三 132 种 方法 。 q 

用 一 个 大 写 英 文字 母 和 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 给 礼堂 的 座位 编号 。 那 么 不 同 编号 
的 座位 最 多 有 和 多少 ? 

解 ” 给 一 个 座位 编号 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 ， 即 从 26 个 字母 中 先 选择 一 个 字母 分 配给 这 
个 座位 ， 然 后 再 从 100 个 正 整 数 中 选择 一 个 整数 分 配给 它 。 乘 积 法 则 表明 一 个 座位 可 以 有 26* 


100 王 2600 种 不 同 的 编号 方式 。 因 此 ,不 同 编号 的 座位 数 至 多 是 2600 。 二 
某 云 数据 中 心 有 32 台 计 算 机 ， 每 台 计 算 机 有 24 个 端口 。 问 在 这 个 中 心 有 多 少 个 不 
同 的 计算 机 端口 ? 


解 ”选择 一 个 端口 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 。 首 先 挑 一 台 计 算 机 ， 然 后 在 这 台 计 算 机 上 挑 一 
个 端口 。 因 为 有 32 种 方式 选择 计算 机 ， 而 不 管 选择 了 哪 台 计算 机 ， 又 有 24 种 方式 选择 端口 ， 


所 以 由 乘积 法 则 存在 32，24 一 768 个 端口 。 4 
经 常会 用 到 推广 的 乘积 法 则 。 假 定 一 个 过 程 由 执行 任务 T，T,，…，T; 来 完成 。 如 果 在 
完成 任务 之 后 用 n; 种 方式 来 完成 1(i=1, 2B, m) ， 那么 完成 这 个 过 程 有 1 ”72 ””” ”7 


种 方式 。 可 以 由 两 个 任务 的 乘积 法 则 通过 数学 归纳 法 证 明 推 广 的 乘积 法 则 ( 见 本 节 练 习 76) 。 

有 多 少 个 不 同 的 7 位 比特 串 ? 

解 每 位 有 两 种 选择 方式 ， 可 以 是 0 或 1。 因 此 ， 乘 积 法 则 表明 总 共有 2 = 二 128 个 不 同 的 7 
位 比特 串 。 本 

如 果 每 个 车 牌 由 3 个 大 写 英 文字 母后 跟 3 个 数字 的 序列 构成 (任何 字母 的 序列 都 允 
许 ， 即 使 是 不 良 词汇 ) ， 那 么 有 多 少 个 不 同 的 有 效 车 牌 ? 

解 ”对 3 个 字母 中 的 每 个 字母 有 26 种 选择 ， 对 3 个 数字 中 的 每 个 数字 有 10 种 选择 。 因 
此 ， 由 乘积 法 则 总 共有 26.， 26。26。10。10。10=17 576 000 个 可 能 的 车 牌 。 


A . i 
每 个 字母 有 26 种 选择 ”每 个 数字 有 10 种 选择 4 
计数 函数 ”从 一 个 元 集 到 一 个 m 元 集 存在 多 少 个 函数 ? 
解 ” 孔 数 对 于 定义 域 中 mm 个 元 素 中 的 每 个 元 素 都 要 选择 陪 域 中 x 个 元 素 中 的 一 个 元 素来 对 
应 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 存在 n*，n*。，…。，n 二 ww" 个 从 m 元 集 到 元 集 的 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 
集 到 一 个 5 元 集 存在 5 个 不 同 的 函数 。 本 
计数 一 对 一 函数 ”从 一 个 x 元 集 到 一 个 n 元 集 存 在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 
解 ” 首先 注意 ， 当 mn 时 没有 从 m 元 集 到 元 集 的 一 对 一 函数 。 现 在 令 m 三 n。 假设 定义 
域 中 的 元 素 是 mw ，a; ，…，a。 有 7 种 方式 选择 函数 在 w 的 值 。 因 为 函数 是 一 对 一 的 ， 所 以 可 
以 有 ?一 1 种 方式 选择 函数 在 a, 的 值 ( 因 为 wm 用 过 的 值 不 能 再 用 )。 一 般 地 ， 有 ?一 A 十 1 种 方式 选 
择 函 数 在 w 的 值 。 由 乘积 法 则 ， 从 一 个 mm 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 着 n(n 一 1)(n 一 2)*……(n 一 m 十 1) 
个 一 对 一 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 集 到 一 个 5 元 集 存在 5，4*，3=60 个 一 对 一 请 数 。 a 
电话 编号 计划 “北美 洲 编 号 计划 ”CNANP) 规 定 美国 、 加 拿 大 以 及 北美 洲 许 多 其 他 
地 区 的 电话 号 码 的 格式 。 在 这 个 编号 计划 中 ， 一 个 电话 号 码 由 10 个 数字 组 成 ， 这 些 数 字 由 一 
个 3 位 的 地 区 代码 、 一 个 3 位 的 局 代码 以 及 一 个 4 位 的 话机 代码 组 成 。 出 于 信号 的 考虑 ， 在 一 
些 数字 上 有 某 种 限制 。 为 了 规定 允许 的 格式 ， 令 X 表示 可 以 在 0 到 9 之 间 任 意 选 取 的 数字 ，N 
表示 可 以 在 2 到 9 之 间 选 取 的 数字 ， 而 Y 表示 必须 取 0 或 1 的 数字 。 下 面 讨论 两 个 编号 计划 ， 
分 别称 为 老 计 划 和 新 计划 ( 老 计划 是 20 世纪 60 年 代 使 用 的 , 已 经 被 新 计划 代 兰 了 ,但 目前 对 


Links > 


130 第 3 章 


新 号 码 需求 的 迅速 增长 使 得 这 个 新 计划 也 将 显得 落伍 了 。 在 这 个 例题 中 ， 用 于 表示 数字 的 字母 
遵循 “北美 洲 编号 计划 ”)。 正 如 将 要 证 明 的 ， 新 计划 允许 使 用 更 多 的 号 码 。 
在 老 计 划 中 ， 地 区 代码 、 局 代码 和 话机 代码 的 格式 分 别 为 NYX、NNX 和 XXXX， 因 而 电 
话 号 码 的 形式 为 NYX-NNX-XXXX。 在 新 计划 中 ,这些 代 码 的 格式 分 别 为 NXX、NXX 和 
XXXX， 因 而 电话 号 码 的 形式 为 NXX-NXX-XXXX。 在 老 计 划 和 新 计划 下 分 别 可 能 有 和 多少 个 不 
同 的 北美 洲 电话 号 码 ? 
解 ” 由 乘积 法 则 ， 格 式 为 NYX 的 地 区 代码 有 8，2。，10= 二 160 个 ， 格 式 为 NXX 的 地 区 代码 
有 8。，10。10 二 800 个 。 类 似 地 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 8， 8，10==640 个 格式 为 NNX 的 局 代码 。 
乘积 法 则 也 表明 存在 着 10，10，10，10 二 10 000 个 格式 为 XXXX 的 话机 代码 。 
因此 ， 再 次 使 用 乘积 法 则 ， 在 老 计 划 下 存在 
160。640。10 000 王 1024 000 000 
个 不 同 的 北美 洲 有 效 的 电话 号 码 。 在 新 计划 下 存在 
800。800。10 000 王 6 400 000 000 
个 不 同 的 电话 号 码 。 | 


执行 下 面 的 代码 以 后 , & 的 值 是 什么 ? 


k :=0 
for i :=] to 2 


for 1, :一 ] to n, 


for i,, :=] to n, 
k :二 十 1 





解 & 的 初 值 是 0。 这 个 髓 套 的 循环 每 执行 一 次 ,，& 就 加 1。 令 T; 表示 执行 第 i 个 循环 的 任 
务 ， 那 么 循环 执行 的 次 数 就 是 完成 任务 T，T, ，…，TT, 的 方法 数 。 因 为 对 每 个 整数 i ，1<i 声 


n;， 第 j 个 循环 都 执行 一 次 ， 所 以 执行 任务 T(j 二 1，2，…，wm) 的 方法 数 就 是 n;。 由 乘积 法 则 ， 
这 个 舱 套 的 循环 执行 了 721 722“”” 1, 次 。 因此 最 后 的 值 是 ni "7 5 机 


( 计数 有 穷 集 的 子 集 用 乘积 法 则 证 明 一 个 有 穷 集 S 的 不 同 的 子 集 数 是 2 ”' 。 

解 设 S 是 有 穷 集 。 按 任意 的 顺序 将 S 的 元 素 列 成 一 个 表 。 考 虑 到 在 S 的 子 集 和 长 度 为 
1S| 的 比特 串 之 间 存 在 着 一 对 一 的 对 应 ， 即 如 果 表 的 第 ;个 元 素 在 这 个 子 集中 ， 则 该 子 集 对 应 
的 比特 品 的 第 位 为 1 ， 否则 该 位 为 0。 由 乘积 法 则 ， 存 在 着 2 ”个 长 度 为 |S | 的 比特 串 。 因 此 
[Poy | 司 

乘积 法 则 也 常用 集合 的 语言 表述 如 下 : 如 果 A, ，A, ，…，A, 是 有 穷 集 ， 那 么 在 这 些 集合 
的 笛 卡 儿 积 中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 积 。 为 了 把 这 种 表述 与 乘积 法 则 联系 起 来 ， 注 意 
到 在 笛 卡 儿 积 A, XA; X… XA 中 选 一 个 元 素 的 任务 是 通过 在 A, 中 选 一 个 元 素 ，A, 中 选 一 个 
元 素 ，…，A, 中 选 一 个 元 素来 完成 的 。 由 乘积 法 则 得 到 

| XA XXA,|=|A|* |A| .|A,| 

DNA 和 基因 组 ”生物 体 的 遗传 信息 是 使 用 脱氧 核糖 核酸 (DNA) 编 码 的 ， 或 对 于 某 
些 病 毒 ， 采 用 核糖 核酸 (RNA)。DNA 和 RNA 是 非常 复杂 的 分 子 ， 采 用 非常 多 的 分 子 相 互 作 
用 的 方式 支持 生命 中 的 不 同 过 程 。 对 于 我 们 而 言 ， 我 们 只 对 DNA 和 RNA 如 何 进行 遗传 信息 
编码 给 出 简短 的 描述 。 

DNA 分 子 由 2 条 脱氧 核糖 核 苷 酸 链 组 成 ， 每 个 核 苷 酸 的 子 部 分 称 为 碱 基 ， 其 中 有 腺 味 叭 
(A) 、 胞 啼 啶 CC) 、 乌 味 吟 (G) 或 胸腺 旷 啶 (T)。DNA 包括 不 同 碱 基 的 两 条 链 通过 氧 键 结 合 在 
一 起 ， 而 且 A 仅 与 配对 ，C 只 与 G 配 对 。 与 DNA 不 同 ，RNA 分 子 由 1 工 条 核糖 核 背 酸 链 组 
成 ， 其 中 尿 喀 喧 (U) 代 替 了 胸腺 喀 啶 。 因 此 ， 在 DNA 中 可 能 碱 基 对 是 AT 和 C-G， 而 在 RNA 
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中 碱 基 对 是 A-U 和 C-G。 生 物 的 DNA 包括 多 段 DNA， 它 们 形成 不 同 的 染色 体 ， 一 个 基因 是 一 
个 DNA 分 子 的 片段 ， 编 码 一 种 特定 蛋白 质 。 一 个 生物 体 的 全 部 基因 信息 称 为 基因 组 。 

DNA 和 RNA 碱 基 序 列 编码 的 蛋白 质 长 链 称 为 氨基 酸 。 人 类 必需 的 氨基 酸 有 22 种 。 我 们 很 
快 能 看 到 至 少 三 个 碱 基 的 序列 就 可 以 编码 出 这 22 种 不 同 的 氨基 酸 。 首 先 ， 因 为 在 DNA 中 有 四 种 
可 能 的 碱 基 A、C、G 和 T 工 ， 所 以 由 乘积 法 则 , 和 二 16 一 22 种 不 同 的 两 碱 基 序列 。 但 笃 =64 种 不 
同 的 三 碱 基 序 列 ， 这 样 可 以 足够 编码 22 种 不 同 的 氨基 酸 。( 甚 至 可 以 出 现 不 同 的 三 碱 基 序 列 对 应 
相同 的 氨基 酸 的 情况 。) 

像 藻类 和 细菌 这 样 的 简单 生物 的 DNA 具有 10 和 107 个 链接 。 每 个 链接 都 是 这 四 种 可 能 
碱 基 的 一 种 。 更 复杂 的 生物 ， 如 昆虫 、 鸟 类 和 哺乳 动物 ， 它 们 的 DNA 具有 10* 和 10" 个 链接 。 
因此 ， 由 乘积 法 则 ， 在 简单 生物 中 具有 至 少 4 种 不 同 的 碱 基 序列 ， 而 复杂 生物 中 具有 至 少 


4 种 不 同 的 碱 基 序列 。 这 些 都 是 不 可 想象 的 大 数字 ， 这 也 帮助 我 们 解释 了 为 什么 生物 有 这 人 么 多 
种 类 。 在 过 去 的 数 十 年 中 ， 确 定 不 同 生物 体 的 基因 组 的 技术 一 直 在 发 展 。 第 一 步 就 是 确定 第 一 
个 基因 在 生物 体 DNA 中 的 位 置 。 接 着 的 任务 称 为 基因 测序 ， 确 定 每 个 基因 的 链接 序列 。( 当 然 ， 
这 些 基 因 上 链接 的 特定 序列 取决 于 一 个 物种 特定 的 个 体 表 达 ， 必 须 对 它 的 DNA 进行 分 析 。) 例 
如 ， 人 类 基因 组 包含 大 约 23 000 个 基因 ， 每 一 个 基因 有 1000 或 者 更 多 个 链接 。 基 因 测 序 技 术 运 
用 了 许多 新 开发 的 算法 ， 也 运用 了 组 合 学 中 大 量 的 新 思路 。 许 多 数学 家 和 计算 机 科学 家 在 解决 
涉及 基因 组 的 问题 时 ， 参 与 了 对 分 子 信 息 学 和 计算 生物 学 这 一 快速 发 展 领域 的 研究 。 者 






例 12 说 明 怎 样 使 用 求 和 法 则 。 

假定 要 选 一 位 数学 学 院 的 教师 或 数学 专业 的 学 生 作为 校 委 会 的 代表 。 如 果 有 37 位 
数学 学 院 的 教师 和 83 位 数学 专业 的 学 生 ， 那 么 这 个 代表 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

解 ” 完 成 第 一 项 任务 ， 选 一 位 数学 学 院 的 教师 ， 可 以 有 37 种 方式 。 完 成 第 二 项 任务 ， 选 
一 位 数学 专业 的 学 生 ， 有 83 种 方式 。 根 据 求 和 法 则 ， 结 果 有 37 十 83 三 120 种 可 能 的 方式 来 挑 
选 这 个 代表 。 本 

可 以 把 求 和 法 则 推广 到 多 于 两 项 任务 的 情况 。 假 定 任务 ，T;，…，T 分别 有 站， ，…， 
n, 种 完成 方式 ， 并 且 任 何 两 项 任务 都 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 其 中 一 项 任务 的 方式 数 是 nj 十 nn。 
十 … 十 各 。 如 例 13 和 例 14 所 示 ， 这 个 推广 的 求 和 法 则 在 计数 问题 中 常常 用 到 。 这 个 求 和 法 则 
可 以 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 集合 的 求 和 法 则 加 以 证 明 ( 见 本 节 练 习 75)。 

一 个 学 生 可 以 从 三 个 表 中 的 一 个 表 选 择 一 个 计算 机 课题 。 这 三 个 表 分 别 包含 23、 
15 和 19 个 可 能 的 课题 。 那 么 课题 的 选择 可 能 有 多 少 种 ? 

解 ” 这 个 学 生 有 23 种 方式 从 第 一 个 表 中 选择 课题 ， 有 15 种 方式 从 第 二 个 表 中 选择 课题 ， 
有 19 种 方式 从 第 三 个 表 中 选择 课题 。 因 此 ， 共 有 23 十 15 十 19=57 种 选择 课题 的 方式 。 4 

合 殉 在 执行 下 面 的 代码 后 , & 的 值 是 什么 (nm, ，n。，…，n。 是 正 整数 )? 





k :一 0 
for i :=1] to 7 
k :二 上 十 1 


for i1, :一 ] to 7 
k :二 上 十 1 
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for i, :=] to 7 


k := 十 1 





解 & 的 初 值 是 0。 这 个 代码 块 由 m 个 不 同 的 循环 构成 。 循 环 中 的 每 次 执行 & 都 要 加 1。 为 
了 确定 这 段 代码 执行 后 的 值 ， 我 们 需要 知道 循环 执行 了 多 少 次 。 注 意 ， 执 行 第 i 次 循环 共 及 1 
种 方式 。 由 于 一 次 只 能 执行 一 个 循环 ， 因 此 由 求 和 法 则 可 以 算出 的 最 终 值 ， 即 执行 mx 个 循环 
中 的 一 个 共有 入市 雄二 "十 种 方式 。 4 

求 和 法 则 可 以 用 集合 的 语言 表述 : 如 果 A, ，A,，…，A。 是 不 交 的 集合 ， 那 么 在 其 并 集中 
的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 和 。 为 了 把 这 种 表述 与 求 和 法 则 联系 起 来 ， 令 开 是 从 A; (一 
1，2，…，m) 中 选择 一 个 元 素 的 任务 。 有 |A; | 种 方式 执行 T;。 由 于 任何 两 个 任务 不 可 能 同时 
执行 ， 所 以 根据 求 和 法 则 ， 从 其 中 某 个 集合 中 选择 一 个 元 素 的 方式 数 ， 即 在 并 集中 的 元 素 
数 ， 是 

IAiUAU…UA,|=|Ai| 十 |Ai| 二 十 |A,| Ai 门 Aj== 名 ， 对 于 所 有 的 i，) 

这 个 等 式 仅 适 用 于 问题 中 的 集合 是 不 相交 的 情况 。 当 这 些 集合 含有 公共 元 素 时 ， 人 情况 要 复 

杂 得 多 。 本 节 的 后 面 将 对 这 种 情况 进行 简要 的 讨论 ， 更 深入 的 讨论 放 在 第 4 章 。 


3.1.3 比较 复杂 的 计数 问题 

许多 计数 问题 不 能 仅仅 使 用 求 和 法 则 或 者 乘积 法 则 来 求解 。 但 是 ， 许 多 复杂 的 计数 问题 可 
以 结合 使 用 这 两 个 法 则 来 求解 。 我 们 从 编程 语言 BASIC 中 变量 名 个 数 的 计数 开始 。( 在 练习 
中 ， 我 们 将 考虑 Java 中 变量 名 的 个 数 。) 然 后 针对 一 组 特别 限制 ， 计 算 有 效 密码 的 个 数 。 

在 计算 机 语言 BASIC 的 某 个 版 本 中 ， 变 量 的 名 字 是 含有 一 个 或 两 个 字符 的 符号 串 ， 
其 中 的 大 写 和 小 写字 母 是 不 加 区 分 的 (一 个 字母 数字 字符 或 者 取 自 26 个 英文 字母 ， 或 者 取 自 10 
个 数字 )。 此 外 ， 变 量 名 必须 以 字母 开始 ， 并 且 必 须 与 由 两 个 字符 构成 的 用 于 程序 设计 的 5 个 
保留 字 相 区 别 。 在 BASIC 的 这 个 版 本 中 有 多 少 个 不 同 的 变量 名 ? 

解 ” 令 V 等 于 在 这 个 BASIC 版 本 中 的 不 同 变量 名 的 个 数 ，W 是 单字 符 的 变量 名 的 个 数 ， 
V 是 两 个 字符 的 变量 名 的 个 数 。 那 么 由 求 和 法 则 ,，V==V 十 V,。 由 于 单字 符 变 量 名 必须 是 字 
母 ， 所 以 内 一 26。 又 根据 乘积 法 则 存在 26。36 个 以 字母 打头 且 以 字母 数字 结尾 的 2 位 字符 串 。 
但 是 其 中 5 个 不 包含 在 内 ， 因 此 V; 二 26。，36 一 5 二 931。 所 以 ,在 这 个 BASIC 版 本 中 存在 V= 
总 十 Vs 二 26 十 931 二 957 个 不 同 的 变量 名 。 本 

计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 由 6 一 8 个 字符 构成 的 密码 ， 其 中 每 个 字符 是 大 写字 
母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 至 少 包 含 一 个 数字 。 有 多 少 可 能 的 密码 ? 

解 设 忆 是 可 能 的 密码 总 数 ， 且 P;:、P;、P 分 别 表示 6、7 或 8 位 的 可 能 的 密码 数 。 由 求 
和 法 则 ，P== Ps 十 P; 十 Ps。 我 们 现在 求 PP 、P; 和 Ps。 直接 求 P; 是 困难 的 。 而 求 由 6 个 大 写 
字母 和 数字 构成 的 字符 串 的 个 数 是 容易 的 ， 其 中 包含 那些 没有 数字 的 串 ， 然 后 从 中 减 去 没有 数 
字 的 串 数 就 得 到 Pe 。 由 乘积 法 则 ，6 个 字符 的 串 的 个 数 是 36”， 而 没有 数字 的 字符 串 的 个 数 是 
26" 。 因 此 ， 

P, 王 36 一 26: 一 2 176 782 336 一 308 915 776 王 1 867 866 560 
类 似 地 ， 得 到 
P, 一 367 一 26" 一 78 364 164 096 一 8 031 810 176=70 332 353 920 
和 
Pu, 一 36" 一 26* 一 2 821 109 907 456 一 208 827 064 576 一 2 612 282 842 880 
因此 
P= P,P,++P, = 2684483063360 
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计数 因特网 网 址 在 由 计算 机 的 物理 网 络 互 连 而 成 的 因特网 中 ， 每 台 计 算 机 (或 者 ve》 
更 精确 地 说 是 计算 机 的 每 个 网 络 连接 ) 被 分 配 一 个 因特网 地 址 (IP 地 址 ) 。 在 因特网 协议 版 本 4 
(IPv4) 中 ， 一 个 地 址 是 一 个 32 位 的 比特 串 。 它 以 网 络 号 (Cnetid) 开 始 ， 后 面 跟随 着 主机 号 
(hostid) ， 把 一 个 计算 机 认定 为 某 个 指定 网 络 的 成 员 。 

根据 网 络 号 和 主机 号 位 数 的 不 同 ， 使 用 3 种 地 址 形式 。 用 于 最 大 网 络 的 A 类 地 址 ， 由 0 后 跟 7 
位 的 网 络 叶 和 24 位 的 主机 号 构成 。 用 于 中 等 网 络 的 B 类 地 址 ,由 10 后 跟 14 位 的 网 络 号 和 16 位 的 
主机 号 构成 。 用 于 最 小 网 络 的 C 类 地 址 ， 由 110 后 跟 21 位 的 网 络 号 和 8 位 的 主机 号 构成 。 由 于 特定 
用 途 ， 对 地 址 有 着 某 些 限制 : 1111111 在 人类 网 络 的 网 络 号 中 是 无 效 的 ， 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 
对 任何 网 络 都 是 无 效 的 。 因 特 网 上 的 一 台 计 算 机 有 一 个 A 类 、B 类 或 C 类 地 址 。( 除 了 A 类 、B 类 
和 C 类 地 址 外 ,还 有 D 类 地 址 和 也 类 地 址 。D 类 地 址 在 多 台 计 算 机 同时 编 址 时 用 于 组 播 ， 它 由 1110 
后 跟 28 位 组 成 。E 类 地 址 保留 为 将 来 应 用 ， 由 11110 后 跟 27 位 组 成 。D 和 下 类 地 址 不 会 分 配给 因 
特 网 中 的 计算 机 作为 下地 址 .) 图 1 显示 了 IPv4 的 编 址 。(A 类 和 B 类 网 络 号 的 数量 限制 已 经 使 得 
IPv4 编 址 不 够 用 了 。 用 于 代替 IPv4 的 IPv6 使 用 128 位 地 址 来 解决 这 个 问题 。) 





图 1 因特网 地 址 (IPv4) 


对 因特网 上 的 计算 机 有 多 少 不 同 的 有 效 IPv4 地 址 ? 

解 令 z 是 因特网 上 计算 机 的 有 效 地 址 数 ，zs、xzs 和 zc 分 别 表示 A 类 、B 类 和 C 类 的 有 
效 地 址 数 。 由 求 和 法 则 ，z=zaA 十 za 十 zc。 为 了 找到 zs， 由 于 1111111 是 无 效 的 ， 所 以 存在 
2 一 1 二 127 个 A 类 的 网 络 号 。 对 于 每 个 网 络 号 ， 存 在 2* 一 2 二 16 777 214 个 主机 号 ， 这 是 由 于 
全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

zA 一 127。16 777 214 一 2 130 706 178 

为 了 找到 zs 和 xc， 首先 注意 存在 2 王 16 384 个 了 类 网 络 号 和 2 ”一 2 097 152 个 C 类 网 络 
号 。 对 每 个 B 类 网 络 号 存在 2 一 2 二 65 534 个 主机 号 ， 而 对 每 个 C 类 网 络 号 存在 2 一 2 一 254 个 
主机 号 ， 这 也 考虑 到 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

za 一 1 073 709 056 ，zc 一 532 676 608 
我 们 可 以 得 出 IPv4 有 效 地 址 的 总 数 是 
z 一 ZA 十 Za 十 ze 一 2 130 706 178 十 1 073 709 056 十 532 676 608 王 3 737 091 842 4 


3. 1.4 减法 法 则 (两 个 集合 的 容 斥 原理 ) 

假设 一 项 任务 可 以 通过 两 种 方法 之 一 来 完成 ， 但 在 这 两 种 方法 中 ， 有 一 些 方法 是 相同 的 。 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 能 通过 求 和 法 则 来 计算 完成 任务 的 方法 数 。 如 果 我 们 将 两 种 方法 的 数量 
相 加 ， 总 数 会 超过 正确 结果 ， 因 为 我 们 将 两 种 方法 中 相同 的 部 分 算 了 两 次 。 

为 了 正确 计算 完成 任务 的 方法 数 ， 我 们 必须 减 去 算 了 两 次 的 部 分 。 这 就 产生 了 一 个 重要 的 
涉 芭 堵 基 | 





成 法 法 则 也 称 为 容 斥 原理 ， 特别 是 在 计算 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 时 。 党 站 和 上 是 集 
，|4, | 是 从 4A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，|A, | 是 从 A: 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 从 A, 或 A， 
中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 是 从 它们 的 并 集中 选择 元 素 的 方法 数 ， 这 等 于 从 Al 选择 一 个 元 素 的 


Exio > 
Exomples 
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方法 数 与 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 的 和 减 去 从 A 和 A, 中 都 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 因 为 
| A UA;, | 表示 从 A, 或 者 A; 中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，| A, 门 A; | 表示 从 A, 和 A, 中 同时 选择 
一 个 元 素 的 方法 数 ， 所 以 我 们 有 

| A UA,|= | A | 站 | 
这 就 是 2. 2 节 给 出 的 计数 两 个 集合 并 集中 元 素 的 公式 。 1 


例 18 显示 了 怎样 用 减法 法 则 来 求解 计数 问题 。 1 方式 
以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 比特 串 有 多 少 个 ? ET. 
解 ” 在 应 用 容 斥 原理 之 前 ,我 们 需要 解决 三 个 计数 问题 ， 如 2 一 64 种 方式 
图 2 所 示 。 首 先 ， 我们 构造 以 1 开始 的 8 位 比特 串 ， 共 有 2’ 王 128 A 3 
种 方式 ， 这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选择 方 2 一 32 种 方式 
式 ， 而 其 他 7 位 中 的 每 位 有 两 种 选择 方式 。 类 似 地 ， 构 造 以 00 结 ”图 2 以 1 开始 或 者 以 00 
束 的 8 位 比特 串 ， 共 有 2 一 64 种 方式 ， 这 也 是 由 乘积 法 则 得 到 结束 的 8 位 比特 串 
的 。 因 为 前 6 位 的 每 位 有 两 种 选择 方式 ， 而 最 后 两 位 只 有 一 种 选 
择 方式 。 


接 下 来 同时 完成 这 两 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 以 00 结束 的 8 位 比特 串 ， 共 有 2 = 二 32 种 方式 。 
即 在 完成 上 述 两 个 任务 的 方式 中 ， 有 32 种 是 相同 的 。 这 里 也 使 用 了 乘积 法 则 ， 因 为 第 一 位 只 
有 一 种 选择 方式 ， 从 第 二 位 到 第 六 位 每 位 可 以 有 两 种 选择 方式 ， 最 后 两 位 也 只 有 一 种 选择 方 
式 。 因 而 ， 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 比特 串 的 个 数 ， 即 完成 第 一 或 第 二 个 任务 的 方式 数 ， 
等 于 128 十 64 一 32 王 160。 a 

我 们 将 给 出 一 个 例题 来 说 明 容 斥 原 理 如 何 用 于 解决 计数 问题 。 

某 计算 机 公司 收 到 了 350 份 大 学 毕业 生 求 职 一 组 新 网 络 服务 器 工作 的 申请 书 。 假 如 
这 些 申请 人 中 有 220 人 主 修 的 是 计算 机 科学 专业 ， 有 147 人 主 修 的 是 商务 专业 ， 有 51 人 既 主 
修了 计算 机 科学 专业 又 主 修了 商务 专业 。 那 么 ， 有 多 少 个 申请 人 既 没 有 主 修 计算 机 科学 专业 又 
没有 主 修 商 务 专业 ? 

解 ” 为 了 求 出 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专业 的 申请 人 的 个 数 ， 可 以 从 总 
的 申请 人 数 中 减 去 主 修 计 算 机 科学 专业 的 人 数 ， 或 减 去 主 修 商 务 专业 的 人 数 ( 或 减 去 二 者 人 数 
之 和 )。 设 A, 是 主 修 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集合 ，A, 是 主 修 商 务 专业 的 学 生 的 集合 ,那么 
A,UA, 是 主 修 计 算 机 科学 专业 或 主 修 商务 专业 学 生 的 集合 ，Ai 门 A, 是 既 主 修 计 算 机 科学 专业 
又 主 修 商务 专业 学 生 的 集合 。 根 据 减 法 法 则 ， 主 修 计 算 机 科学 专业 或 主 修 商 务 专业 (或 二 者 都 
主 修 ) 的 学 生 的 人 数 为 

AUA,.|=|4 | 十 |A:| 一 14nA,| 三 220 十 147 一 51 一 316 

因此 得 到 结论 : 有 350 一 316 二 34 个 申请 人 既 没 有 主 修 计算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专 

业 。 本 例题 的 文 氏 图 见 图 3 。 a 


|41U4,|=| U|-|4A,U4,| 
=|U|- (|Ai|+|4,|-|AiN4,|) 
=350-(220+147-51) 
=350-316 
=34 





|4|=220 |AiNA,l=51 |4,|=147 
图 3 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专业 的 申请 人 
减法 法 则 或 者 容 斥 原理 可 以 推广 来 求 完 成 n 个 不 同 任务 中 的 一 个 任务 的 方式 数 ， 换 句 话 


计 数 35 


说 ， 就 是 寻找 nn 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 ， 其 中 是 正 整 数 。 我 们 将 在 第 4 章 研 究 容 斥 原理 和 
它 的 某 些 应 用 。 


3. 1.5 除法 法 则 
我 们 介绍 了 计数 中 的 乘积 法 则 、 求 和 法 则 和 减法 法 则 。 是 否 有 除法 法 则 呢 ? 实际 上 ， 在 解 
决 某 些 计数 问题 时 ， 也 存在 这 样 的 法 则 。 
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我 们 可 用 集合 的 方式 再 描述 一 遍 除 法 法 则 :“ 如 果 一 个 有 限 集 A 是 nn 个 有 4d 个 元 素 的 互 斥 
集合 的 并 集 ， 那 么 n= |A|/d。” 

我 们 也 可 用 函数 的 方式 定义 除法 法 则 :“ 如 果 f 是 一 个 A 到 B 的 函数 ，A 和 B 都 是 有 限 集 
合 ， 那 么 对 于 每 一 个 取 值 YE B， 正 好 有 4d 个 值 i€E A 使 得 f(x) 二 y( 在 这 种 情况 下 ，f 是 d 对 1 
的 ), 那么 |B|=|A|/d.” 

评注 ”在 一 个 任务 能 以 nn 种 不 同方 式 实现 ， 但 对 于 每 一 种 实现 任务 的 方法 有 d 种 等 价 的 方 
法 的 情况 下 ,就 要 用 到 除法 法 则 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 完成 任务 有 n/d 种 不 等 价 的 方法 。 

我 们 将 用 两 个 例题 说 明 除 法 法 则 在 计数 中 的 使 用 。 

假设 在 牧场 中 有 一 个 计数 奶牛 腿 数 的 系统 。 假 设 这 个 系统 统计 出 该 牧场 的 奶牛 共有 
572 条 腿 ， 则 牧场 中 有 多 少 只 奶牛 ?假设 每 只 奶牛 有 4 条 腿 ， 而 且 没 有 其 他 动物 。 

解 ” 设 7 为 牧场 统计 的 奶牛 腿 数 。 因 为 每 头 奶 咎 有 4 条 腿 ， 由 除法 法 则 可 知 牧场 有 n/4 头 








奶牛 。 所 以 ，572 条 腿 的 牧场 有 572/4= 二 143 头 奶 牛 。 4 
@ 辐 4 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 有 多 少 种 坐 法 ? 如 果 每 个 人 左右 相 邻 的 人 都 相同 就 认为 
是 同一 种 坐 法 。 


解 ”我 们 任意 选择 一 个 桌子 旁边 的 棒子， 标记 为 座位 1， 依 圆桌 顺 时 针 依 次 标记 其 他 椅 
子 。 座 位 1 有 4 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 2 有 3 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 3 有 2 种 选择 坐 人 的 
方法 ， 座 位 4 有 1 种 选择 坐 人 的 方法 ， 这 样 有 4! = 王 24 种 方法 将 4 个 人 安排 在 圆桌 旁边 。 然 
而 ， 每 一 个 座位 1 可 选 的 4 种 坐 法 中 都 会 产生 相同 的 安排 ， 因 为 我 们 仅 将 一 个 人 左边 或 者 右边 
相 邻 的 人 不 一 样 才 视 为 两 种 不 同 的 安排 。 因 为 有 4 种 选择 人 坐 座位 1 的 方法 ， 所 以 由 除法 法 则 
将 4 个 人 安排 到 一 个 圆桌 劳 的 不 同 的 方法 数 是 24/4 王 6 种 。 司 


3.1.6 树 图 
可 以 使 用 树 图 求解 计数 问题 。 一 棵 树 由 根 、 从 根 出 发 的 许多 分 支 以 及 可 能 从 其 他 分 支 端点 
出 发 的 新 的 分 支 构成 (我 们 将 在 第 7 章 详细 地 研究 树 ) 。 为 了 在 计数 中 使 用 树 ， 我 们 用 一 个 分 支 
表示 每 个 可 能 的 选择 ， 用 树叶 表示 可 能 的 结果 。 这 些 树叶 是 某 些 分 支 的 端点 ， 从 这 些 端点 不 再 
进一步 分 支 。 
注意 ， 当 用 树 图 求解 计数 问题 时 ， 为 到 达 一 片 树叶 所 做 的 选择 个 


第 ! 位 。 0 
数 可 能 是 不 同 的 (作为 例子 ， 见 例 22)。 


第 2 位 0 1 NO 


2 有 多 少 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 ? 第 3 位 1 %0 W041 
解 图 4 的 树 图 给 出 了 所 有 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 。 我们 各 wwy 
看 出 存在 8 个 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 。 4 8L0L0020 
ee SEE 
在 两 个 队 ( 队 1 和 队 2) 之 间 的 决赛 至 多 由 5 次 比赛 构成 。 先 人 pp 
胜 3 次 的 队 赢 得 决赛 ,决赛 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 方式 ? a 


解 在 图 5 的 树 图 中 ， 以 每 次 比赛 的 得 胜 者 给 出 了 决赛 可 能 进行 
的 所 有 方式 。 我 们 看 到 有 20 种 不 同 的 决赛 方式 ， 
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灰色 表示 得 胜 
队 2 队 1 
第 1 场 
队 2 队 1 队 2 队 1 
第 2 场 
队 1 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 
第 3 场 
队 2 队 1 
队 1 队 1 ” 队 2 队 1 ” 队 2 队 2 第 4 声 
队 2 队 2 队 1 队 2 队 1 队 ] 
第 5 场 
队 2 队 1 队 2 队 1L 队 2 队 ! 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 队 ] 


图 5 5 次 决赛 胜 3 次 


假设 “我 爱 新 泽 西 ” 工 恤衫 有 5 种 不 同 的 规格 : S、M、L、XL 和 XXL。 又 知道 
XL 规格 只 有 红色 、 绿 色 和 黑色 三 种 颜色 ，XXL 规格 只 有 绿色 和 黑色 。 除 此 之 外 ， 其 他 规格 有 
四 种 颜色 : 白色 、 红 色 、 绿 色 和 黑色 。 如 果 每 种 规格 和 颜色 的 本 恤衫 至 少 一 件 ， 那 么 一 个 纪念 
品 商 店 必须 库存 多 少 件 不 同 的 工 恤 衫 ? 
解 图 6 的 树 图 给 出 了 所 有 规格 和 颜色 的 配对 。 从 图 6 中 可 知 这 个 纪念 品 商店 老板 必须 库 
存 17 件 不 同 的 工 恤 衫 。 | 
W= 白 色 , R= 红 色 , G= 绿 色 , B= 黑色 





9 M 1 XL XXL 


WgRGBiRGB WRGBRG BGB 
图 6 计数 不 同 的 工 恤 衫 


奇数 编号 练习 
1. 一 个 学 院 有 18 个 数学 专业 和 325 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 
a) 选 两 个 代表 ， 使 得 一 个 是 数学 专业 的 而 另 一 个 是 计算 机 科学 专业 的 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b) 选 一 个 数学 专业 或 计算 机 科学 专业 的 代表 又 有 多 少 种 方式 ? 
3. 一 次 多 项 选择 考试 包含 10 个 问题 。 每 个 问题 有 4 个 可 能 的 答案 。 
a) 在 这 次 考试 中 如 果 每 个 问题 都 要 回答 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问 题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
b) 在 这 次 考试 中 如 果 人 允许 某 些 答案 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问 题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
5, 从 纽约 到 丹佛 有 6 条 不 同 的 航线 ， 而 从 丹佛 到 旧金山 有 7 条 。 如 果 选 一 个 到 丹佛 的 航班 ， 接 着 选 一 个 


日 “为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 4 离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 。 原 书 第 8 版 ) 兴 预计 2020 年 春季 出 版 )。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注 意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 6 章 ， 故 请 查阅 第 6 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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到 旧金山 的 航班 ， 那 么 从 纽约 经 丹佛 到 旧金山 的 旅行 有 多少 种 不 同 的 可 能 性 ? 
7. 如 果 用 3 个 字母 作为 姓名 的 缩写 ， 人 们 可 以 有 和 多少 种 不 同 的 选择 ? 
9. 如 果 这 3 个 字母 以 A 开始 ， 人 们 又 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
11. 首尾 都 是 1 的 10 位 比特 串 有 多 少 个 ? 
13. 位 数 不 超 过 丸 且 全 由 1 组 成 的 比特 串 有 和 多少 个 ?这 里 的 nn 是 正 整 数 。 
15. 位 数 不 超 过 4 且 由 小 写字 母 构 成 的 串 有 多 少 个 (不 计 空 串 )? 
17. 由 5 个 ASCII 码 构成 且 至 少 包含 一 个 @ 字 符 的 串 有 多 少 个 ? [注意 : 有 128 个 不 同 的 ASCII 码 。] 
19. 有 多 少 满足 以 下 条 件 的 6 元 素 RNA 序列 ? 


a) 不 包含 U b) 结 束 于 GU 
c) 开 始 于 C d) 只 包含 A 或 者 U 

21. 在 50 到 100 之 间 有 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整数 ， 这 些 整数 是 什么 ? 
a) 能 被 7 整除 b) 能 被 11 整除 


co) 能 被 7 和 11 同时 整除 
23. 在 100 到 999 之 间 包 含 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整 数 ? 


a) 被 7 整除 b) 是 奇数 
c) 有 相同 的 3 个 十 进 制 数字 ”dd) 不 被 4 整除 
e) 被 3 或 4 整除 人 不 被 3 也 不 被 4 整除 


g) 被 3 整除 但 不 被 4 整除 h) 被 3 和 4 整除 
25. 有 多 少 个 串 含 有 3 个 十 进 制 数字 且 满 足以 下 条 件 ? 
a) 同一 数字 不 能 出 现 3 次 b) 以 奇数 数字 开始 
c) 恰 有 2 个 数字 是 4 
27. 一 个 委员 会 由 50 个 州 的 代表 构成 ， 每 个 州 可 从 州长 或 两 个 参议 员 中 选 一 个 人 参加 ， 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
29. 用 2 个 字母 后 跟 4 个 数字 或 者 2 个 数字 后 跟 4 个 字母 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
31. 用 2 个 或 3 个 字母 后 跟 2 个 或 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
33. 由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 
a) 如 果 字 母 可 以 重复 上 且 不 包含 元 音字 母 
b) 如果 字 母 不 能 重复 且 不 包含 元 音字 母 
c¢) 如果 字 母 可 以 重复 旦 以 元 音字 母 开始 
d) 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 元 音字 母 开 始 
e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 包 含 至 少 一 个 元 音字 和 母 
f) 如果 字 母 可 以 重复 且 包 含 恰 好 一 个 元 音字 和 母 
g) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 并 至 少 包 含 一 个 元 音字 和 母 
h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开始 和 结束 并 至 少 包含 一 个 元 音字 和 母 
35. 从 5 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 一 对 一 的 函数 ? 
a)4 b)5 c)6 d)7 
37. 从 集合 {1，2，…， 放 到 集合 {0，1) 有 多 少 个 满足 下 列 条 件 的 函数 ? 这 里 的 nn 是 正 整 数 。 
a) 一 对 一 的 b) 对 1 和 7 赋值 为 0 c) 对 恰好 一 个 小 于 的 正 整数 赋值 为 1 
39. 从 m 元 素 集 合 到 nn 元素 集 合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 的 定义 13)? 这 里 的 mr 和 nn 是 正 整 数 ，。 
41. 如 果 一 个 字符 串 反 转 后 所 得 结果 与 原来 的 字符 串 一 样 ， 就 称 它 是 一 个 回 文 。 有 多少 个 长 为 n 的 比特 
串 是 回 文 ? 
43. 有 多 少 满足 以 下 条 件 的 4 元 素 RNA 序列 ? 
a) 碱 基 包 含 U b) 不 包含 序列 CUG 
c) 不 包含 所 有 4 种 碱 基 A、U、C 和 G d) 只 包含 4 种 碱 基 A、U、C 和 G 中 两 种 碱 基 
45. 某 大 学 有 434 名 大 一 学 生 、883 名 大 二 学 生 和 43 名 大 三 学 生 注 册 了 算法 导论 课程 。 如 果 一 个 班 只 能 
安排 34 名 学 生 ， 那么 这 门 课 需 要 安排 多 少 个 班 才能 保障 所 有 注册 的 学 生 都 能 上 这 门 课 ? 
47. 6 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 一 个 人 有 相同 邻 座 而 不 考虑 左右 算 为 同一 种 会 坐 法 。 
49. 在 一 个 婚礼 上 摄影 师 安 排 6 个 人 在 一 排 拍 照 ， 包 含 新 娘 和 新 郎 在 内 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 
安排 方式 ? 
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a) 新 娘 必须 在 新 郎 旁 边 b) 新 娘 不 在 新 郎 旁 边 

c) 新 娘 在 新 郎 左 边 的 某 个 位 置 

有 多 少 个 10 位 比特 串 以 3 个 0 开始 或 以 2 个 0 结束 ? 

有 多 少 个 8 位 比特 串 包 含 3 个 连续 的 0 或 者 4 个 连续 的 1? 

有 多 少 个 不 超过 100 的 正 整 数 能 被 4 或 6 整除 ? 

假定 一 个 计算 机 系统 的 口令 最 少 有 8 个 、 最 多 有 12 个 字符 ， 其 中 口令 中 的 每 个 字符 可 以 是 小 写 英 文 

字母 、 大 写 英 文字 母 、 数 字 或 6 个 特殊 字符 (* 、 二 、 毛 1、 十 、 王 ) 中 的 一 个 。 

a) 该 计算 机 系统 可 以 有 多 少 个 不 同 的 口令 ? b) 有 多 少 个 口令 含有 6 个 特殊 字符 中 的 一 个 ? 

c) 如 果 一 个 黑客 核对 每 个 可 能 的 口令 需要 1 纳 秒 时 间 ， 他 要 核对 完 所 有 可 能 的 口令 需要 多 少时 间 ? 

Java 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 长 度 从 1 到 65 535 的 字符 串 ， 可 包含 大 、 小 写字 母 、 美 元 符号 、 

下 划 线 或 者 数字 ， 第 一 个 字符 不 能 是 数字 。 和 那么 在 Java 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? 

假定 在 将 来 的 某 个 时 间 世 界 上 的 每 部 电话 将 被 分 配 一 个 号 码 ， 这 个 号 码 包 含 一 个 1 到 3 位 数字 的 形 

如 X、XX 或 XXX 的 国家 代码 ， 后 面 跟随 着 一 个 10 位 数字 的 形 如 NXX-NXX-XXXX 的 电话 号 码 

(如 例 8 所 描述 的 )。 在 这 个 编码 计划 中 ， 全 世界 将 有 和 多少 个 不 同 的 有 效 电话 号 码 ? 

用 于 Wi-Fi( 无 线 保 真 ) 网 络 的 有 线 等 效 保密 (WEP) 协 议 的 密码 是 一 个 或 者 10、26， 或 者 58 位 的 十 六 

进 制 数 字 串 ， 一共 能 有 多 少 种 这 样 的 密码 ? 

使 用 容 斥 原理 计算 小 于 1 000 000 且 不 能 被 4 或 者 6 整除 的 正 整 数 的 个 数 。 

有 和 多少 种 不 同 的 方式 排列 字母 a、b、c 和 d， 使 得 b 不 紧 跟 在 a 的 后 边 ? 

使 用 树 图 确定 13，7，9，11，24}) 的 子 集 数 ， 使 得 子 集中 的 元 素 之 和 小 于 28。 

a) 假 设 运动 鞋 的 流行 式样 对 男女 都 适用 。 女 鞋 的 大 小 号 码 是 6、7、8、9， 男 鞋 的 大 小 号 码 是 8、9、 
10、11 和 12。 男 鞋 有 白色 和 黑色 ， 而 女 鞋 是 白色 、 红 色 和 和 黑色。 如 果 一 个 商店 各 种 大 小 和 颜色 的 
男 、 女 运动 鞋 必 须 至 少 存 一 双 ， 用 树 图 确定 所 需要 的 鞋 的 数目 。 

b) 使 用 计数 原理 回答 a 中 的 问题 .。 

确定 有 nn 个 选手 参加 的 双 败 淘汰赛 的 比赛 场次 数 的 最 小 值 和 最 大 值 。 双 败 淘 汰 赛 规则 是 每 一 场 比 赛 

有 两 名 选手 参加 ， 胜 者 晋级 ， 仅 失败 一 场 的 选手 晋级 ， 

使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 求 和 法 则 证 明 关 于 m 个 任务 的 求 和 法 则 ， 

具有 nn 条 边 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 对 角 线 ? (如果 在 多 边 形 内 或 边界 的 每 两 个 顶点 的 连 线 完全 在 这 个 集 

合 内 ， 则 称 为 凸 多 边 形 ) 。 


3.2 钥 巢 原理 
3;2.1 引言 


有 20 只 包子 要 飞 往 19 个 铝 巢 栖息 。 由 于 有 20 只 够 子 ， 而 只 有 19 个 鲍 梨 ， 所 以 这 19 个 钥 巢 中 至 少 


有 1 个 铝 巢 里 最 少 栖息 着 2 只 饮 子 。 为 了 说 明 这 个 结论 是 真 的 ， 注 意 如 果 每 个 饮 集 中 最 多 栖息 1 只 铝 子 ， 
那么 最 多 只 有 19 只 鲍 子 有 住处 ， 其 中 每 只 角 子 一 个 巢 。 这 个 例子 阐述 了 一 个 一 般 原 理 ， 叫 作 镶 巢 原 理 . 
该 原理 断言 : 如 果 铀 子 数 比 鸽 巢 数 多 ,那么 一 定 有 一 个 铝 巢 里 至 少 有 2 只 鲍 子 ( 见 图 1)。 当 然 ， 这 个 原 
理 除了 饮 子 和 馈 巢 外 也 可 以 用 于 其 他 对 象 。 





图 1 钢 子 比 鲍 巢 多 
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证 明 假定 个 盒子 中 没有 一 个 盒子 包含 的 物体 多 于 1 个 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 上 ， 这 与 至 

少 有 & 十 1 个 物体 韦 盾 。 4 
铝 巢 原理 也 叫 作 狄 利克 雷 抽 屠 原理 ， 以 19 世纪 的 德国 数学 家 狄 利克 雷 的 名 字 命 名 ， 他 经 

党 在 工作 中 使 用 这 个 原理 。( 狄 利克 雷 不 是 第 一 个 使 用 这 个 原理 的 人 人。 至少 有 两 个 巴黎 人 用 有 

相同 数量 的 头发 的 事例 说 明 这 个 原理 的 可 追溯 到 17 世纪 ， 见 练习 35。) 这 是 对 我 们 前 几 章 中 证 

明 方 法 的 一 个 重要 补充 。 我 们 在 这 一 章 介 绍 它 ， 因 为 它 在 组 合 学 中 有 许多 重要 应 用 。 

我 们 将 说 明 蚀 个 原理 的 有 用 性 。 我 们 首先 证 明 关于 函数 的 一 个 推论 。 










证 明 设 消 数 f 陪 域 中 的 每 一 个 元 素 y 都 有 一 个 盒子 ， 包含 了 定义 域 中 满足 f(z) 三 y 的 

zx。 因为 定义 域 有 上 十 1 或 者 更 多 个 元 素 ， 而 陪 域 只 有 & 个 元 素 ， 所 以 由 铅 梨 原理 可 知 这 些 盒子 

中 有 一 个 包含 了 定义 域 中 2 个 或 者 更 多 的 < 元素。 这 说 明 f 不 是 一 对 一 函数 。 4 
例 1 一 3 说 明了 怎样 使 用 铝 梨 原理 。 


在 一 组 367 个 人 中 一 定 至 少 有 2 个 人 有 相同 的 生日 ， 这 是 由 于 只 有 366 个 可 能 的 生日 。 4 


在 27 个 英文 单词 中 一 定 至 少 有 2 个 单词 以 同一 个 字母 开始 ， 因 为 英文 字母 表 中 只 有 
26 个 字母 。 | 

如 果 考 试 的 分 数 是 从 0 到 100， 班 上 必须 有 多 少 个 学 生 才 能 保证 在 这 次 期 未 考试 中 
至 少 有 2 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 期 未 考试 有 101 个 分 数 。 铝 梨 原 理 证 明 在 102 个 学 生 中 一 定 至 少 有 2 个 学 生 具 有 相同 
的 分 数 。 号 

铝 梨 原理 在 许多 证 明 中 都 是 有 用 的 工具 ， 有 些 证 明 结 果 是 令 人 意外 的 ， 正 如 例 4 所 给 
出 的 。 

证 明 :， 对 每 个 整数 nn， 存在 一 个 数 是 n 的 倍数 且 在 它 的 十 进 制 表示 中 只 出 现 0 和 1。 

解 ” 令 妈 是 正 整数 。 考 虑 个 整数 1，11，111，…，11*…1( 在 这 个 表 中 ， 最 后 一 个 整数 的 
十 进 制 表示 中 具有 n 十 1 个 1)。 注 意 当 一 个 整数 被 n 整除 时 存在 n 个 可 能 的 余数 。 因 为 这 个 表 


中 有 十 1 个 整数 ， 由 饮 昌 原理 ， 必 有 两 个 整数 在 除 以 n 时 有 相同 的 余数 。 这 两 个 整数 之 差 的 
十 进 制 表示 中 只 含有 0 和 1， 且 它 能 被 2 整除。 4 


3.2.2 广义 久 巢 原理 

铝 巢 原理 指出 当 物 体 比 盒子 多 时 一 定 至 少 有 2 个 物体 在 同一 个 盒子 里 。 但 是 当 物 体 数 超过 
盒子 数 的 倍数 时 可 以 得 出 更 多 的 结果 。 例 如 ,在 任意 21 个 十 进 制 数字 中 一 定 有 3 个 是 相同 的 。 
这 是 由 于 21 个 物体 被 分 配 到 10 个 盒子 里 ， 那 么 某 个 盒子 的 物体 一 定 多 于 2 个 。 













证 明 ”假定 没有 盒子 包含 了 比 [N/&1 一 1 多 的 物体 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 


N N 
t(| 虽 = 本 二 多 (全 + 一 1)= 和 
这 里 用 到 不 等 式 [N/t 二 CN/ 人 十 1。 这 与 存在 总 数 N 个 物体 矛盾 。 9 
一 类 普遍 的 问题 是 ， 把 一 些 物体 分 到 上 个 盒子 中 ， 使 得 某 个 盒子 至 少 含有 r+ 个 物体 ， 求 这 


Kxtrey 
Exon Plies 


> 


Extra > 
Exompies. 


140 第 3 章 


些 物体 的 最 少 个 数 。 当 有 NN 个 物体 时 ， 广义 名 巢 原理 告诉 我 们 ， 只 要 [N/k| 宇 r， 一 定 有 7 个 
物体 在 同一 个 盒子 里 。 满 足 N/k 放 r 一 1 的 最 小 正 整 数 ， 即 N= 二 k&(r 一 1) 十 1， 是 满足 不 等 式 [ NN/ 
k| 三 7 的 最 小 正 整 数 。 还 可 能 有 更 小 的 N 值 吗 ? 答案 是 没有 ， 因 为 如 果 我 们 有 &Cr 一 1 个 物体 ， 
我 们 就 可 以 在 天 个 盒子 的 每 个 盒子 中 放 > 一 1 个 物体 ， 因 此 没有 一 个 盒子 至 少 有 -个 物体 。 

当 思 考 这 种 问题 时 ， 下 面 的 想法 是 有 用 的 ， 就 是 在 不 断 地 放 物 体 时 怎样 避免 一 个 盒子 至 少 
有 7 个 物体 出 现 。 为 避免 把 第 > 个 物体 放 到 任何 一 个 盒子 里 ， 每 个 盒子 最 终 将 以 具有 一 1 个 物 
体 结 束 。 如 果 不 允 许 将 第 > 个 物体 放 到 盒子 里 ， 就 没有 办 法 增加 下 一 个 物体 。 

例 5 一 8 说 明了 怎样 使 用 广义 铝 梨 原理 。 

在 100 个 人 中 至 少 有 [100/12]=9 个 人 生 在 同一 个 月 。 本 

了 如 果 有 5 个 可 能 的 成 绩 A、B、C、D 和 FF， 那 么 在 一 个 离散 数学 班 里 最 少 有 多 少 个 
学 生 才 能 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 为 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ， 需 要 的 最 少 学 生 数 是 使 得 [|N/51==6 的 最 小 整 
数 N。 这 样 的 最 小 整数 是 N= 二 5。5 十 1 二 26。 如 果 只 有 25 个 学 生 ， 可 能 是 5 个 学 生得 到 同样 的 
分 数 ， 而 没有 6 个 学 生得 到 同样 的 分 数 。 于 是 ，26 是 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 分 数 所 需 的 最 
少 学 生 数 。 4 

@ 好 a) 从 一 副 标 准 的 52 张 牌 中 必须 选 多 少 张 牌 才 能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 同样 的 
花色 ? 

b) 必须 选 多 少 张 牌 才 能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 红心 ? 

解 a) 假 设 存 在 4 个 盒子 保存 4 种 花色 的 牌 ， 选 中 的 牌 放 在 同 种 花色 的 盒子 里 。 使 用 广义 
铝 梨 原理 ， 如 果 选 了 N 张 牌 ， 那么 至 少 有 一 个 盒子 含有 至 少 |N/41 张 牌 。 因 此 如 果 [ N/41 之 3， 
我 们 知道 至 少 选 了 3 张 同 种 花色 的 牌 。 使 得 TN/41 宇 3 的 最 小 的 整数 N 是 N= 二 2，4 十 1 二 9， 所 
以 9 张 牌 就 足够 了 。 注意 如 果 选 8 张 牌 ， 可 能 每 种 花色 2 张 牌 ， 因 此 必须 选 9 张 牌 才能 保证 选 
出 的 牌 中 至 少 3 张 是 同样 的 花色 。 想 到 这 一 点 的 一 个 好 方法 就 是 ， 注 意 到 在 选 了 8 张 牌 以 后 没 
有 办 法 避免 出 现 3 张 同 样 花色 的 牌 。 

b) 我 们 不 用 广义 名 和 巢 原理 回答 这 个 问题 ， 因 为 我 们 要 保证 存在 3 张 红 心 而 不 仅仅 是 3 张 同 
样 花色 的 牌 。 在 最 坏 情 况 下 ， 在 选 一 张 红 心 以 前 可 能 已 经 选 了 所 有 的 黑 桃 、 方 块 、 梅 花 ， 总 共 
39 张 牌 ， 下 面 选 的 3 张 牌 将 都 是 红心 。 因 此 为 得 到 3 张 红 心 ， 可 能 需要 选 42 张 牌 。 a 

为 保证 一 个 州 的 2500 万 个 电话 有 不 同 的 10 位 电话 号 码 ， 所 需 的 地 区 代码 的 最 小 数 
是 多 少 ? (假定 电话 号 码 是 NXX-NXX-XXXX 形式 ， 其 中 前 3 位 是 地 区 代码 ，N 表示 从 2 到 9 
的 十 进 制 数 字 ，X 表示 任何 十 进 制 数字 。) 

解 有 800 万 个 形 如 NXX-XXXX 的 不 同 的 电话 号 码 ( 如 3.1 市 的 例 8 所 示 )。 因 此 ， 由 广 
义 铝 梨 原理， 在 2500 万 个 电话 号 码 中 ， 一 定 至 少 有 |[|25 000 000/8 000 0001 个 同样 的 电话 号 码 。 
因此 至 少 需要 4 个 地 区 代码 来 保证 所 有 的 10 位 号 码 是 不 同 的 。 4 

尽管 例 9 没有 用 到 广义 钢 梨 原理 ， 但 也 用 到 了 类 似 的 原理 。 

假设 计算 机 科学 实验 室 有 15 台 工 作 站 和 10 台 服 务 器 。 可 以 用 一 条 电缆 直接 把 工作 
站 连接 到 服务 器 。 同 一 时 刻 只 有 一 条 到 服务 器 的 直接 连接 是 有 效 的 。 我 们 想 保 证 在 任何 时 刻 任 
何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 尽 管 我 们 可 以 通过 将 每 
台 工 作 站 直接 连接 到 每 台 服 务 器 (使 用 150 条 连 线 ) 来 做 到 这 一 点 ,但 达到 这 个 目标 所 需要 的 最 
少 直 接连 线 的 数目 是 多 少 ? 

解 将 工作 站 标记 为 W'， W,,， ea， Wi5， 服务 顺 标 记 为 S1， S,， Se oo 假设 对 于 k= 1， 
2，…，10， 我 们 连接 三 , 到 S;， 并 且 Wi 、Wi:、Wi3、Wis 和 Wi; 中 的 每 个 工作 站 都 连接 到 所 有 
的 10 台 服 务 器 。 总 共 10 十 5。10=60 条 直接 连 线 。 显 然 ,， 在 任何 时 刻 ， 任 何 一 组 不 超过 10 台 工 
作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 为 看 到 这 一 点 只 要 注意 下 述 事 实 : 如 果 这 个 组 
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包含 工作 站 W;(1j 生 10)， 那么 W; 可 以 访问 服务 器 S;。 对 于 组 里 的 每 合 工作 站 Wi (k 宇 11), 一 
定 存 在 不 在 组 里 的 工作 站 W; (1 二 7 二 10) 与 之 对 应 ， 因 此 Wi 可 以 访问 服务 絮 S (这 是 由 于 存在 多 
少 台 不 在 组 里 的 工作 站 W;，1 志 ;二 10， 至 少 存在 同样 多 台 的 服务 器 S; 可 以 被 其 他 工作 站 访问 )。 

现在 假设 在 工作 站 和 服务 器 之 间 直 接连 线 少 于 60 条 。 那 么 某 台 服务 器 将 至 多 连接 [59/10」 二 
5 台 工 作 站 。( 如 果 所 有 的 服务 器 连接 到 至 少 6 台 工 作 站 ， 那 么 将 存在 至 少 6，10=60 条 直接 连 
线 .) 这 意味 着 剩 下 的 9 台 服 务 器 对 于 其 他 10 台 工 作 站 同时 访问 不 同 的 服务 需 就 不 够 用 了 。 因 
此 ， 至 少 需要 60 条 直接 连 线 ， 从 而 得 到 答案 是 60。 4 


3.2.3 鲍 梨 原理 的 几 个 简单 应 用 

在 锣 梨 原理 的 许多 有 趣 应 用 中 ， 必 须 用 某 种 巧妙 的 方式 选择 放 和 人 盒子 中 的 物体 。 下 面 将 擅 
述 这 样 的 一 些 应 用 。 

全 在 30 天 的 一 个 月 里 ， 某 棒球 队 一 天 至 少 打 一 场 比赛 ， 但 至 多 打 45 场 。 证 明 一 定 有 
连续 的 若干 天 内 这 个 队 恰 好 打 了 14 场 。 

解 令 w 是 在 这 个 月 的 第 7 天 或 第 ) 天 之 前 所 打 的 场 数 。 则 wm ，a; ，*…，ayw 是 不 同 正 整 数 
的 一 个 递增 序列 ， 其 中 1 委 w 委 45。 而 且 a 十 14，w 十 14，…，as 十 14 也 是 不 同 正 整数 的 一 个 
递增 序列 ， 其 中 15 委 ww 十 14 委 59。 

60 个 正 整 数 a，a，…，ao，w 十 14，w 十 14，…，as 十 14 全 都 小 于 等 于 59。 因 此 ， 由 
铝 梨 原理 ， 有 两 个 正 整 数 相 等 。 因 为 整数 a;(j 二 1，2，…，30) 都 不 相同 ,并且 aj 十 14(j 二 1， 
2，…，30) 也 不 相同 ， 所 以 一 定 存在 下 标 ; 和 ,7 满足 a, 二 a; 十 14。 这 意味 着 从 第 j 十 1 天 到 第 i 
天 恰好 打 了 14 场 比赛 。 本 

证 明 在 不 超过 2n 的 任意 nn 十 1 个 正 整数 中 一 定 存 在 一 个 正 整 数 被 为 一 个 正 整 数 
整除 。 

解 把 2 二 1 个 整数 wa ，a,，…:， a+i 中 的 每 一 个 都 写成 2 的 帘 与 一 个 奇数 的 乘积 。 换 句 话 
说 ， 令 a; 二 2"g;(j 三 1， By es 其 中 k; 是 非 负 整数 ， gi 是 奇数 。 整数 3 i 
gn+1 都 是 小 于 2n 的 正 奇 数 。 因 为 只 存在 nn 个 小 于 2n 的 正 奇数 ， 所 以 由 铝 梨 原理 ，q，q ，… 
qn+!1 中 必 有 两 个 相等 。 于 是 ， 存 在 整数 i 和 j 使 得 gq; 二 gq;。 令 gi 与 gj 的 公共 值 是 9g， 那么 a 二 
2"%g， a 二 23q。 因 而 ， 着 二 k;， 则 a; 整除 a;; 大 上 : 二 k;， 则 a; 整除 a;。 | 

巧妙 地 应 用 铅 巢 原理 证 明了 在 不 同 整数 的 序列 中 存在 着 确定 长 度 的 递增 或 递减 子 序 列 。 在 
给 出 这 个 应 用 之 前 先 回顾 某 些 定义 。 假 定 a ，w ，…，qax 是 实数 序列 。 它 的 一 个 子 序列 是 形 如 
a; ，a，"…，Qa; 的 序列 ， 其 中 1 过 之 记过 … 过 i; 才 N。 因 此 一 个 子 序列 是 从 初始 序列 得 到 的 序 
列 ， 按 照 原来 的 顺序 选取 初始 序列 的 某 些 项 ， 也 许 要 排除 其 他 的 项 。 如 果 这 个 序列 的 每 一 项 都 
大 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递增 的 ， 如 果 每 一 项 都 小 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递减 的 。 


1 








在 证 明定 理 3 之 前 先 给 出 一 个 例子 。 

序列 8，11，9，1,， 4，6，12，10，5，7 包含 10 项 。 由 于 10 二 3: 十 1， 存 在 四 个 长 
为 4 的 严格 递增 子 序列 ， 即 1，4，6，12; 1，4，6，7; 1，4，6，10 和 1，4，5，7。 还 存在 
一 个 长 为 4 的 严格 递减 子 序列 ， 即 11，9，6，5。 < 

现在 给 出 定理 的 证 明 。 

证 明 令 a，aw，…，arfl 是 到 十 1 个 不 同 实 数 的 序列 。 与 序列 中 的 每 一 项 a; 相关 联 着 一 
个 有 序 对 ， 即 (ii，4d)， 其 中 i 是 从 ai 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 的 长 度 ，d 是 从 az 开始 的 最 
长 的 递减 子 序列 的 长 度 。 

假定 没有 长 为 n 十 1 的 递增 或 递减 子 序 列 。 那 么 i 和 da， 都 是 小 于 或 等 于 nn 的 正 整 数 ， kk 二 
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1，2,，…, 7 十 l。 因此， 由 乘积 法 则 ， 关 于 (i，d) 存 在 x 个 可 能 的 有 序 对 。 根 据 饮 蘑 原 理 ， 
十 1 个 有 序 对 中 必 有 两 个 相等 。 换 句 话 说 ， 存 在 项 a, 和 a,，s 二 t， 使 得 i, 二 i, 和 4d, 三 d,。 我 们 将 证 
明 这 是 不 可 能 的 。 由 于 序列 的 项 是 不 同 的 ， 所 以 不 是 a, 二 a, 就 是 a, 记 a,。 如 果 & 二 a,， 奢 么 由 于 二 
i， 所 以 把 a, 加 到 从 w 开始 的 长 度 为 的 递增 子 序列 前 面 就 构造 出 一 个 从 a, 开始 的 长 度 为 i 十 1 的 
递增 子 序 列 。 从 而 产生 了 矛盾。 类 似 地 ， 如 果 谤 >a， 可 以 证 明 忆 一 定 大 于 导 ， 从 而 也 产生 矛盾。 二 

最 后 的 例子 说 明了 怎样 把 广义 鲍 梨 原理 用 于 组 合 学 的 重要 部 分 ， 即 拉 姆 齐 理论 CRamsey 
theory) ， 它 是 以 英国 数学 家 拉 姆 齐 的 名 字 命 名 的 。 拉 姆 齐 理论 通常 可 用 于 处 理 集 合 元 素 的 子 
集 分 配 问题 。 

假定 一 组 有 6 个 人 ， 任 意 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 。 证 明 在 这 组 人 中 或 存在 3 
个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

解 . 令 人 是 6 个 人 中 的 一 人 ， 组 里 其 他 5 个 人 中 至 少 有 3 个 是 A. 的 朋友 ， 或 至 洗 有 "3. 个 是 
4 的 敌人 。 这 可 从 广义 够 梨 原 理 得 出 ， 因 为 当 5 个 物体 分 成 两 个 集合 时 ， 其 中 的 一 个 集合 至 少 
有 [5/21=3 个 元 素 。 若 是 前 一 种 情况 ， 假 定 B、C 和 DD 是 A 的 朋友 。 如 果 这 3 个 人 中 有 2 个 也 
是 朋友 ， 那 么 这 2 个 人 和 A 构成 彼此 是 朋友 的 3 人 组 。 否则 ，B、C 和 构成 彼此 为 敌人 的 3 
人 组 。 对 于 后 一 种 情况 的 证 明 ， 当 A 存在 3 个 或 更 多 的 敌人 时 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 忆 

拉 姆 齐 数 R(m，n)( 其 中 m 和 nn 是 大 于 或 等 于 2 的 正 整 数 ) 表 示 : 假设 晚会 上 每 两 个 人 是 朋 
友 或 者 是 敌人 ， 那 么 在 一 个 晚会 上 使 得 或 者 有 mr 个 人 两 两 都 是 朋友 ， 或 者 有 nn 个 人 两 两 都 是 敌 
人 所 需要 的 最 少 人 数 。 例 13 显示 R(3，3) 三 6。 在 一 组 5 个 人 中 ， 其 中 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 
敌人 ， 可 能 没有 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 没有 3 个 人 两 两 是 敌人 ， 因 此 我 们 断言 R(3，3) 二 6( 见 
练习 28) 。 

可 以 证 明 某 些 关 于 拉 姆 齐 数 的 有 用 的 性 质 ， 但 是 对 于 大 多 数 拉 姆 齐 数 ， 找 到 精确 的 值 是 困 
难 的 。 根 据 对 称 性 可 以 证 明 RGmn， nn) 二 RC(n，m)( 见 练习 32) 。 对 于 每 个 正 整 数 二 2， 我 们 也 
有 R(2，n) 二 n( 见 练习 31) 。 只 知道 9 个 拉 姆 齐 数 RC(m，n) (3 三 m 夺 nn) 的 精确 值 ， 其 中 包括 
R(4，4) 王 18。 对 许多 其 他 的 拉 姆 齐 数 只 知道 界 ， 包 括 R(5，5) 在 内 , 已 知 它 满足 43 夺 RG(5， 
5) 委 49。 有 兴趣 更 多 地 了 解 有 关 拉 姆 齐 数 知 识 的 读者 可 以 参考 LMiRo91 .或 LGrRoSp90 | 。 


奇数 编号 练习 

1. 假定 周末 不 排 课 ,， 证明 : 在 任 一 组 6 门 课 中 一 定 有 2 门 课 安 排 在 同一 天 上 课 。 

3. 抽 履 里 有 一 打 棕 色 的 短 袜 和 一 打黑 色 的 短 袜 ， 全 都 没有 配 好 对 。 一 个 人 在 黑暗 中 随机 取出 一 些 袜子 。 
a) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 同色 的 ? 

b) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 黑色 的 ? 

5. 某 学 院 的 学 生 属 于 四 个 年 级 ， 这 是 依据 他 们 的 毕业 年 份 来 划分 的 。 每 一 个 学 生 必 须 选 择 21 个 专业 中 
的 一 个 专业 。 需 要 多 少 学 生 才 能 保证 在 同一 年 同一 个 专业 有 两 名 学 生 将 要 毕业 ? 

7. 证 明 : 在 任意 5 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

9. 设 友 是 正 整数 。 证 明 : 在 任意 一 组 n 个 连续 的 正 整 数 中 恰好 有 1 个 被 n 整除。 

11. 在 一 个 大 学 里 每 个 学 生来 自 50 个 州 中 的 一 个 州 ， 那 么 必须 有 多 少 个 学 生 注 册 才 能 保证 至 少 有 100 个 
学 生来 自 同一 个 州 ? 

13. 设 (zx;，y;， 名)(i 二 1]，2，3，4，5，6，7，8，9) 是 xyz 空间 中 一 组 具有 整数 坐标 的 9 个 不 同 的 点 。 
证 明 : 至 少 有 一 对 点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

15. a) 证 明 : 如 果 从 前 8 个 正 整数 中 选 5 个 整数 ， 一 定 存在 一 对 整数 其 和 等 于 9。 

b) 如 果 不 是 选 5 个 而 是 选 4 个 整数 ，a 的 结论 还 为 真 吗 ? 

17. 从 集合 {1，2，3，4，5，6} 中 必须 选 多 少 个 数 才 能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 7? 

19. 一 个 公司 在 仓库 中 存储 产品 。 仓 库 中 的 存储 柜 由 通道 、 它 们 在 通道 中 的 位 置 和 货架 来 指定 。 整 个 仓 
库 有 50 个 通道 ， 每 个 通道 有 85 个 水 平 位 置 ， 每 个 位 置 有 5 个 货架 。 公 司 产 品 数 至 少 是 多 少 才 能 使 得 
在 同一 个 存储 柜 中 至 少 有 2 个 产品 ? 

21. 在 25 个 学 生 的 离散 数学 班 中 ， 设 学 生 有 一 年 级 的 、 二 年 级 的 或 者 三 年 级 的 。 
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23。 
,25, 
¥ 2 

29, 


31. 
33， 


35. 


37, 
39. 
41, 
43, 
45. 


* 47, 
* 49. 


a) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 9 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 三 年 级 的 。 

b) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 3 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 19 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 5 个 是 三 年 级 的 。 
构造 16 个 正 整 数 的 序列 ， 使 得 它 没有 5 项 的 递增 或 递减 子 序列 。 

25 个 女孩 和 25 个 男 护 围 坐 一 个 圆桌 旁边 ,证 明 总 会 有 一 个 人 的 邻 座 都 是 男孩 。 

用 伪 码 描述 一 个 算法 产生 一 个 不 同 整数 序列 的 最 大 递增 或 递减 子 序列 。 

证 明 : 在 任 一 组 10 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 )， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 
存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 ， 并 且 存 在 3 个 人 彼此 是 敌人 ， 或 存在 4 个 人 彼此 是 朋友 。 

证 明 : 如 果 是正 整数 ，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 R(2，) 等 于 n。( 回 忆 3. 2 节 例 13 后 对 拉 姆 齐 数 的 讨论 。) 
证 明 : 在 加 利 福 尼 亚 州 (人 口 3900 万 ) 至 少 有 6 个 人 姓名 的 3 个 缩写 字母 相同 并 且 他 们 生 在 一 年 的 同 
一 天 (但 不 一 定 是 同一 年 )。 假 设 每 个 人 的 姓名 都 有 3 个 缩写 字母 。 

在 17 世纪， 巴黎 人 口 超过 800 000。 那 时 ， 认 为 人 的 头发 不 会 超过 200 000 根 。 设 这 些 数 据 都 是 正确 
的 ， 而 且 每 一 个 人 头 上 至 少 有 一 根 头 发 (没有 人 完全 没有 头发 )。 使 用 角 巢 原理 证 明 ， 如 法 国 作家 皮 
尔 尼 科 尔 所 做 的 ， 有 两 个 巴黎 人 有 相同 数量 的 头发 。 使 用 广义 铅 巢 原理 证 明 至 少 有 5 个 巴黎 人 有 相 
同 数量 的 头发 。 

一 个 大 学 有 38 个 不 同 的 时 间 段 来 安排 课程 ， 如 果 有 677 门 不 同 的 课程 ， 那 么 需要 多 少 个 不 同 的 教室 ? 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 直接 连接 到 零 台 或 者 更 多 台 其 他 计算 机 。 证 明 : 网 
络 中 至 少 有 两 台 计 算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。( 提 示 : 不 可 能 一 台 计算 机 不 与 任何 计算 机 
相连 或 连接 到 所 有 其 他 计算 机 。) 

把 100 台 计 算 机 连接 到 20 台 打 印 机 上 ， 为 保证 20 台 计 算 机 可 以 直接 访问 20 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 
至 少 需要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

一 个 摔跤 选手 是 75 小 时 之 内 的 冠军 。 该 选手 一 小 时 至 少 赛 一 场 ， 但 总 共 不 超过 125 场 。 证 明 : 存在 
着 连续 的 若干 个 小 时 使 得 该 选手 恰好 进行 了 24 场 比赛 。 

如 果 了 是 从 S 到 本 的 函数 ， 其 中 S 和 工 是 有 穷 集 ， 并 且 m= 且 S|/|T||， 那么 证 明 至 少 存在 S 的 m 
个 元 素 映 射 到 工 的 同一 个 值 。 即 存在 S 中 的 元 素 s1 ，s; ，*“，ss 使 得 f(s51)==f(52)==… 二 f(sn)。 
设 工 是 无 理 数 。 证 明 : 对 于 某 个 不 超过 n 的 正 整 数 ,在 jz 与 到 jz 最近 的 整数 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 1/n。 
在 这 个 练习 中 概述 了 基于 广义 锣 梨 原理 的 定理 3 的 证 明 ， 使 用 的 记号 与 教科 书 中 的 证 明 一 样 。 


a) 假 定 i k=1， > SF 元 十] 。 使 用 广义 鲍 梨 原理 证 明 : 存在 即 十 ] 个 项 Ag x Qk, 或 “ 旬 " 才 Qk 41 满 
足 tk, = ps 其 中 l<ki<hks ki 
b) 证 明 : Qk 一 Qt 1 * Tis Sy ws To [提示 : 假定 Cs; 二 ai 9 证 明 这 将 推出 te > 的 了 矛盾。 


c) 使 用 a 和 pb 证明: 如 果 没 有 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序列 ,那么 一 定 有 同样 长 度 的 递减 子 序列 。 


3.3 排列 与 组 合 
3.3.1 引言 


许多 计数 问题 都 可 以 通过 找到 特定 大 小 的 集合 中 不 同 元 素 排列 的 不 同方 法 数 来 得 以 解决 ， 


其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 有 限制 的 。 许 多 其 他 计数 问题 也 可 以 通过 从 特定 大 小 的 集合 元 素 中 选择 
特定 数量 元 素 的 方法 数 来 得 以 解决 ， 其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 不 受 限 制 的 。 例 如 ， 从 5 个 学 生 中 
选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 


人 、 
证 19 


有 多 少 种 选择 方法 ? 本 节 将 介绍 一 些 方 法 来 解决 此 类 问题 。 


3. 3.2 排列 


我 们 先 通 过 解决 引言 中 提出 的 第 一 个 问题 以 及 一 些 其 他 相关 问题 来 开始 本 节 的 内 容 。 
从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 让 5 个 学 生 站 成 一 


行 照相 ， 有 多 少 种 排列 方法 ? 


解 首先 ， 注 意 选 择 学 生 时 次 序 是 有 限制 的 ， 从 5 个 学 生 中 选择 第 一 个 学 生 站 在 一 行 的 


第 一 个 位 置 有 5 种 方法 。 一 旦 这 个 学 生 被 选 定之 后 ， 则 有 4 种 方法 选择 第 二 个 学 生 站 在 一 行 
的 第 二 个 位 置 。 当 第 一 和 第 二 个 学 生 都 被 选 定 之 后 ， 则 有 3 种 方法 选择 第 三 个 学 生 站 在 一 行 
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的 第 三 个 位 置 。 根 据 乘 积 法 则 ， 共 有 5，4。，3=60 种 方法 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 
行 来 照相 。 

为 了 排列 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 上 照相， 选择 第 一 个 学 生 时 有 5 种 方法 ， 选 择 第 二 个 学 生 
时 有 4 种 方法 ， 第 三 个 学 生 时 有 3 种 方法 ， 第 四 个 学 生 时 有 2 种 方法 ， 第 五 个 学 生 时 有 1 种 方 
法 。 因 此 ， 共 有 5。4。3。2，1 王 120 种 方法 让 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 。 4 

例 1 阐述 了 不 同 个 体 有 次 序 的 排列 是 如 何 计数 的 。 这 也 引出 了 几 个 术语 。 

集合 中 不 同 元 素 的 排列 ， 是 对 这 些 元 素 的 一 种 有 序 安 排 。 我 们 也 对 集合 中 某 些 元 素 的 有 序 
安排 感 兴趣 。 对 一 个 集合 中 -个 元 素 的 有 序 安 排 称 为 排列 。 


局 设 S 王 (1，2，3)》。3，1，2 是 S 的 一 个 排列 ，3，2 是 S 的 一 个 2 排列 。 司 








时 设 S 二 {1，2，3}。S 的 2 排列 有 如 下 有 序 安排 : a, 6b; a, c; b, a; b,c; c，ai 5， 
5b。 因此 ， 具 有 3 个 元 素 的 这 个 集合 共有 6 个 2 排列 。 所 有 具有 3 个 元 素 的 集合 都 有 6 个 2 排 
列 。 有 3 种 方法 选择 排列 中 的 第 一 个 元 素 。 有 2 种 方法 选择 排列 中 的 第 二 个 元 素 ， 因 为 第 二 个 元 
素 必 须 不 同 于 第 一 个 元 素 。 因 此 ， 根 据 乘积 法 则 ， 有 P(3，2) 王 3。 2 二 6。 4 
下 面 利用 乘积 法 则 找 出 求 PC(n，7) 的 一 个 公式 ， 其 中 nn 和 wv 都 是 任意 正 整 数 ， 且 1<r<n。 






证 明 选择 这 个 排列 的 第 一 个 元 素 可 以 有 nn 种 方法 ， 因 为 集合 中 及 n 个 元 素 。 选 择 排列 的 
第 二 个 元 素 有 "一 1 种 方法 ， 由 于 在 使 用 了 为 第 一 个 位 置 挑 出 的 元 素 之 后 集合 里 还 留 下 了 nn 一 1 
个 元 素 。 类 似 地 ， 选 择 第 三 个 元 素 有 ?一 2 种 方法 ， 以 此 类 推 ， 直 到 选择 第 ~ 个 元 素 恰好 
2 一 (7 一 1) 一 2 一 r 十 1 种 方法 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 
i ,nt 

个 集合 的 7 排列。 可 

注意 ， 只 要 ?是 一 个 非 负 整 数 ， 就 有 P(z，0) 王 1， 因 为 恰好 有 一 种 方法 来 排列 0 个 元 素 。 
也 就 是 说 ， 恰 好 有 一 个 排列 中 没有 元 素 ， 即 空 排列 。 

下 面 给 出 定理 1 的 一 个 有 用 的 推论 。 






二 ‘ by 的 ee 
We ) . 4 | me -i 
i i 名 人 有 we. | a Oy 
Ee Bs | Dd oe a We ur Ce 4 Ye P| pa 宪 者 | 
. | L a a er A ni 


证 明 ” 当 n 和 7 是 整数 ， 且 1 过 rn 时， 由 定理 1 有 
TE 
(nO— 7r)! 
ne A "nl 所 
因为 只 要 是 非 负 整 数 ， 就 有 二 -下 二 于 二 1， 所 以 我 们 知道 公式 PCn, 四 一 志 全 二， 当 一 
0 时 也 成 立 。 ,| 


由 定理 1 知道 ， 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 P(n，n)= 二 n!。 用 一 些 例子 来 说 明 这 个 结论 。 
在 进入 竞赛 的 100 个 不 同 的 人 中 有 多 少 种 方法 选 出 一 个 一 等 奖 得 主 、 一 个 二 等 奖 得 
主 和 一 个 三 等 奖 得 主 ? 
解 ” 不 管 哪个 人 得 哪个 奖 ， 选 取 3 个 得 奖 人 的 方法 数 是 从 100 个 元 素 的 集合 中 有 序 选择 3 
个 元 素 的 方法 数 ， 即 100 个 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 ， 答 案 是 
P(100,3) 一 100。99。98 = 970 200 本 


电导 假定 有 8 个 赛跑 运动 员 。 第 一 名 得 到 一 枚 金牌 ， 第 二 名 得 到 一 枚 银牌 ， 第 三 名 得 到 
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一 枚 铜牌 。 如 果 比 赛 可 能 出 现 所 有 可 能 的 结果 ， 有 多 少 种 不 同 的 颁奖 方式 ? 

解 ” 颁 奖 方式 就 是 8 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 存在 P(8，3) 二 8，7。6 二 336 种 可 能 的 
颁奖 方式 。 二 

假定 一 个 女 推 销 员 要 访问 8 个 不 同 的 城市 。 她 的 访问 必须 从 某 个 指定 的 城市 开始 ， 
但 对 其 他 7 个 城市 的 访问 可 以 按照 任何 次 序 进行 。 当 访问 这 些 城 市 时 ， 这 个 女 推销 员 可 以 有 多 
少 种 可 能 的 次 序 ? 

解 ” 由 于 第 一 个 城市 是 确定 的 ， 而 其 他 7 个 城市 可 以 是 任意 的 顺序 ， 所 以 城市 之 间 可 能 的 
路 径 数 是 7 个 元 素 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 女 推销 员 有 7! =7. 6. 5.4。3。2。1 三 5040 种 方 
式 选 择 她 的 旅行 。 比 如 说 ， 如 果 这 个 女 推 销 员 想 要 在 城市 中 找 出 具有 最 短 距 离 的 路 径 ， 并 且 她 
对 每 一 条 可 能 的 路 径 计 算 总 距离 ， 那么 她 必须 考虑 5040 条 路 径 。 器 

字母 ABCDEFGH 有 多 少 种 排列 包含 串 ABC? 

解 ” 由 于 字母 ABC 必须 成 组 出 现 ， 我们 可 以 通过 找 6 个 对 象 ， 即 组 ABC 和 单个 字母 D、 
E、F、G 和 了 HH 的 排列 数 得 到 答案 。 由 于 这 6 个 对 象 可 以 按 任 何 次 序 出 现 ， 因 此 ， 存 在 6! = 
720 种 ABCDEFGH 字母 的 排列 ， 其 中 ABC 成 组 出 现 。 本 


3. 3.3 组 合 

现在 把 注意 力 转 到 无 序 选择 个 体 的 计数 上 来 。 我 们 先 通 过 解决 本 章 引 言 中 提出 的 第 二 个 问 
题 来 开始 本 节 的 内 容 。 

从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 

解 ” 为 了 回答 这 个 问题 ， 只 需 从 含有 4 个 学 生 的 集合 中 找到 具有 3 个 元 素 的 子 集 的 个 数 。 
我 们 知道 ， 一 共有 4 个 这 样 的 子 集 ， 每 个 子 集 中 都 有 一 个 不 同 的 学 生 ， 因 为 选择 4 个 学 生 等 价 
于 从 4 个 学 生 中 选 出 一 个 人 离开 这 个 集合 。 这 就 意味 着 有 4 种 方法 选择 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 
会 ， 这 与 学 生 的 次 序 是 无 关 的 。 省 

例 8 阐明 了 这 样 一 个 事实 : 许多 计数 问题 都 可 以 通过 从 具有 nn 个 元 素 的 集合 中 求 得 特定 大 
小 的 子 集 的 个 数 来 得 以 解决 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 

合 元 素 的 一 个 +r 组合 是 从 这 个 集合 无 序 选取 的 + 个 元 素 。 于 是 ， 简 单 地 说 ,一 个 + 组 合 
是 这 个 集合 的 一 个 7 个 元 素 的 子 集 ， 

设 S 是 集合 {11,，2，3， 相 ， 那 又 位 ，3，4} 是 8 的 一 个 3 组 合 。 (注意 ，{4，1,'3) 与 

组 合 {1，3，4}) 是 一 样 的 ， 因 为 集合 中 元 素 顺 序 是 没有 关系 的 。) 4 


具有 nn 个 不 同 元 素 的 集合 的 r 组 合 数 记 为 C(n，r)。 注 意 Cln， 站 也 记 作 (")， 并 且 称 为 二 


项 式 系 数 。 在 3. 4 节 我 们 将 学 习 这 个 记号 。 
因为 {a,，5，c，4d} 的 2 组 合 是 {a, 引 、{a, c}、{a, d}、 {b,c}、{b,，d} 和 {c，d}， 
共 6 个子 集 ， 所 以 C(4，2) 王 6。 4 
可 以 用 关于 集合 的 7 排列 数 的 公式 确定 n 元 素 的 集合 的 r 组 合 数 。 为 此 只 需 注意 集合 的 + 
排列 可 以 按 下 述 方法 得 到 , 首先 构成 集合 的 ~ 组 合 ， 接 着 排列 这 些 组 合 中 的 元 素 。 下 面 的 定理 
给 出 了 Cln，7) 的 值 ， 它 的 证 明 就 是 基于 这 个 观察 。 





证 明 可 以 如 下 得 到 这 个 集合 的 -排列 。 先 构成 集合 的 Cl(n， 个 + 组 合 ， 然后 以 P(n， 
") 种 方式 排序 每 个 rr 组合 中 的 元 素 ， 这 可 以 用 P(r，7) 种 方式 来 做 。 因 此 ， 
Plns ry—=C(ns YY w= Plrs 7) 


Links > 
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这 就 推出 
人 nl 
有 《zs 下 ri(n— r)! 
我 们 可 以 用 计数 的 除法 法 则 证 明 这 个 定理 。 因 为 在 组 合 中 不 考虑 元 素 的 顺序 ， 并 且 有 
P(r,，7) 种 方式 排序 n 元素 的 + 组 合 中 的 这 7 个 元 素 ， 所 以 n 个 元 素 的 每 个 C(n，n)r 组合 对 应 一 


个 P(r，nr 排列 。 因 此 ， 由 除法 法 则 Cln, 一-， 也 就 是 前 面 的 Cln, 四 一 二 了 一。 14 


尽管 定理 2 中 的 公式 很 清楚 ， 但 对 很 大 的 友和 r 而 言 ， 这 个 公式 并 没有 什么 用 处 。 其 原因 
是 ， 在 实际 计算 中 ， 只 能 对 较 小 的 整数 求 阶乘 的 准确 值 ， 而 且 当 用 浮 点 数 来 计算 时 ， 从 定理 2 
的 公式 中 得 到 的 结果 可 能 并 不 是 一 个 整数 值 。 因 此 ， 当 计算 CC(n, rr) 时 ， 首 先 注意 ， 如 果 从 定 
理 2 的 Cln,， 7) 计 算 公 式 的 分 子 和 分 母 中 都 消去 (n 一 r)! 后 ， 可 以 得 到 
ei nl 和 
eh 1 
因此 ， 为 了 计算 Cl(n，r)， 可 以 从 分 子 和 分 母 中 消去 分 母 中 所 有 较 大 的 因子 ， 再 把 分 子 中 
所 有 没有 消去 的 项 相 乘 ， 然 后 再 除 以 分 母 中 较 小 的 因子 。[ 如 果 是 用 手 而 不 是 用 机 器 计算 ， 有 
必要 再 在 n(n 一 1)…(n 一 r 十 1) 和 rr! 中 消去 公 因 数 。] 注 意 许多 计算 器 中 都 有 一 个 关于 计算 Cln， 
r) 内 置 图 数 ， 这 些 函 数 可 以 对 相对 较 小 的 上 和 > 求 结果 ， 许 多 计算 机 程序 也 可 以 用 来 求 C(n， 
7) 的 值 。[ 这 些 函 数 可 能 称 为 chose(n， 上) 或 binom(n，k)。] 
例 11 说 明了 当 有 相对 于 nn 较 小 时 ， 以 及 当 上 接近 于 n 时 ， 如 何 计 算 C(z，zr) 。 该 例子 也 给 
出 了 组 合 数 C(n，7) 的 一 个 关键 的 恒等式 。 
0 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 5 张 ， 共有 多 少 种 不 同方 法 ? 从 一 副 52 张 标准 扑克 
牌 中 选 出 47 张 ， 又 有 多 少 种 不 同方 法 ? 
解 ” 因 为 从 52 张 牌 中 选 出 5 张 , 这 5 张 牌 的 次 序 不 受 限制 ， 所 以 不 同 的 选择 方法 数 共 有 


二 
C(52,5) = 51471 


为 了 计算 C(52，5)， 首 先 在 分 子 和 分 母 中 都 消去 47!1， 得 


CC52,5) = 52 : 站 : 48 
上 述 表达 式 还 可 以 化 简 。 首 先 将 分 子 中 的 50 除 以 分 母 中 的 因子 5， 则 在 分 子 中 得 到 因子 10; 
然后 将 分 子 中 的 48 除 以 分 母 中 的 因子 4， 则 在 分 子 中 得 到 因子 12; 再 将 分 子 中 的 51 除 以 分 母 
中 的 因子 3， 则 在 分 子 中 得 到 因子 17; 最 后 将 分 子 中 的 52 除 以 分 母 中 的 因子 2， 在 分 子 中 得 到 
因子 26。 于 是 得 到 





C(52，5) 一 26。17。10。49。12 一 2 598 960 
因此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 有 牌 中 选 出 5 张 共有 2598960 种 不 同方 法 。 注 意 从 一 副 52 张 标准 
扑克 有 牌 中 选 出 47 张 ， 不同 的 选择 方法 数 为 
521 
CC52.47) 一 17151 
不 用 再 计算 这 个 值 了 ， 因 为 C(52，57)= 二 C(52，5)。( 因 为 在 计算 它们 的 公式 中 ， 只 有 分 母 中 5! 和 
47! 的 次 序 是 不 同 的 ,) 因 此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 有 牌 中 选 出 47 张 ， 共有 2 598 960 种 不 同方 法 。 二 

在 例 11 中 ， 我 们 看 到 C(52，5)= 王 C(52，47)。 这 很 容易 理解 ， 因 为 52 张 牌 中 取 5 张 牌 也 
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Er 由 定理 2 得 到 
(a nl! 
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Caan! 一 站 Il 
因此 ，C(n, 7) 二 C(n, n—r)。 本 
我 们 也 可 以 不 用 代数 运算 证 明 推 论 2。 而 是 使 用 组 合 证 明 。 我 们 在 定义 1 描述 了 这 种 重要 
nd 


ClRsNi 一 = 





可 以 合用 姐 台 证 明灯 证 请 省 字 沙 六 -项 式 系数 的 恒等式 ， 如 果 可 以 说 明 一 个 恒等式 两 边 通 
过 不 同 的 方法 计数 了 同样 的 元 素 ， 那 么 对 这 个 恒等式 就 可 以 使 用 组 合 证 明 。 现 在 提供 一 个 推论 
2 的 组 合 证 明 。 我 们 同时 提供 双 计 数 证 明和 双 射 证 明 ， 两 者 基于 相同 的 基本 原理 。 

证 明 我 们 将 使 用 双 射 证 明 方 法 证 明 C(2z， 门 三 c(2，2 一 ”>) ， 对 于 所 有 整数 2，r，0 委 私 
n。 设 S 是 有 7 个 元 素 的 集合 。 从 S 的 子 集 A 到 A 的 一 个 函数 是 一 个 从 个 元 素 的 子 集 S 到 > 
一 r 个 元 素 子 集 的 双 射 函数 (读者 可 证 明 )。 因 为 这 两 个 有 限 集 合 有 双 射 函数 ， 所 以 这 两 个 集合 
必定 有 相同 的 元 素 个 数 ， 恒 等 式 Cl(n, 让 二 c(n，n 一 7) 可 得 。 

男 一 种 方法 ,我 们 可 以 通过 双 计 数 证 明 来 解释 。 由 定义 ，C(n,， 7) 是 7 元 素 的 S 子 集 的 个 
数 。 但 S 的 子 集 A 也 确定 了 不 在 A 中 的 元 素 ， 即 A。 因 为 ~ 个 元 素 的 S 子 集 的 补 集 有 nn 一 + 个 
元 素 ， 具 有 -个 元 素 的 S 子 集 的 个 数 是 C(z，w* 一 r) 。 因 此 Cl(n, 7)==C(n, nn 一 7)。 本 
有 多 少 种 方式 从 10 个 选手 的 网 球 队 中 选择 5 个 选手 外 出 参加 在 另 一 个 学 校 的 比赛 ? 


解 ”答案 由 10 元 素 集合 的 5 组 合 数 给 出 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 


各 对 确 
Cd, '5) = B151 = 252 本 


一 组 30 个 人 被 培训 作为 宇航 员 去 完成 首次 登陆 火星 的 任务 。 有 多 少 种 方式 选 出 6 
个 人 的 小 组 来 完成 这 个 任务 (假设 所 有 的 小 组 成 员 有 同样 的 工作 )? 
解 ” 因 为 不 考虑 这 些 人 被 选 的 次 序 ， 所 以 从 30 个 人 中 选 6 个 人 的 小 组 的 方式 数 是 30 元 素 


集合 的 6 组 人 台数。 根据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 


_ 30! _ 30.29.28。27.26.25 _ 
C(30， 7 eT 593 775 


有 多 少 个 长 度 为 nn 的 比特 串 恰好 包含 r 个 1? 

解 ” 在 长 度 为 n 的 比特 串 中 7 个 1 的 位 置 构成 了 集合 {1，2，…，n} 的 rr 组 合 。 因 此 ， 有 
Cln，) 个 长 度 为 n 的 比特 串 恰好 包含 r 个 1。 本 

为 开发 学 校 的 离散 数学 课程 要 选 出 一 个 委员 会 。 如 果 数 学 系 有 9 个 教师 ， 计 算 机 科 
学 系 有 11 个 教师 。 而 这 个 委员 会 要 由 3 个 数学 系 的 教师 和 4 个 计算 机 科学 系 的 教师 组 成 ， 那 
么 有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 ” 由 乘积 法 则 ， 答 案 是 9 元 素 集合 的 3 组 合 数 与 11 元 素 集合 的 4 组 合 数 之 积 。 根 据 定 
理 2， 选 择 这 个 委员 会 的 方式 数 是 


C(9,3) C(11,4) = 
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育 数 编号 练习 

1. 列 出 (a，65，c}) 的 所 有 排列 。 

3. (as b,c，d，e，f，g} 有 和 多少 个 排列 以 a 结尾 ? 
5. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 


Extra 
Exampies 


> 


a)P(6, 3) b)P(6, 5) 
c)P(8，1) d)P(8, 5) 
e) P(8, 8) f) P(10, 9) 
7. 求 出 9 元素 集 合 的 5 排列 数 。 
9. 在 一 场 12 匹 马 的 赛马 中 ， 如 果 所 有 的 比赛 结果 都 是 可 能 的 ， 对 于 第 一 名 、 第 二 名 和 第 三 名 有 多 少 种 
可 能 性 ? 
11. 多 少 个 10 位 比特 串 包含 
a) 恰 好 4 个 1? b) 至 多 4 个 1? 
¢) 至 少 4 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 
13. 一 个 组 有 nn 个 男士 和 nn 个 女士 。 如 果 把 他 们 男女 相间 地 排 成 一 排 ， 有 多 少 种 方式 ? 
15. 有 多 少 种 不 同 的 方式 从 英语 字母 表 中 选择 5 个 字母 ? 
17， 一 个 100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 包含 的 元 素 多 于 2 个 ? 
19. 一 个 硬币 被 搓 10 次 ， 每 次 可 能 出 现 头 像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 


a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 2 个 头像 ? 

c) 至 多 有 3 个 不 是 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
21. 字母 ABCDEFG 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 BCD? b) 串 CFGA? 

c) 串 BA 和 GF? d) 串 ABC 和 DE? 

e) 串 ABC 和 CDE? 们 串 CBA 和 BED? 


23. 有 多 少 种 方式 使 得 8 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 女士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 男士 ， 然 
后 考虑 女士 可 能 的 位 置 .J 

25, 有 多 少 种 方式 使 得 4 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 ， 且 
a) 所 有 男士 站 在 一 起 ? 
b) 所 有 女士 站 在 一 起 ? 


27, 把 编号 为 1，2，…，100 的 100 张 票 卖 给 100 个 不 同 的 人 来 抽奖 。 有 4 项 不 同 的 奖 ， 包括 1 项 大 奖 
(到 塔 希 提 岛 旅游 )。 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 有 和 多少 种 不 同 的 抽奖 方式 ? 
a) 没 有 限制 。 


b) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 
©) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 一 项 奖 。 
d) 拿 47 号 票 的 人 没 赢 奖 。 
e) 拿 19 和 47 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 
们 拿 19、47 和 73 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 
g) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 
h) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 没 赢 奖 。 
i) 拿 19、47、73 或 97 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 
j) 拿 19 和 47 号 票 的 人 赢 了 奖 ， 但 拿 73 和 97 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

29. 一 个 俱乐部 有 25 个 成 员 。 
a) 有 多 少 种 方式 从 中 选择 4 个 人 作为 董事 会 成 员 。 
b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 俱乐部 的 主席 、 副 主席 、 书 记 和 会 计 ? 

* 31. 用 不 超过 100 的 正 整 数 构成 4 排列 ， 其 中 有 多 少 个 排列 包含 3 个 连续 的 整数 下 、& 十 1、R 十 23? 

a) 这 里 的 连续 指 按照 整数 通常 的 顺序 ， 并 且 这 些 连 续 整 数 可 能 被 排列 中 的 其 他 整数 分 开 。 
b) 这 里 的 连续 不 但 指 整数 是 连续 的 ， 而 且 它 们 在 排列 中 的 位 置 也 是 连续 的 。 

33. 英语 字母 表 中 包含 21 个 辅音 和 5 个 元 音 。 由 英语 字母 表 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字 符 串 使 得 它们 
包含 


a) 恰 好 1 个 元 音 ? b) 恰 好 2 个 元 音 ? 
c) 至 少 1 个 元 音 ? d) 至 少 2 个 元 音 ? 


35. 假定 某 个 系 包 含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含 有 相同 数量 的 
男士 和 区 士 ? 


计 数 149 


37. 有 多 少 个 比特 串 恰好 包含 8 个 0 和 10 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟 着 1 个 1? 

39. 有 多 少 个 10 位 比特 串 包含 至 少 3 个 1 和 至 少 3 个 0? 

41. 有 多 少 种 方式 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 组 成 汽车 牌照 且 没 有 字母 和 数字 出 现 2 次 ? 

n 个 人 的 r 圆 排 列 是 n 个 人 中 取 r 个 人 安排 在 圆桌 旁 坐 下 的 方式 ， 如 果 圆 桌 转 动能 使 得 两 个 方案 成 为 同一 

方案 ， 那 么 这 两 种 方案 只 算 一 种 。 

43. 找到 nn 个 人 的 x 圆 排列 公式 。 

45. 如 果 人 允许 出 现 并 列 名 次 ，3 匹 马 参加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 可 以 2 匹 或 3 匹 马 并 列 。j 

47. 有 6 名 运动 员 参 加 百 米 赛跑 。 如 果 人 允许 并 列 名 次 ， 有 多 少 种 方式 授予 3 块 奖牌 ? ( 跑 得 最 快 的 运动 员 
得 金牌 ， 恰 好 只 被 一 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 银牌 ， 恰 好 被 2 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 铜牌 。) 


3.4 二 项 式 系数 和 恒等式 


正如 在 3. 3 节 谈 到 的 ， 具 有 ?个 元 素 的 集合 的 ~ 组合 数 常常 记 作 (”) 。 由 于 这 些 数 出 现在 


二 项 式 的 竹 (a 十 5b)" 的 展开 式 中 作为 系数 ， 所 以 这 些 数 叫 作 二 项 式 系 数 。 我 们 将 讨论 二 项 式 定 
理 ， 这 个 定理 将 二 项 式 的 宪 表 示 成 与 二 项 式 系 数 有 关 的 项 之 和 。 我 们 将 用 组 合 证 明 来 证 明 这 个 
定理 。 我们 也 将 说 明 怎 样 用 组 合 证 明 来 建立 某 些 恒等式 ， 它 们 是 表示 二 项 式 系数 之 间 关 系 的 许 
多 不 同 恒等式 中 的 一 部 分 。 


3.4.1 二 项 式 定理 
二 项 式 定 理 给 出 了 二 项 式 寡 的 展开 式 的 系数 。 一 个 二 项 式 只 不 过 是 两 项 的 和 ， 例 如 工 十 y。 unxs》 
(这 些 项 可 以 是 常数 与 变量 的 积 ， 但 这 里 先 不 考虑 。) 
例 1 说 明 怎样 计算 典型 展开 式 中 的 系数 ， 为 二 项 式 定理 的 表述 做 准备 。 
@ 时 (z+y); 的 展开 式 可 以 使 用 组 合 推理 而 不 是 用 三 个 项 的 乘法 得 到 。 当 (zx 十 y) ?二 (zx 十 
y) (Xz 十 y) (zx 十 y) 被 展开 时 ， 把 所 有 由 第 一 个 和 的 一 项 、 第 二 个 和 的 一 项 与 第 三 个 和 的 一 项 产 
生 的 乘积 加 起 来 。 从 而 出 现 了 形 如 x 、x y、zy 和 的 项 。 为 得 到 形 如 x 的 项 ， 在 每 个 和 中 
必须 选择 一 个 z+， 只 有 一 种 方式 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 乘 积 中 x 项 的 系数 是 1。 为 得 到 形 如 
zy 的 项 ， 必 须 从 三 个 和 中 的 两 个 和 中 选择 xz( 而 因此 在 男 一 个 和 中 选择 y)。 于 是 ， 这 种 项 的 


个 数 是 三 个 对 象 的 2 组 合 数 ， 即 (。) 。 类 似 地 ， 形 如 xy 项 的 个 数 是 三 个 和 中 选 一 个 来 提供 > 


的 方式 数 (而 另 两 个 和 中 都 要 选 >) ， 有 (，) 种 方式 能 够 做 到 这 一 点 。 最 后 ， 得 到 y 的 唯一 方式 


是 三 个 和 的 每 一 个 都 选择 y， 恰 好 有 一 种 方式 能 够 做 到 这 一 点 。 因 此 得 到 
(zx 十 y) = 二 (zx 十 (rz 二 (rT 二 和 = 二 (xi 十 TX 十 业 十 Wy)( 交 十 光 ) 
= arr ry ye ry er yy rT yy 
= ZX 二 37 y 十 3zy: 十 > 所 
现在 叙述 二 项 式 定 理 。 






证 明 这 里 给 出 定理 的 组 合 证 明 。 当 乘积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形式 :ziy' (ji 一 0， 
区 GAAS 为 计数 形 如 Zz iyi 的 项 数 ， 必须 从 nn 个 和 中 选 n 一 i 个 xz( 从 而 乘积 中 其 他 的 ; 


个 项 都 是 y) 才 能 得 到 这 种 项 。 因 此 ，z"'y’ 的 系数 是 (，”, )， 它 等 于 (”)， 定理 得 证 。 。 < 
例 2 一 4 说 明了 二 项 式 定理 的 应 用 。 





Extre 
xD 


(zx 十 y)" 的 展开 式 是 什么 ? 
解 ”由 二 项 式 定理 得 到 
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在 (zx 十 y)” 的 展开 式 中 x”y" 的 系数 是 什么 ? 


解 ” 由 二 项 式 定 理 得 到 这 个 系数 是 


25 354 _ 
i = T31121 = 5 200 300 | 


在 (2z 一 3y)” 的 展开 式 中 x y 的 系数 是 什么 ? 
解 ”首先 注意 到 这 个 表达 式 等 于 (2zx 十 (一 3y))”。 由 二 项 式 定 理 ， 我们 有 











8。 ' 
| (Be Wi ; (DLY (一 .37 本 
因此 ， 当 j= 二 13 时 得 到 展开 式 中 x*y 的 系数 ， 即 
2 i i ei 
这 (3)8 三 T311212 3 S| 


我 们 可 以 用 二 项 式 定理 证 明 某 些 有 用 的 恒等式 。 正 如 推论 1、2 和 3 所 示 。 


人 s i dt 此 











证 明 ”用 二 项 式 定理 , 令 x 二 1 和 y=1, 我 们 有 


n 
= + i = 六 
| k=0 k k=0 尺 


这 正 是 所 需要 的 结果 。 4 
推论 1 也 有 一 个 好 的 组 合 证 明 ， 我 们 现在 给 出 这 个 证 明 。 
证 明 ”一 个 元素 集合 有 2" 个 不 同 的 子 集 。 每 个 子 集 有 0 个 元 素 ，1 个 元 素 ，2 个 元 素 ，…， 


n 个 元 素 。 具 有 0 个 元 素 的 子 集 有 oj 1 个 元 素 的 子 集 有 个 ，2 个 元 素 的 子 集 有 ; hs 


个 元 素 的 于 集 有 |(”) 个 。 于 是 


计数 了 nn 元素 集合 的 子 集 总 数 。 这 证 明了 





证 明 由 二 项 式 定 理 得 出 





0=0" = ((—1) 二 +1)"= i ly 
从 而 证 明了 推论 。 4 
评注 推论 2 推出 
72 72 7 at n n 
ol el Vat TU sl st ™ 





n n 
(1 直 2)" Ss ] 二 2 Se ok 
太一 k k=0 k 
因此 
n 
2:(,)= 3" 
i < 


3. 4.2 帕斯卡 恒等式 和 三 角形 
。 二 项 式 系数 满足 许多 不 同 的 恒等式 。 现 在 我 们 介绍 其 中 最 重要 的 一 些 恒等式 。 





证 明 我 们 将 采用 组 合 证 明 方法 。 假 定 了 是 包含 a 十 1 个 元 素 的 集合 。 令 a 是 了 的 一 个 元 


素 且 ST {a)。 注意 ， 工 的 包含 & 个 元 素 的 子 集 有 a 个 。 然 而 工 的 包含 个 元 素 的 子 集 
或 者 包含 a 和 S 中 的 一 1 个 元 素 ， 或 者 不 包含 4 但 包含 S 中 的 大 个 元 素 。 由 于 S 的 一 1 元 子 
集 有 (， ， ) 个 ,所 以 T 仿 a 在 内 的 k 元 子 集 有 |(， ， ) 个 。 又 由 于 S 的 & 元 子 集 有 (个 ， 所 以 
的 不 含 a 的 元 子 集 有 个 。 从 而 得 到 
no 二 1 n n\- 
i 4 


评注 这 里 给 出 了 帕斯卡 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 。 也 可 以 从 关于 ”| 的 公式 通过 代数 推导 
来 证 明 这 个 恒等式 ( 见 本 节 练习 23) 。 

评注 对 所 有 整数 m， 可 以 用 帕斯卡 恒等式 和 初始 条 件 ( 上 一 人) 一 1 递归 地 定义 二 项 式 系 
数 。 这 些 递归 定义 用 于 计算 二 项 式 系数 ， 因 为 使 用 这 些 递 归 定 义 只 需要 整数 加 法 。 

帕斯卡 恒等式 是 二 项 式 系数 以 三 角形 表示 的 几何 排列 的 基础 ， 如 图 1 所 示 。 
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(8) I 
(3) (1) 1 1 
(8) (1 (0 由 帕斯卡 恒等式 : | 2 1 
(3) (©) (3) (3) (9) +(8)=(8) 1! 3 3 1 
(6) ( (2) (8) (4) LL 
GY A 和 
(5) (1) (8) (8) (9 (8 (8) A 
(2) (1) (DD 8) (1 (8 (0) (7) 站 


(2) (3) (2) 8) (0 (53) (0) (3) (2) 1 8 28 56 710 56 28 8 1 


a) b) 
图 1 帕斯卡 三 角形 
这 个 三 角形 的 第 交行 由 二 项 式 系数 
( k=0,1,,n 
组 成 。 这 个 三 角形 叫 作 帕斯卡 三 角形 。 帕 斯 卡 恒等式 证 明 ， 当 这 个 三 角形 中 两 个 相 邻 的 二 项 式 
系数 相 加 时 ， 就 产生 了 下 一 行 在 这 两 个 系数 之 间 的 二 项 式 系数 。 

在 帕斯卡 发 现 帕 斯 卡 三 角形 的 多 个 世纪 之 前 ， 这 个 三 角形 有 一 段 漫长 和 古老 的 历史 。 在 东 
方 ， 二 次 项 系数 和 帕斯卡 恒等式 在 公元 前 2 世纪 就 被 印度 数学 家 平 伽 拉 发 现 。 此 后 ， 印 度数 学 
家 将 关于 帕斯卡 三 角形 的 论述 写 在 上 个 千年 前 半 叶 出 版 的 书籍 中 。 波 斯 数学 家 卡拉 吉 和 多 才 多 
艺 的 奥马 尔 。 了 哈 耶 姆 分 别 在 11 世纪 和 12 世纪 写 过 关于 帕斯卡 三 角形 的 内 容 。 在 伊朗 ， 帕 斯 卡 
三 角形 被 称 为 哈 亚 姆 三 角形 。 这 个 三 角形 在 11 世纪 由 中 国 数学 家 贾 宪 发 现 ，13 世纪 杨辉 就 写 
过 关于 这 种 三 角 的 描述 。 在 中 国 ， 帕 斯 卡 三 角 通 常 被 称 为 杨辉 三 角 。 

在 西方 ， 帕 斯 卡 三 角形 出 现在 一 本 1527 年 的 商业 计算 书 的 首页 。 作 者 是 德国 学 者 佩 特 鲁 
斯 阿 皮 纳 斯 。 在 意大利 ， 帕 斯 卡 三 角 被 称 为 塔 塔 格 里 亚 三 角 ， 以 意大利 数学 家 尼 科 罗 ， 方 塔 
纳 ， 塔 塔 格 里 亚 的 名 字 命 名 ,他 1556 年 出 版 的 书 中 列 出 了 三 角形 的 前 几 排 。 帕 斯 卡 的 著作 《三 
角 算 术 》(1655 年 去 世 后 出 版 ) 介 绍 了 这 个 三 角形 。 帕 斯 卡 搜集 了 几 个 关于 它 的 结果 ， 并 以 此 解 
决 一 些 概率 论 上 的 问题 。 后 来 法 国 数学 家 以 帕斯卡 命名 这 个 三 角形 。1730 年 ,亚伯拉罕 ， 德 
莫 伊 夫 尔 创 造 了 “帕斯卡 的 算术 三 角形 ”这 一 表述 ， 后 来 成 为 “帕斯卡 三 角形 ”。 


3.4.3 其 他 的 二 项 式 系数 恒等式 
我 们 从 众多 二 项 式 系 数 恒等式 中 选择 两 个 恒等式 ， 用 它们 的 组 合 证 明 来 作为 本 节 的 结束 。 






寺 衣 


) Dad | 人 到 We 了 E 2 
ee 0 了 了 
了 wa :hk Mh “下 we 


评注 这 个 恒等式 是 由 18 世纪 数学 家 亚历山大 -会 费 尔 。 范 德 莹 德 发 现 的 ， 
证 明 ”假定 在 第 一 个 集合 中 有 m 项 ,第 二 个 集合 中 有 项 。 从 这 两 个 集合 的 并 集中 取 个 
元 素 的 方式 数 是 (””). 
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从 并 集中 取 -个 元 素 的 另 一 种 方式 是 先 从 第 一 个 集合 中 取 个 元 素 ， 接 着 从 第 二 个 集合 中 
取 r 一 个 元 素 ， 其 中 是 满足 0 委 &A<- 的 整数 。 因 为 从 第 二 个 集合 中 选取 & 个 元 素 的 方法 是 


n mm 


“)， 从 第 一 个 集合 中 选取 一 k 个 元 素 的 方法 是 ( “,) ， 所 以 由 乘积 法 则 ， 这 可 以 用 


2) () 各 方式 完成 。 所 以 ， 从 这 个 并 集中 选取 个 元 素 的 总 方式 数 等 于 > ( ”)(") .14 
我 们 已 经 找到 从 一 个 n 个 元 素 集合 和 一 个 元 素 集合 并 集中 取 个 元 素 的 方法 数 的 两 种 表 
达 式 。 这 就 证 明了 范 德 莹 德 恒等式 ， 
Cb ded 





证 明 在 范 德 蒙 德 恒 等 式 中 令 一 "一 2， 得 到 


A n ny n 
= k 


最 后 一 步 的 相等 使 用 了 恒等式 (，) 一 下 他 司 
我 们 可 以 通过 计数 具有 不 同性 质 的 比特 串 来 证 明 组 合 恒等式 ， 如 定理 4 的 证 明 所 示 。 








证 明 我 们 使 用 组 合 证 明 。 由 3. 3 节 例 14， 左 边 ey 计数 了 长 度 为 n 十 1 的 比特 串 包含 


ri 
了 YY 十 人工， 
我 们 证 明 在 具有 7 十 1 个 1 的 比特 串 中 ， 通 过 考虑 与 最 后 一 个 1 可 能 位 置 的 相关 情况 ， 等 
式 右边 计数 了 同样 的 对 象 。 这 最 后 一 个 1 一 定 出 现在 位 置 "十 1，r 十 2，.…， 或 者 n 十 1。 此 外 ， 
如 果 最 后 一 个 1 出 现在 第 人 位， 那么 一 定 有 rr 个 1 出 现在 前 一 1 位。 因此， 根据 3. 3 节 例 14， 


k= 
这 样 的 比特 串 有 个 ， 对 所 有 的 有 求 和 ， 其 中 + 十 1 二 k 志 nn 十 1， 我 们 发 现 有 
Ea | 类 过 省 用 7 
之 六 之 8 
个 nn 位 比特 串 恰 含 有 r 十 1 个 1。( 注 意 ， 最 后 一 步 是 改变 变量 j= 一 1 的 结果 。) 由 于 左边 和 右 
边 计 数 了 同样 的 对 象 ， 因 此 相等 。 这 就 完成 了 证 明 。 q 
育 数 编号 练习 
1. 求 Cz 十 y) 的 展开 式 。 
a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定理 。 
3. 求 (x 十 y)” 的 展开 式 。 
5. 在 (x 十 y)”" 的 展开 式 中 有 多 少 项 ? 
7. 在 (2 一 zx)" 中 之 的 系数 是 什么 ? 


9. 在 (2x 一 3y)”“ 中 zx”y” 的 系数 是 什么 ? 
11. 使 用 二 次 项 定理 展开 (3zx' 一 2y )”， 每 一 项 形式 为 cx"y*， 5c 为 实数 ，a 和 2 为 非 负 整数 。 
13. 使 用 二 次 项 定理 找到 (2zx 一 4y*) 展开 式 中 x*y* 的 系数 。 

aa 一 9，10 一 8 b)a=8, b=0 


基 15 


1 


19, 


[Ls 21. 


23. 


[5 25， 


27。 


29. 


和 人 


区 六 3 


35， 
gia 


39. 
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ca=0, b=14 d)a=12, b=6 
ea=18, b=2 
给 出 一 个 关于 (x 一 1/z)” 的 展开 式 中 x 系数 的 公式 ， 其 中 上 是 整数 。 


帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 (，) (0<k<9) 的 行 是 什么 ? 
证 明 : 对 一 切 正 整数 和 (0 过 kn)， (,)<>". 

证 明 ， 如 果 nn 和 是 整数 ， 其 中 1<k<<n， 那么 (js 才 /25 
使 用 关于 (”) 的 公式 证 明 帕斯卡 恒等式 。 


证 明 ， 如果 和 是 整数 ,1<h<n, 那么 8(")=n(” | ). 
a) 使 用 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 恒 等 式 两 边 计数 了 从 一 个 元 素 集合 中 选 个 元 素 ， 然 后 从 这 个 子 集 
中 再 选 1 个 元 素 的 方法 。] 


b) 使 用 基于 3. 3 节 定 理 2 给 出 的 (，) 公 式 的 代数 证 明 ， 


证 明 : 如 果 n 和 是正 整数 ,那么 
nF ] 
be 


使 用 这 个 恒等式 构造 一 个 二 项 式 系数 的 归纳 定义 。 


设 n 是正 整 数 ， 证 明 
(ee) i} 


>»(, )- (” 


)=c+D( a )/# 
Wl 


证 明 


其 中 nn 和 vr 是 正 整 数 ， 
a) 用 组 合 论证 。 
b) 用 帕斯卡 恒等式 。 


给 出 关于 >7( ,= n2"! 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 以 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 ， 然 后 选择 这 个 委 


员 会 领导 的 方式 数 。| 

证 明 ; 一 个 非 空 集合 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 数 与 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 数 相等 。 

在 这 个 练习 里 ， 我 们 将 要 计数 zy 平面 上 在 原点 和 (m， 台 点 之 间 的 路 径 数 。 这 些 路 径 由 一 系列 步 构 
成 ， 其 中 每 一 步 是 向 右 或 者 向 上 移动 一 个 单位 (不 允许 向 左 或 向 下 移动 )。 下 图 给 出 了 两 条 这 种 从 
(0，0) 到 (5，3) 的 路 径 ( 用 粗 线 标识 )。 


(5,3) (523) 


(0,0) (0,0) 


a) 证 明 上 述 每 条 这 种 类 型 的 路 径 可 以 用 由 到 个 0 和 7 个 1 组 成 的 比特 串 表 示 ， 其 中 0 表示 向 右 移动 
一 个 单位 ，1 表示 向 上 移动 一 个 单位 。 


mn 
b) 从 a 推断 存在 着 ( ) 条 所 求 类 型 的 路 径 ， 
使 用 练习 37 证 明定 理 4。[ 提 示 : 计数 练习 37 所 描述 的 那 种 n 步 路 径 数 。 每 条 路 径 必 须 在 一 个 


计 数 155 


(nn 一 k&。 有 ) 点 结束 ， 其 中 有 =0, 1,，2,，…，n。| 
41. 使 用 练习 37 证 明 练 习 31 中 的 恒等式 。 [提示 : 首先 注意 从 (0,， 0) 到 (n 十 1,， r+) 的 路 径 数 等 于 


7 
( ) . 其次， 按照 开始 向 上 恰好 走 个 单位 分 别 计数 每 一 类 路 径 ， 其 中 二 0，1,，2，…， 7 


然后 对 结果 求 和 。] 

* 43. 如 果 一 个 序列 的 前 若干 项 如 下 列 出 ， 对 于 它 的 第 ”项 确定 一 个 与 二 项 式 系数 有 关 的 公式 。[ 提 示 : 对 
帕斯卡 三 角形 的 观察 有 助 于 问题 的 求解 。 虽 然 以 这 一 组 给 定 的 项 作为 开始 的 序列 有 无 数 多 个 ， 但 下 
面 列 出 的 每 个 序列 都 是 所 求 的 那 种 序列 的 开始 .J 

ls ds BG 10% 155 215 285 305 454 BH, 668 去 

byl; "4, 10, 20, 35% 56, 84, 120; 165, 220,kr 

¢)1, 2, 6, 20,°70, 252, 924s 3432, .12 870 48.6207 寺 。 

d)1s 1 Zr 3 63 10s 20 355 TO0s 126， “ 

eel ls 3 ls 585 5 Brds dy 

f)1, 3, 15, 84, 495, 3003, 18 564, 116 280, 735 471, 4 686 825, ». 


3.5 排列 与 组 合 的 推广 


3.5.1 引言 

在 许多 计数 问题 中 ， 元 素 可 以 被 重复 使 用 。 例 如 ， 一 个 字母 或 一 个 数字 可 以 在 一 个 车 牌 中 sn》 
多 次 使 用 。 当 选择 一 打 甜 甜 圈 时 ， 每 种 可 以 被 重复 地 选择 。 这 与 本 章 前 面 讨论 的 计数 问题 形成 
对 照 ， 因 为 之 前 我 们 只 考虑 每 项 至 多 可 以 使 用 一 次 的 排列 和 组 合 。 在 这 一 节 我 们 将 介绍 怎样 求 
解 元 素 可 以 多 次 使 用 的 计数 问题 。 

还 有 ， 某 些 计数 问题 涉及 不 可 区 别 的 元 素 。 例 如 ， 为 计数 单词 SUCCESS 的 字母 可 能 被 重 
新 排列 的 方式 数 ， 必 须 考虑 相同 字母 的 放置 。 这 又 与 前 面 讨 论 的 所 有 元 素 都 被 认为 是 不 同 的 计 
数 问题 大 相 径 庭 。 在 这 一 他， 我 们 将 描述 怎样 求解 某 些 元 素 是 不 可 区 别 的 计数 问题 。 

此 外 ， 这 一 节 也 将 解释 怎样 求解 男 一 类 重要 的 计数 问题 ， 即 计数 把 不 同 的 元 素 放 入 盒子 的 
方法 数 的 问题 。 这 种 问题 的 一 个 例子 是 把 扑克 有 牌 发 给 4 个 玩 牌 人 的 不 同 的 方式 数 。 

把 本 章 前 面 描述 的 方法 与 这 一 节 引 入 的 方法 一 起 考虑 ， 就 构成 一 个 求解 广泛 的 计数 问题 的 
有 用 工具 箱 。 当 把 第 4 章 讨 论 的 新 方法 再 加 到 这 个 库 时 ， 你 将 能 够 求解 在 广泛 的 研究 领域 中 产 
生 的 大 多 数 计 数 问题 。 


3.5.2 有 重复 的 排列 
当 元 素 允 许 重 复 时 ， 使 用 乘积 法 则 可 以 很 容易 地 计数 排列 数 ， 如 例 1 所 示 。 
用 英文 大 写字 母 可 以 构成 多 少 个 ~ 位 的 字符 串 ? 
解 ”因为 有 26 个 大 写字 母 ， 且 每 个 字母 可 以 被 重复 使 用 ， 所 以 由 乘积 法 则 可 以 看 出 存在 
26" 个 r 位 的 字符 串 。 刁 
I i 


TEA 本 a Pi 


a 2 ” Eee 0 了 a 
|> i 人 3 A »” 3 de Y 站 < 
过 ml | 时 区 
了 和 中 外 WY 明 sf a f . | 
a 学 凋 sa | 到 
.EE i So : y F 中 冯 人 和 1 | 





证 明 外 这 生 下 时 rp i i 因为 
对 每 个 选择 ， 所 有 个 物体 都 是 有 效 的 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 当 允许 重复 时 存在 x 个 排列。 4 





3. 5.3 有 重复 的 组 合 
考虑 下 面 允许 元 素 重复 的 组 合 的 实例 。 
@ 加 从 包含 人 苹果、 橙子 和 梨 的 碗 里 选 4 个 水 果 。 如 果 选 择 水 果 的 顺序 无 关 ， 且 只 关心 水 
果 的 类 型 而 不 管 是 该 类 型 的 哪 一 个 水 果 ， 那么 当 碗 中 每 类 水 果 至 少 有 4 个 时 有 多 少 种 选 法 ? 
解 ” 为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 列 出 选择 水 果 的 所 有 可 能 的 方式 。 共 有 15 种 方式 : 
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4 个 苹果 

3 个 苹果 ，1 个 橙子 
3 个 柱子 相生 
2 个 苹果 ，2 个 橙子 


4 个 橙子 

3 个 苹果 ，1 个 梨 
3 个 梨 ，1 个 苹果 
2 个 苹果 ，2 个 如 


4 个 办 

3 个 橙子 ，1 个 苹果 
3 个 梨 ，1 个 橙子 
2 个 橙子 ，2 个 各 


2 个 苹果 ，1 不 橙子 ，1 个 梨 2 个 橙子 ，1 个 苹果 ，1 个 梨 2 个 犁 ，1 个 苹果 ，1 个 橙子 
这 个 解 是 从 3 个 元 素 的 集合 {人 苹果， 橙子 ， 梨 } 中 允许 重复 的 4 组 合 数 。 四 
为 求解 这 种 类 型 的 更 复杂 的 计数 问题 ,我 们 需要 计数 一 个 n 元 素 集合 的 r 组 合 的 一 般 方 

法 。 在 例 3 中 ,我 们 将 给 出 这 一 方法 。 

从 包含 1 美元 、2 美元 、5 美元 、10 美元 、20 美元 、50 美元 及 100 美元 的 钱 袋 中 选 

5 张 纸币 ， 有 多 少 种 方式 ? 假定 不 管 纸币 被 选 的 次 序 ， 同 种 币值 的 纸币 都 是 不 加 区 别 的 ， 并 且 


至 少 每 种 纸币 有 5 张 。 


解 ”因为 纸币 被 选 的 次 序 是 无 关 的 且 7 种 不 同类 型 的 纸币 都 可 以 选 5 次 ， 所 以 问题 涉及 的 
是 计数 从 7 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 5 组 合 数 。 列 出 所 有 的 可 能 性 将 是 很 乏味 的 ， 因 为 存在 
许多 的 解 。 相 反 ， 我 们 将 给 出 一 种 方法 来 计数 允许 重复 的 组 合 数 。 

假设 一 个 零钱 盒子 有 7 个 隔 间 ， 每 个 隔 间 保 存 一 种 纸币 ， 如 图 1 所 示 。 这 些 隔 间 被 6 块 隔 
板 分 开 ， 如 图 中 所 画 的 。 每 选择 1 张 纸 币 就 在 相应 的 隔 间 里 放置 1 个 标记 。 图 2 针对 选择 5 张 
纸币 的 3 种 不 同方 式 给 出 了 这 种 对 应 ， 其 中 的 坚 线 表示 6 个 隅 板 ， 星 表示 5 张 纸币 。 





$100 


$50 $20 $10 $5 $2 $1 


图 1 有 :7 种 类 型 纸币 的 零钱 盒 





2 选择 5 张 纸币 的 方式 实例 


选择 5 张 纸币 的 方法 数 对 应 了 在 总 共 11 个 位 置 的 一 行 中 安排 6 条 竖 线 和 5 颗 星 的 方法 数 。 
因此 ， 选 择 5 张 纸币 的 方法 数 就 是 从 11 个 可 能 的 位 置 选 5 颗 星 位 置 的 方法 数 。 这 对 应 了 从 含 
11 个 元 素 的 集合 中 无 序 地 选择 5 个 元 素 的 方法 数 ， 可 以 有 C(11，5) 种 方式 。 因 此 存在 


种 方式 从 有 7 类 纸币 的 袋 中 选择 5 张 纸币 。 站 
de - 般 化 。 
元素 的 过 合 有 Ctr 一 1 四 一 COnHr1 a 一 DD 个 。 
证 明 名 人 次 六 复 内， 元 业 汪 全 交加 个 + 组 汉 可 以 用 一] 条 辟 蜗 和 广阔 性 的 询 尖 来 沁 
示 。 这 nn 一 1 条 竖 线 用 来 标记 个 不 同 的 单元 。 当 集合 的 第 i 个 元 素 出 现在 组 合 中 时 ,第 i 个 单 
元 就 包含 1 颗 星 。 例 如 ，4 元 素 集 合 的 一 个 6 组 合用 3 条 竖 线 和 6 颗 星 来 表示 。 这 里 
x¥x | x || x 
代表 了 人 恰 包 含 2 个 第 一 元 素 、1 个 第 二 元 素 、0 个 第 三 元 素 和 3 个 第 四 元 素 的 组 合 。 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 包含 n 一 1 条 坚 线 和 > 颗 星 的 每 一 个 不 同 的 表 对 应 了 元 素 集合 的 
允许 重复 的 一 个 + 组 合 。 这 种 表 的 个 数 是 C(n 一 1 十 +r，r)， 因 为 每 个 表 对 应 了 从 包含 + 颗 星 和 
n 一 1 条 竖 线 的 n 一 1 十 r 个 位 置 中 取 r 个 位 置 来 放 > 颗 星 的 一 种 选择 。 这 种 表 的 个 数 还 等 于 
Cl(n 一 1 十 r，n 一 1)， 因 为 每 个 表 对 应 于 取 n 一 1 个 位 置 来 放 n 一 1 条 竖 线 的 一 种 选择 。 沁 
例 4 一 6 说 明 怎 样 使 用 定理 2。 
2 设 一 家 甜点 店 有 4 种 不 同类 型 的 甜点 ， 那 么 从 中 选 6 块 甜点 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? Bemwes》 
假定 只 关心 甜点 的 类 型 ， 而 不 管 是 哪 一 块 甜点 或 者 选择 的 次 序 。 
解 ”选择 6 块 甜 点 的 方式 数 是 具有 4 元 素 集合 的 6 组 合 数 。 由 定理 2， 这 等 于 C(4 十 6 一 1， 
6) 一 C(9,67。 由 于 





有 

rs BetS 

所 以 ,选择 6 块 甜点 的 不 同方 式 数 有 84 种 。 4 
定理 2 也 可 以 用 于 求 给 定 线性 方程 的 整数 解 的 个 数 。 这 可 以 由 例 5 来 说 明 。 


方程 
2 十 wo 十 2 三 所 


有 多 少 个 解 ? 其 中 x; 、x, 和 x; 是 非 负 整数 。 
解 ” 为 计数 解 的 个 数 ， 注 意 到 一 个 解 对 应 了 从 3 元 素 集 合 中 选 11 个 元 素 的 方式 ， 以 使 得 
zi 选 自 第 一 类 、z; 选 自 第 二 类 、z 选 自 第 三 类 。 因 此 ， 解 的 个 数 等 于 3 元 素 集合 允许 重复 的 
11 组合 数 。 由 定理 2， 存 在 解 的 个 数 为 
TS = 记忆 


CC(3 十 11 一 1 11)》 = C(13,11) = C(13,2) = Te 78 


当 对 变量 加 上 限制 时 ,也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 例 如 ， 当 变量 是 满足 zx 宇 1、 
2 全 2 目 zx; 宇 3 的 整数 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 满 足 此 限制 的 方程 的 解 对 应 于 11 
项 的 选择 ， 使 得 项 x; 取 自 第 一 类 、 项 zx, 取 自 第 二 类 、 项 x 取 自 第 三 类 ， 并 且 第 一 类 元 素 至 
少 取 1 个 、 第 二 类 元 素 至 少 取 .2 个 、 第 三 类 元 素 至 少 取 3 个 。 因此 ， 先 选 1 个 第 一 类 的 元 素 ， 
2 个 第 二 类 的 元 素 ，3 个 第 三 类 的 元 素 ; 然后 再 多 选 5 个 元 素 。 由 定理 2， 可 以 用 
7。6 


C43 十 5 一 1 5 = 6€(7,5) = C(7.,2) 二 


种 方式 做 到 。 于 是 ， 对 给 定 限 制 的 方程 存在 21 个 解 。 4 
例 6 显示 了 怎样 计数 在 确定 变量 值 时 产生 的 允许 重复 的 组 合 数 ， 当 每 次 通过 某 一 类 确定 的 
藤 套 循环 时 ， 这 个 变量 的 值 都 会 增加 。 


C(9,6) = C(9,3) = 一 84 
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表 1 人 允许 和 不 允许 重复 的 组 合 与 排列 





类 型 是 否 允 许 重 复 公 式 
?1 
r 排列 国 《一 人) 
nl 
Ba A nT 
r 排列 是 7 
Fr 组合 是 (Wp yy 


| 


在 下 面 的 伪 码 被 执行 后 , & 的 值 是 什么 ? 


fori :=] ton 


for i, :=1] to 


for i, :=1 to i,_i 
k :一 人 十 1 


解 上 kk 的 初 值 是 0， 且 对 于 满足 
li Si 人 "in 

的 整数 序列 ii，is，…，i,， 每 次 通过 这 个 舱 套 循环 时 & 的 值 就 加 1。 这 种 整数 序列 的 个 数 是 从 
{1，2，…，7} 中 允许 重复 地 选择 m 个 整数 的 方式 数 。( 为 看 到 这 一 点 ， 只 需 注意 一 旦 这 个 整数 
序列 选 定 以 后 ， 如 果 我 们 按 非 降 顺 序 排列 序列 中 的 整数 ， 那 么 就 唯一 地 确定 了 一 组 对 ii， 
te 的 赋值 。 相反 ， 每 个 这 样 的 赋值 对 应 了 一 个 唯一 的 无 序 集合 .) 所 以 ， 由 和 定理 2 得 
出 在 这 个 代码 被 执行 后 & 一 C(z 十 加 一 1，72) 。 4 

从 一 个 并 元 素 集 合 中 允许 重复 和 不 允许 重复 地 选择 ~ 个 元 素 ， 其 有 序 或 无 序 的 选择 数 的 公 
式 由 表 1 给 出 。 


3.5.4 具有 不 可 区 别 物体 的 集合 的 排列 

在 计数 问题 中 某 些 元 素 可 能 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 小 心 避免 重复 计数 。 考 虑 例 7。 

重新 排序 单词 SUCCESS 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 串 ? 

解 ”因为 SUCCESS 中 的 某 些 字母 是 重复 的 ， 所 以 答案 并 不 是 7 个 字母 的 排列 数 。 这 个 单 
词 包含 3 个 $S、2 个 C、1 个 U 和 1 个 王 。 为 确定 重新 排序 单词 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 
串 ， 首 先 注 意 到 3 个 S 可 以 用 C(G7，3) 种 不 同 的 方式 放 在 7 个 位 置 中 ， 剩 下 4 个 空位 。 然 后 可 
以 用 C(4，2) 种 方式 放 2 个 C， 留 下 2 个 空位 。 又 可 以 用 C(2，1) 种 方式 放 U， 留 下 1 个 空位 。 
因此 ， 放 玉 只 有 CC(l1，1) 种 方式 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 产 生 的 不 同 的 串 数 是 


i i 
71 

31211111 

= 420 4 





使 用 和 例 7 同样 的 推理 ， 能 够 证 明定 理 3。 
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证 明 为 了 确定 排列 数 ， 首 先 注意 到 可 以 用 C(n，n) 种 方式 在 7 个 位 置 中 放 类 型 1 的 nn 
个 物体 ， 剩 下 ”一 五 个 空位 。 然 后 用 Cl(n 一 吉 ，ni) 种 方式 放 类 型 2 的 物体 ， 剩 下 “一石 一 双 个 
空位 。 继 续 放 类 型 3 的 物体 ，…， 类 型 & 一 1 的 物体 ， 直 到 最 后 可 用 C(n 一 一 ns 一 … 一 m1， 
mn) 种 方式 放 类 型 上 的 物体 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 不 同 排列 的 总 数 是 
人 到 Ct Ns A 
nl 全 本 
mn— mt Wm hy py n.101 
元 
lm 
3. 5.5 把 物体 放 入 盒子 
许多 计数 问题 都 可 以 通过 枚 举 把 不 同 物体 放 和 不同 盒子 的 方式 数 来 解决 (这 些 被 放 人 盒子 
的 物体 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 )。 这 些 物 体 既 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 都 是 不 同 的 ， 也 可 以 是 不 
可 辨别 的 ， 即 认为 每 个 都 是 相同 的 。 可 辨别 的 物体 有 时 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 物体 则 称 
为 没有 标号 的 。 类 似 地 ， 盒 子 也 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 盒子 都 不 同 ， 也 可 以 是 不 可 辨别 的 ， 
即 每 个 都 相同 。 可 辨别 的 盒子 通常 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 盒子 则 称 为 没有 标号 的 。 当 利 
用 把 物体 放 入 盒子 的 模型 来 解决 计数 问题 时 ， 需 要 确定 物体 是 不 是 有 标号 的 ， 盒 子 是 不 是 有 标 
号 的 。 尽 管 从 计数 问题 的 内 容 中 可 以 明确 地 做 出 决定 ， 但 计数 问题 有 时 是 不 明确 的 ， 这 使 我 们 
很 难 确 定 究竟 使 用 哪个 模型 。 这 种 情况 下 ， 最 好 的 办 法 就 是 说 明 你 做 了 什么 样 的 假定 ， 并 解释 
为 什么 你 所 选择 的 模型 与 你 所 做 的 假定 是 不 相 违背 的 。 
， 我们 将 会 看 到 ， 计 算 把 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 不管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 
计数 问题 都 有 闭 公 式 。 然 而 不 笠 的 是 ， 如 果 要 计算 把 物体 放 人 不 可 辨别 的 盒子 里 的 方式 数 ， 不 
管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 计数 问题 都 没有 闭 公 式 。 
评注 ” 闭 公 式 指使 用 有 限 数 量 的 运算 可 以 计算 出 结果 的 表达 式 ， 运 算 包 括 数 字 、 变 量 和 函 
数值 ， 运 算 和 函数 属于 由 上 下 文 确定 的 普遍 可 接受 的 集合 。 在 本 书 中 ， 包 括 一 般 的 算术 运算 、 
实数 千 、 指 数 和 对 数 函 数 、 三 角 函 数 和 阶乘 函数 。 闭 公式 中 不 包括 无 穷 级 数 。 
可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 ”首先 考虑 把 可 辨别 的 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 时 的 情况 。 考 
虑 例 8， 在 该 例子 中 ， 物 体 就 是 扑克 有 牌 盒子 就 是 选手 的 手 。 
有 多 少 种 方式 把 52 张 标准 的 扑克 有 牌 发 给 4 个 人 使 得 每 个 人 有 5 张 牌 ? 
解 ” 我 们 将 使 用 乘积 法 则 求解 这 个 问题 。 开 始 时 ， 第 一 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(52，5) 
种 方式 。 第 二 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(47，5) 种 方式 ， 因 为 只 剩 下 47 张 牌 。 第 三 个 人 得 到 5 
张 牌 可 以 有 C(42，5) 种 方式 。 最 后 ， 第 四 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(37，5) 种 方式 。 因 此 ， 发 
给 4 个 人 每 人 5 张 牌 的 方式 总 数 是 
521 471 421 37 ! 
pr A Bl 47151 四 42151 和 37151 本 32151 
Wi 
S515154921 
评注 例 8 的 解 等 于 52 个 物体 的 排列 数 ， 这 些 物 体 分 成 5 个 不 同 的 类 ,其 中 4 类 ,每 类 
有 5 个 相同 的 物体 ， 第 五 类 有 32 个 物体 。 可 以 通过 在 这 种 排列 和 给 人 发 牌 之 间 定 义 一 个 一 一 
对 应 来 说 明 这 个 等 式 。 为 了 定义 这 个 对 应 ， 首 先 把 牌 从 1 到 52 排序 。 然 后 将 发 给 第 一 个 人 的 
牌 与 分 配给 第 一 类 物体 在 排列 中 的 位 置 对 应 。 类 似 地 ， 发 给 第 二 、 第 三 和 第 四 个 人 的 牌 分 别 与 
第 和 二、 第 三 、 第 四 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 没 有 发 给 任何 人 的 牌 与 第 五 类 物体 所 分 配 的 位 置 
对 应 。 读 者 应 该 能 够 验证 这 是 一 个 一 一 对 应 。 
例 8 是 涉及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 盒子 的 一 个 典型 的 问题 。 这 些 不 同 的 物体 是 52 张 
牌 ，5 个 不 同 的 盒子 是 4 个 人 的 手 和 其 余 的 牌 。 可 以 使 用 下 面 的 定理 求解 把 不 同 的 物体 分 配 到 
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不 同 的 部 所 的 计数 且 本 。 






定理 4 可 以 使 用 乘积 法 则 证 明 。 详细 证 明 见 本 节 练习 47。 它 也 可 以 通过 在 定理 3 计数 的 排 
列 和 定理 4 计数 的 放 物 体 的 方法 之 间 建 立 一 一 对 应 来 给 出 证 明 ( 见 练习 50) 。 

不 可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 ”计算 将 一个 不 可 辨别 的 物体 放 人 下 个 可 辨别 的 盒子 的 方 
法 数 问题 ， 其 结果 等 价 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 对 具有 个 元 素 的 集合 计算 组 合 数 的 问 
题 。 其 原因 是 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 具 有 上 个 元 素 集合 的 n 组 合 数 与 将 个 不 可 辨别 的 球 
放 入 下 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 关系 。 为 了 建立 这 种 对 应 关系 ， 每 次 
将 一 个 球 放 人 第 ;个 盒子 ， 则 对 应 于 集合 中 的 第 i 个 元 素 被 纳入 了 nn 组 合 。 

G@ 图 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 和 人 8 个 可 辨别 的 桶 里 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 

解 ” 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 的 方法 数 等 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 
从 具有 8 个 元 素 的 集合 中 取出 的 10 组 合 的 个 数 。 因 此 有 


C8 10—1,10) = C(17,10) = 277 = 19 448 4 


这 意味 着 有 C(n 十 r 一 1，n 一 1) 种 方法 将 r 个 不 可 辨别 的 球 放 入 nn 个 可 辨别 的 盒子 。 

可 辨别 的 物体 与 不 可 办 别 的 盒子 “计算 将 郊 个 可 辨别 的 物体 放 和 人 & 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方 
式 数 问题 ， 比 计算 将 物体 (不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ) 放 入 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 问 题 困难 。 我 
们 将 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ， 有 和 多少 种 方式 ? 其 中 每 间 办 公 室 
可 以 安排 任意 个 数 的 雇员 。 

解 ”我 们 将 通过 枚 举 雇员 安排 在 办 公 室 的 所 有 方式 来 求解 该 问题 。 设 A、B、C、D 分 别 
代表 4 个 雇员 。 首 先 注意 ， 可 以 把 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 3 个 雇员 安排 在 
同一 间 办 公 室 ， 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 
外 2 个 雇员 安排 在 男 一 间 办 公 室 ; 最后， 还 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 
雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 上 述 每 一 种 安排 方式 都 可 以 用 把 A、B、C、DPD 分 成 不 相交 的 
子 集 的 方式 来 表示 。 

恰好 有 一 种 方式 将 所 有 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ,用 {{1A，B，C，D)})} 来 表示 。 人 恰 
好 有 4 种 方式 将 3 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 不 同 的 办 公 室 ， 用 
{uAs, Bs Chs DDI, As Be Ds tC tA GC DBD} 《BC((B, Cy DD 4 未 用 
示 。 恰 好 有 3 种 方式 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 外 2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ， 用 
{{A，B},，{C,， D}}、{{A，C}，{B,，D}} 和 {{A，D)}，{B，C)}) 来 表示 。 最 后 ， 有 6 种 方式 将 
2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 分 别 用 {{A，B})， 
(es VAs BE BY Ds NAD}. CB NGAUB, CH AY DF"ttB, 
D}，{ 入 }, ({C})} 和 {{C，D}，{A}，{B}} 来 表示 。 

计算 所 有 的 可 能 性 ， 得 到 共有 14 种 方式 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 
室 。 思 考 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 是 ,将 要 安排 的 办 公 室 数 是 多 少 。 注 意 将 4 个 不 同 雇员 安 
排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ( 没 有 空 办 公 室 ) 共 有 6 种 方式 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 两 间 不 可 
辨别 的 办 公 室 ( 有 一 间 空 办 公 室 ) 共 有 7 种 方式 ， 将 4 个 不 同 雇员 全 安排 在 同一 间 办 公 室 共有 
1 种 方式 。 间 

关于 计算 把 个 可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 问题 ， 我 们 没有 一 个 简单 
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可 用 的 闭 公 式 。 但 是 ， 却 有 一 个 求 和 计算 公式 ， 下 面 将 给 出 这 个 公式 。 设 S(n， 门 表示 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 其 中 不 允许 有 空 的 盒子 。 数 SC2，7) 称 为 第 
二 类 斯 特 林 数 。 例 如 ， 例 10 证 明了 SC4，3)=6、SC4，2)=7 和 SC4，1) 王 1。 我 们 看 到 将 ?个 
可 辨别 的 物体 放 人 个 不 可 辨别 的 盒子 (其 中 非 空 的 盒子 数 等 于 &，& 一 1，…，2， 或 1) 的 方式 
数 等 于 >》 S(n,j) 。 例 如 ， 跟 据 例 10 的 推理 过 程 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 
办 公 室 共有 SC(4，1) 十 SC(4，2) 十 SC(4，3) 一 1 十 7 十 6 王 14 种 方式 。 利 用 容 斥 原理 ( 见 4.6 节 ) 可 
以 证 明 ; 
SCn,j) -Dl 
因此 ,将 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 上 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 等 于 
> Dna)= 六 DD (Gi 
评注 ”读者 可 能 关心 第 一 类 斯 特 林 数 。 关 于 无 符号 第 一 类 斯 特 林 数 的 组 合 定义 、 第 一 类 斯 
特 林 数 的 绝对 值 可 以 从 补充 练习 47 的 前 导言 中 找到 。 关 于 第 一 类 斯 特 林 数 的 定义 、 关 于 第 二 
类 斯 特 林 数 的 详细 信息 、 学 习 更 多 关于 第 一 类 斯 特 林 数 和 两 类 斯 特 林 数 之 间 关 系 ， 可 以 参考 组 
合 数 学 教材 ， 如 [B607]、[Br99]、[RoTe05] 以 及 [MiRo91] 中 的 第 3 章 。 
不 可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 有 些 计数 问题 可 以 通过 确定 将 不 可 辨别 的 物体 放 入 不 
可 辨别 的 盒子 的 方式 数 而 得 解决 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 原理 。 
将 同一 本 书 的 6 个 副本 放 到 4 个 相同 的 盒子 里 ， 其 中 每 个 盒子 都 能 容纳 6 个 副本 ， 
有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
解 ” 我 们 来 枚 举 所 有 的 放 和 人 方式 。 对 每 一 种 放 人 方式 ， 将 按照 具有 最 多 副本 数 的 盒子 的 次 
序 依 次 列 出 每 个 盒子 里 的 副本 数 ， 即 列 出 的 次 序 是 递减 的 。 那 么 ， 放 人 方式 有 
Ba , 
Wi 
拓 5 加 
,P| 
:和 
ye 
Su 1 
线 ， 沈 
| 
例如 ，4，1，1 表示 : 有 一 个 盒子 中 有 4 份 副本 、 第 二 个 盒子 中 有 1 份 副 本 、 第 三 个 盒子 
中 有 1 份 副本 (第 四 个 盒子 是 空 的 ) 。 因 为 已 经 枚 举 了 将 6 个 副本 放 到 最 多 4 个 盒子 里 的 所 有 方 


式 ， 我们 知道 ， 共 有 9 种 方式 来 完成 这 项 任务 。 4 
将 ?个 不 可 辨别 的 物体 放 和 人 类 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 等 价 于 将 ”写成 最 多 & 个 非 递 增 正 整数 
的 和 。 如 果 ai tos Tt mars 其 中 CT CQC2 ”9 Ci 都 是 正 整 数 ， 月 外 守 ay 宇 之 a)， 那么 就 


说 ai ，a,，…，a; 是 将 正 整 数 n 划分 成 7 个 正 整 数 的 一 个 划分 。 可 以 看 到 ， 如 果 p(n) 是 将 正 
整数 n 划分 成 最 多 k 个 正 整 数 的 方式 数 ， 那 么 将 n 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 k& 个 不 可 辨别 的 盒 于 
里 的 方式 数 就 是 p(n)。 关 于 这 个 数 ， 我 们 没有 更 简单 的 公式 来 表示 它 。 从 参考 资料 LRollj] 可 
以 找到 正 整 数 划分 的 更 多 信息 。 


奇数 编号 练习 
1. 从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
3. 6 个 字母 的 字符 串 有 多 少 个 ? 


11. 
13. 


19, 


17. 


19. 


21. 


23. 
25. 
27. 
29. 


有 


33. 


35, 


37. 


39, 


41. 


43， 


45. 


47. 


* 49. 


¥ 51, 
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. 分 配 3 种 工作 给 5 个 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 可 以 得 到 1 种 以 上 的 工作 ， 那么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 
: 从 一 个 5 元素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选取 3 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 


一 个 百 吉 饼 店 有 洋葱 百 吉 饼 、 冉 聚 子 百 吉 饼 、 鸡 蛋 百 吉 饼 、 咸 味 百 吉 饼 、 粗 制 保 麦 百 吉 饼 、 芝麻 百 二 
饼 、 葡 萄 干 百 吉 饼 和 普通 百 吉 饼 ， 有 多 少 种 方式 选择 
a)6 个 百 吉 饼 ? 
b)12 个 百 吉 饼 ? 
c)24 个 百 吉 饼 ? 
d)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 每 类 至 少 有 1 个 ? 
e)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 至 少 有 3 个 鸡蛋 百 吉 饼 和 不 超过 2 个 咸 味 百 吉 饼 ? 

一 个 小 猪 储 钱 饶 包含 100 个 相同 的 1 美 分 和 80 个 相同 的 5 美 分 硬币 ， 从 中 选 8 个 硬币 有 多 少 种 方式 ? 
一 个 出 版 商 有 3000 本 离散 数学 书 ， 如 果 这 些 书 是 没有 区 别 的 ,那么 将 这 些 书 存储 在 3 个 库房 有 多 少 
种 方式 ? 


方程 Xl Ts 下 十 zs 二 21 有 多 少 个 解 ? 其 中 Plt 2 97 4s 5) 是 非 负 整数 ， 并 且 使 得 
和 ) 匹 ] 之] Dz:2=2, 1 一 ]， 2 3 4， 5 
c)0<zZi 去]10 di0< zi 六 3， < Nac>15 


有 和 多少 10 位 三 进 制 数字 (0、1 或 2) 串 恰 含 有 2 个 0、3 个 1 和 5 个 29? 

假设 一 个 大 家 庭 有 14 个 孩子 ,包括 2 组 三 胞 胎 、3 组 双胞胎 以 及 2 个 单 胞 胎 。 这 些 孩 子 坐 在 一 排 椅 
子 上 ， 如 果 相 同 的 三 胞 胎 或 双胞胎 的 孩子 不 能 互相 区 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 ? 

一 位 瑞典 导游 设计 了 一 种 聪明 的 方法 ， 帮 助 游客 在 人 群 中 尽快 找到 自己 的 导游 。 他 有 13 双 相 同样 式 
的 鞋 ， 每 一 双 鞋 都 有 不 同 的 颜色 。 他 从 这 13 双 鞋 中 选择 一 支 左 鞋 和 一 只 右 鞋 ， 有 多 少 种 方式 ? 

a) 不 限制 和 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

b) 左 鞋 和 右 鞋 的 颜色 不 同 ， 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

c) 左 鞋 和 右 鞋 的 颜色 不 同 ， 不 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 

d) 没 有 限制 和 不 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

把 6 个 相同 的 球 放 到 9 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 不 同 的 物体 放 到 6 个 不 同 的 盒子 中 并 且 每 个 盒子 有 2 个 物体 ， 有 多 少 种 方法 ? 

有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整 数 其 数字 之 和 等 于 19? 

一 次 离散 数学 的 期 终 考 试 有 10 道 题 。 如 果 总 分 数 是 100 且 每 道 题 至 少 5 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 来 分 
配 这 些 题 的 分 数 ? 

如 果 被 传送 的 比特 串 必 须 以 1 开始 ， 必 须 有 另外 3 位 1( 使 得 传送 的 1 共有 4 位)， 必 须 包 含 总 共 12 
位 0， 必须 每 个 工 后 面 至 少 跟 随 2 个 0， 那 么 有 多 少 个 不 同 的 比特 串 ? 

使 用 ABRACADABRA 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 ORONO 中 的 某 些 或 全 部 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

用 EVERGREEN 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 7 个 字符 的 串 ? 

一 个 学 生 有 3 个 芒果 、2 个 番 木 瓜 和 2 个 猕猴 桃 。 如 果 这 个 学 生 每 天 吃 1 个 水 果 ， 并且 只 考虑 水 果 的 
类 型 ， 那么 有 和 多少 种 不 同 的 方式 吃 完 这 些 水 果 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 zyz 空间 上 从 原点 (0，0，0) 到 达 点 (4，3，5)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 在 z 正 
方向 移动 一 个 单位 ，y 正方 向 移动 一 个 单位 ， 或 者 z 正方 向 移动 一 个 单位 。(x、y、z 负 方 向 的 移动 
是 禁止 的 ， 即 不 允许 回头 。) 

把 一 副 标 准 的 52 张 扑 克 牌 发 给 5 个 人 ， 每 个 人 得 到 7 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 

当 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 时 ， 若 使 得 每 个 人 有 一 手包 含 1 张 A 的 牌 ， 这 种 概率 是 多 少 ? 

2 本 书 放 在 & 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。 

通过 先 把 物体 放 入 第 一 个 合子， 然后 把 物体 放 人 第 二 个 盒子 ，…， 的 方法 ， 使 用 乘积 法 则 证 明定 
理 4。 

在 这 个 练习 中 ， 我们 将 通过 在 两 个 集合 之 间 建 立 一 一 对 应 来 证 明定 理 2。 这 两 个 集合 分 别 是 集合 
S 二 {1，2，…，n} 的 允许 重复 的 r+ 组 合 的 集合 和 集合 T= 二 {1]，2，3，……; n 十 7 一 1} 的 7 组合 的 集合 。 


$3 
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a) 把 S 的 允许 重复 的 r 组 合 中 的 元 素 排 成 一 个 递增 序列 zx! 三 zxs 声 … 志 x,;。 证 明 : 对 这 个 序列 的 第 
项 加 上 上 k& 一 1 而 构成 的 序列 是 严格 递增 的 。 断 言 这 个 序列 由 全 的 x 个 不 同 的 元 素 构 成 。 

b) 证 明 a 所 描述 的 过 程 在 S 的 允许 重复 的 > 组 合 的 集合 与 工 的 > 组 合 的 集合 之 间 定 义 了 一 一 对 应 。 
[提示 ; 通过 把 工 的 满足 1 委 普 去 惰 过 到 评委 2 十 7 一 1 的 r+ 组合 {Zz ，zs，'…，x:}， 与 从 第 个 元 
素 减 去 & 一 1 得 到 的 S 的 允许 重复 的 x 组 合 相 联系 ， 证 明 这 个 对 应 是 可 道 的 。] 

c) 断 言 存 在 着 C(n 十 r 一 1，7) 个 nn 元素 集合 的 允许 重复 的 + 组 合 。 

有 和 多少 种 不 同 的 方式 将 6 个 可 辨别 的 物体 放 入 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 


物体 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ， 使 得 每 个 办 公 室 中 至 少 有 1 个 临时 
雇员 ? 


有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 不 可 辨别 的 物体 放 和 人 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 
物体 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 9 张 相同 的 DVD 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ,使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 ?2 
张 DVD? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 3 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 球 ， 如 果 
a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 
假如 一 个 武器 巡视 员 必 须 对 5 个 不 同 场所 中 的 每 个 场所 巡视 两 次 ， 每 天 巡视 一 个 场所 。 巡 视 员 可 以 
目 由 选择 巡视 场所 的 次 序 ， 但 他 不 能 连 着 两 天 都 巡视 X 场所 ， 因 为 X 场 所 是 最 可 疑 的 场所 。 那 么 ， 
该 巡视 员 有 多 少 种 不 同 的 方式 来 巡视 这 些 场所 ? 
证 明 多 项 式 定 理 : 如 果 是 正 整 数 ， 则 

tn A Cnsnm ny ,nn ) Tl To ee Tm 


并] 十 困 2 十 和 十 7 一 丸 


其 中 


Cl(nsn s 1712 y se oH = 


是 多 项 式 系数 ， 
求 (x 十 y 十 z)" 中 的 zx* yz 的 系数 。 


3.6 生成 排列 和 组 合 
3.6.1 引言 


本 草 前 几 节 已 经 描述 了 各 种 类 型 的 排列 和 组 合 的 计数 方法 ,但 是 有 时 候 需 要 生成 排列 和 


组 合 ， 而 不 仅仅 是 计数 。 考 虑 下 面 三 个 问题 。 第 一 ， 假设 一 个 销售 商 必须 访问 6 个 城市 。 应 
该 按照 什么 顺序 访 间 这 些 城 市 而 使 得 总 的 旅行 时 间 最 少 ? 一 种 方法 就 是 确定 6! 二 720 种 不 
同 顺序 的 访问 时 间 并 且 选 择 具有 最 小 旅行 时 间 的 访问 顺序 。 第 二 ,假定 6 个 数 的 集合 中 某 些 
数 的 和 是 100。 找 出 这 些 数 的 一 种 方法 就 是 生成 所 有 2 三 64 个 子 集 并 且 检 查 它 们 的 元 素 和 。 
第 三 ， 假 设 一 个 实验 室 有 95 个 和 雇员， 一 个 项 目 需要 一 组 12 人 组 成 的 有 25 种 特定 技能 的 雇 


三 


由。 


(每 个 雇员 可 能 有 一 种 或 多 种 技能 )。 找 出 这 组 雇员 的 一 种 方法 就 是 找 出 所 有 的 12 个 雇 


员 的 小 组 ， 然 后 检查 他 们 是 否 有 所 需要 的 技能 。 这 些 例子 都 说 明 为 了 求解 问题 常常 需要 生成 
排列 和 组 合 。 


3.6.2 生成 排列 


任何 即 元 素 集 合 可 以 与 集合 {(1，2，3，…， 寻 建立 一 一 对 应 。 我 们 可 以 如 下 列 出 任何 元 元 


素 集 合 的 所 有 排列 : 生成 个 最 小 正 整 数 的 排列 ， 然 后 用 对 应 的 元 素 替 换 这 些 整数 。 已 经 建立 
了 许多 不 同 的 算法 来 生成 这 个 集合 的 n! 个 排列 。 我 们 将 要 描述 的 算法 是 以 {1]，2，3，…，) 
的 排列 集合 上 的 字典 顺序 为 基础 的 。 按 照 这 个 顺序 ， 如 果 对 于 某 个 &，1 雹 kn,， a 二 Bb ，a; 二 


b; 9 春生 全 


» Ux—l 一 帮 -1 并 且 a Dr， 那么 排列 CC2 “Ca 在 排列 bib,***b, 的 前 边 。 换 句 话说 ， 如 果 在 
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n 个 最 小 正 整 数 集合 的 两 个 排列 不 等 的 第 一 位 置 ， 一 个 排列 的 数 小 于 第 二 个 排列 的 数 ， 那 么 这 
个 排列 按照 字典 顺序 排 在 第 二 个 排列 的 前 边 。 

集合 {1，2，3，4，5}) 的 排列 23415 在 排列 23514 的 前 边 ， 因 为 这 些 排列 在 前 两 位 相 
同 , 但 第 一 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 是 4， 小 于 第 二 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 5。 类 似 地 ， 排 列 
41532 在 排列 52143 的 前 边 。 本 

生成 1t1，2，…， 寻 的 排列 的 算法 基础 是 从 一 个 给 定 排列 wez…a, 按照 字典 顺序 构造 下 一 
个 排列 的 过 程 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 首 先 假设 c, ,过 a,， 交 换 wa, ,和 a。 可 得 到 一 个 更 
大 的 排列 。 没 有 其 他 的 排列 既 大 于 原来 的 排列 且 又 小 于 这 个 通过 交换 a，, 与 a, 得 到 的 排列 。 
例如 ， 在 234156 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234165。 另 一 方面 ， 如 果 a,_1 记 a,， 那么 由 交换 
这 个 排列 中 的 最 后 两 项 不 可 能 得 到 一 个 更 大 的 排列 。 看 看 排列 中 的 最 后 3 个 整数 ， 如 果 a,_, 二 
a,-1， 那 么 可 以 重新 安排 这 后 3 个 数 而 得 到 下 一 个 最 大 的 排列 。a,_! 和 a 中 比较 小 的 数 大 于 
a,-:， 先 把 这 个 数 放 在 位 置 n 一 2， 然 后 把 剩 下 的 那个 数 和 a,_; 按 照 递 增 的 顺序 放 到 最 后 的 两 个 
位 置 。 例 如 ， 在 234165 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234516 。 

男 一 方面 ,如果 a,_; 这 a,-1( 且 a,_1 记 a,)， 那 么 不 可 能 由 安排 在 这 个 排列 的 最 后 三 项 而 得 
到 更 大 的 排列 。 基 于 这 个 观察 ， 可 以 描述 一 个 一 般 的 方法 ， 对 于 给 定 的 排列 aa …a, 依据 字典 
顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 首 先 ， 找 到 整数 a; 和 ww 十 1， 使 得 ww 二 ww 十 1 且 

0 
即 在 这 个 排列 中 的 最 后 一 对 相 邻 的 整数 ， 使 得 这 个 对 的 第 一 个 整数 小 于 第 二 个 整数 。 然 后 ， 把 
Uj+1 Ci 二 2 "ss Cn 中 大 于 a; 的 最 小 的 整数 放 到 第 ] 个 位 置 ， 再 按照 递增 顺序 从 位 置 7 十 1 到 nn 
列 出 oj，a，ar，…，a 中 其 余 的 整数 ， 这 就 得 到 依照 字典 顺序 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 容 
易 看 出 ， 没 有 其 他 的 排列 大 于 排列 waz…a, 而 小 于 这 个 新 生成 的 排列 (对 这 一 事实 的 验证 留 给 
读者 作为 练习 ) 。 

在 362541 后 面 按照 字典 顺序 下 一 个 最 大 的 排列 是 什么 ? 

解 ”使 得 w 志 w+ 的 最 后 一 对 整数 和 aj;1 是 a; 二 2 和 a 二 5。 排 列 在 2 右边 大 于 2 的 最 小 
整数 是 a; 一 4， 因此 将 4 放 在 第 三 个 位 置 。 然 后 整数 2、5 和 1 依 递 增 顺 序 放 到 最 后 三 个 位 置 ， 
即 这 个 排列 的 最 后 三 个 位 置 是 125。 于 是 ， 下 一 个 最 大 排列 是 364125。 

为 了 生成 整数 1，2，3，…，, 元 的 ?4! 个 排列 ， 按 照 字 典 顺序 由 最 小 的 排列 ， 即 123…n 开 
始 ， 连续 使 用 n! 一 1 次 生成 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 ， 就 得 到 nn 个 最 小 的 整数 按 字典 顺序 的 所 
有 排列 。 

按 字典 顺序 生成 整数 1，2，3 的 排列 。 

解 从 123 开 始 。 由 交换 3 和 2 得 到 下 一 个 排列 132。 下 一 步 ， 因 为 3 之 2 和 1<3， 排 列 在 
132 中 的 3 个 整数 ， 把 3 和 2 中 较 小 的 放 到 第 一 个 位 置 ， 然 后 按 递增 顺序 把 1 和 3 放 到 位 置 二 
和 三 而 得 到 213。 跟 着 213 的 是 231， 它 是 由 交换 1 和 3 得 到 的 ， 因 为 1 二 3。 下 一 个 最 大 的 排 
列 把 3 放 在 第 一 位 置 ， 后 面 是 1 和 2 按 递增 顺序 排列 ， 即 312。 最 后 ， 交 换 1 和 2 得 到 最 后 一 
个 排列 321。 我 们 生成 了 1，2，3 字 上 典 顺序 排列 ， 它 们 是 123、132、213、231、312 和 321。 

本 
算法 1 显示 了 在 给 定 排列 不 是 最 大 的 排列 xz 一 1 n 一 2…2 1 时 ， 在 它 的 后 面 按照 字典 顺序 
找到 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 。 


算法 1 按 字 — 典 顺序 生成 下 一 个 最 大 排列 
procedure next permutation(Caiaz…ar: (1 ，2,…，7) 的 排列 ， 不 等 于 nn 一 1*…2 1) 


7 :二 nn—1 
while Cr > +1 


j :=j 一 1 





(7 是 使 得 aj<ajti 的 最 大 下 标 ) 


k :=n 


while a; 之 cx 
k :=k—1 
{at 是 在 a; 右边 大 于 ai 的 最 小 整数 } 
交换 以 ) 和 ax 
天 
5 :二 ] 十 1 
while 7r>s 
交换 a, 和 a， 
aes 
st 二 $8 寸 ] 
{这 把 在 第 ; 位 后 边 的 排列 尾部 按 递增 顺序 放置 } 
{现在 aiaz…an 是 下 一 个 排列 ) 





3.6.3 生成 组 合 
怎样 生成 一 个 有 穷 集 的 元 素 的 所 有 组 合 呢 ?由 于 一 个 组 合 仅仅 就 是 一 个 子 集 ， 所 以 我 们 可 sme》 
以 利用 集合 {a ，a; ，*…，a,) 的 子 集 和 位 比特 串 之 间 的 对 应 关系 。 


如 果 a 在 子 集中 ， 对 应 的 比特 串 在 位 置 k 有 一 个 1; 如 果 w 不 在 子 集中 ， 对 应 的 比特 串 
在 位 置 有 一 个 0。 如 果 可 以 列 出 所 有 的 nn 位 比特 串 ， 那 么 通过 在 子 集 和 比特 串 之 间 的 对 应 就 
可 以 列 出 所 有 的 子 集 。 

一 个 nn 位 比特 串 也 是 一 个 在 0 到 2" 一 1 之 间 的 整数 的 二 进 制 展 开 式 。 按 照 它 们 的 二 进 制 展 
开 式 ， 作 为 整数 根据 递增 顺序 可 以 列 出 这 2” 一 1 个 比特 串 。 为 生成 所 有 的 nn 位 二 进 制 展 开 式 ， 
从 具有 nn 个 0 的 比特 串 000…00 开始 。 然 后 ， 继 续 找 下 一 个 最 大 的 展开 式 ， 直 到 得 到 111…11 
为 止 。 在 每 一 步 找 下 一 个 最 大 的 二 进 制 展开 式 时 ， 先 确定 从 右边 起 第 一 个 不 是 1 的 位 置 。 然 后 
把 这 个 位 置 右 边 的 所 有 的 1 变 成 0 并 且 将 这 第 一 个 0( 从 右边 数 ) 变 成 1。 

找 出 在 1000100111 后 面 的 下 一 个 最 大 的 比特 串 。 

解 ”这 个 串 从 右边 数 不 是 1 的 第 1 位 是 从 右边 起 的 第 4 位 。 把 这 一 位 变 成 1 并 且 将 它 后 面 
所 有 的 位 变 成 0。 这 就 生成 了 下 一 个 最 大 的 比特 串 1000101000。 本 

生成 在 2 -2 … 久 5 后 面 的 下 一 个 最 大 的 比特 串 的 过 程 在 算法 2 中 给 出 。 


算法 2 生成 下 一 个 最 大 的 比特 串 

procedure next bit string( 六 0 加 :不 等 于 11…11 的 比特 串 ) 
i :二 0 

while b,=1 


b; :一 0 
i :二 i 十 1 
b; :=1 
{现在 b-16,-2…bibo 是 下 一 个 比特 串 } 





下 面 将 给 出 生成 集合 {1，2，3,，…， nn} 的 rr 组 合 的 算法 。 一 个 +r 组 合 可 以 表示 成 一 个 序 
列 ， 这 个 序列 按照 递增 的 顺序 包含 了 这 个 子 集中 的 元 素 。 使 用 在 这 些 序 列 上 的 字典 顺序 可 以 列 
出 这 些 > 组 合 。 在 这 个 字典 顺序 下 ， 第 一 个 > 组 合 是 (1，2，…，r 一 1，7}， 最 后 一 个 > 组 合 是 
(2 一 r 十 1，72 一 r 十 2，…，7 一 1，72)。 在 wa…a, 后面 的 下 一 个 组 合 可 以 按 下 面 的 方法 得 到 : 
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首先 ， 找 到 序列 中 使 得 a; 关 nn 一 r 十 i 的 最 后 元 素 a;， 然 后 用 a; 十 1 代替 w ， 且 对 于 j= 二 i 十 1，i 十 
2，…，r 用 a; 十 一 i 十 1 代替 a;。 请 读者 证 明 这 就 按 字典 顺序 生成 了 下 一 个 最 大 的 组 合 。 下 面 
的 例 5 说 明了 这 个 过 程 。 

找 出 集合 条 ，2，3，4，5，6} 在 {1，2，5，6} 后 面 的 下 一 个 最 大 的 4 组合 。 

解 ” 在 具有 a 二 1，a, 二 2， a 二 5，a, 二 6 的 项 中 使 得 a; 关 6 一 4 十 i 的 最 后 的 项 是 4, 二 2。 为 
得 到 下 一 个 最 大 的 4 组 合 , 把 a, 加 1 得 a;= 二 3。 然 后 ， 置 a 二 3 十 1 二 4 且 a 二 3 十 2 二 5。 从 而 下 
一 个 最 大 的 4 组合 是 {1，3，4，5}。 二 

算法 3 用 伪 码 给 出 了 这 个 过 程 。 


算法 3 按 字 典 顺序 生成 下 一 个 + 组合 
procedure next r-combination({ai, as, **, a,}): “1) 的 满足 a 二 az 二 … 过 a, 的 不 等 于 
{一 r 十 1，*…，n} 的 真子 集 ) 
1 ?=r 
while a; =n—rtTi 
i :三 1 一 ] 
di :二 aj; 十 1 
for )/ :=i++l1tor 


a :一 0i 十 7 一 :; 
{现在 aaz…a; 是 下 一 个 组 合 } 





奇数 编号 练习 
1. 按照 字典 顺序 排列 下 述 (1，2，3，4，5) 的 排列 

A43921 re OA32, A4532]1, 234519 430145 14032 21340, 45218, 3]452, 31542., 
3. 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 大 写字 母 ， 接 着 1 个 数字 ， 其 中 字母 是 A、B 或 C， 数 字 是 1 或 

2。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 母 顺序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 
5. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 

a)1432 b)54123 c)12453 

d)45231 e)6714235 人 31528764 
7. 使 用 算法 1 按照 字典 顺序 生成 前 4 个 正 整数 的 24 个 排列 。 
9. 使 用 算法 3 列 出 集合 {1，2，3，4，5}) 的 所 有 的 3 组 合 。 
11. 证 明 : 算法 3 按 字 典 顺 序 生成 给 定 r 组 合 后 面 的 下 一 个 最 大 的 7 组 合 。 
13. 列 出 {1，2，3，4，5}) 的 所 有 3 排列 。 
这 一 节 剩 下 的 练习 建立 了 另 一 个 算法 来 生成 (1，2，3，…，z} 的 排列 。 这 个 算法 是 基于 整数 的 康 托 尔 展 
开 。 每 个 小 于 n! 的 非 负 整数 有 一 个 唯一 的 康 托 尔 展开 式 

a 1 Eas 2 TmTa (ni)! 

其 中 Qi 是 一 个 不 超过 1 的 非 负 整 数 ， ta 整数 Ci CQC2 ”9 Un 1 叫 作 这 个 整数 的 康 托 尔 
数字 。 
给 定 {1，2，…*，n}) 的 一 个 排列 。 令 ai-i 是 排列 中 在 kk 后 面 且 小 于 尺 的 整数 个 数 ，k 二 2，3，…，n。 例 
如 ， 在 排列 43215 中 ，ai 是 在 2 后 面 且 小 于 2 的 整数 个 数 ， 所 以 dl 三 1。 类似 地 ， 对 这 个 例子 ，as 一 2、 
a3 二 3 且 a4 二 0。 考 虑 从 {1，2，3，*…， nn) 的 排列 的 集合 到 小 于 n! 的 非 负 整数 的 集合 的 函数 。 这 个 函数 
把 一 个 排列 映 到 一 个 非 负 整数 ,而 这 个 整数 把 以 这 种 方式 定义 的 ai ，az ，…，ae-1 作 为 它 的 康 托 汞 数字 。 
* 15.。 证 明 : 这 里 描述 的 对 应 是 {1，2，3，…，n}) 的 排列 的 集合 与 小 于 n! 的 非 负 整 数 之 间 的 双 射 。 
17. 设计 一 个 以 练习 14 描述 的 对 应 为 基础 的 算法 来 生成 n 元 素 集 合 所 有 的 排列 。 
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许多 计数 问题 用 第 3 章 讨 论 的 方法 是 不 容易 求解 的 。 例 如 : 有 多 少 个 元 位 比特 串 不 包含 两 
个 连续 的 0? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 这 种 位 比特 串 数 ， 给 定 一 个 参数 ， 可 以 证 明 序 列 {a,) 
满足 a,41 二 a, 十 a,-1( 其 中 初始 条 件 为 a 二 2，a; = 二 3)。 这 个 等 式 叫 作 递 推 关 系 ， 它 和 初始 条 件 
4 二 2、Qs 二 3 确定 了 序列 {a,}。 此 外 ， 从 这 个 与 序列 的 项 有 关 的 等 式 可 以 找到 a, 的 显 式 公式 。 
正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 一 种 类 似 的 技术 来 求解 许多 不 同 的 计数 问题 。 

我 们 将 讨论 两 种 在 算法 研究 中 最 重要 的 递 推 关 系 。 首 先 ， 我 们 将 介绍 称 为 动态 规划 的 重要 
算法 范式 。 遵 循 这 一 个 范式 的 算法 将 问题 分 为 重 秋 的 子 问题 。 通 过 北 推 关系 找到 子 问题 的 解答 
方案 从 而 解 出 原始 问题 。 其 次 ,我们 将 介绍 另 一 个 重要 算法 范式 : 分 而 治之 。 遵 循 这 一 个 范式 
的 算法 将 问题 不 断 分 解 为 固定 数量 的 不 重 秋 的 子 问题 ， 直 到 这 些 子 问题 被 直接 解决 。 这 些 算法 
的 复杂 度 可 以 采用 特别 的 递 推 关 系 来 分 析 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 大 量 的 分 而 治之 算法 ， 并 用 
递 推 关 系 来 分 析 它 们 的 复杂 度 。 

我 们 也 将 看 到 ， 可 以 用 形式 索 级 数 ( 也 叫 作 生成 函数 ) 来 求解 许多 计数 问题 ， 基 中 工 的 宕 的 
系数 代表 我 们 感 兴 趣 的 序列 的 项 。 除 了 求解 计数 问题 外 ， i em 
证 明 组 合 恒 等 式 。 

许多 其 他 类 型 的 计数 问题 不 能 使 用 第 3 章 所 讨论 的 技术 求解 ， 例如: 有 多 少 种 方式 把 7 项 
工作 分 给 3 个 雇员 而 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ? 有 和 多少 个 素数 小 于 1000? 可 以 通过 计数 
集合 并 集中 的 元 素数 来 求解 这 两 个 问题 。 我 们 将 开发 一 种 叫 作 容 斥 原理 的 技术 来 计数 在 集合 并 
集中 的 元 素 个 数 ， 并 且 将 说 明 怎 样 用 这 种 技术 求解 计数 问题 。 

可 以 用 本 章 学 到 的 技术 与 第 3 章 的 基本 技术 一 起 求解 许多 计数 问题 。 


4.1 弟 推 关系 的 应 用 
4. 1.1 引言 

第 2 章 介绍 了 怎样 递归 定义 一 个 序列 。 一 个 序列 的 递归 定义 指定 了 一 个 或 多 个 初始 的 项 以 
及 一 个 由 前 项 确定 后 项 的 规则 。 这 个 从 某 些 前 项 求 后 项 的 规则 就 叫 作 递 推 关 系 。 如 果 一 个 序列 
的 项 满足 递 推 关系 ， 则 这 个 序列 就 叫 作 递 推 关系 的 解 。 

本 章 我 们 将 研究 用 递 推 关 系 解 决 计 数 问题 。 如 一 群 细菌 的 数目 每 小 时 增加 一 倍 。 如 果 开 始 
有 5 个 细菌 ， 在 小 时 末 将 有 和 多少 个 细菌 ? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 n 小 时 末 的 细菌 数 。 因 为 
细菌 数 每 小 时 增加 一 倍 ， 只 要 nn 是正 整 数 ， 关 系 a 二 2a,_1 就 成 立 。 对 所 有 的 非 负 整 数 n， 这 个 
关系 和 初始 条 件 w =5 一 起 唯一 地 确定 了 a,。 我 们 可 使 用 第 2 章 中 的 迭代 方法 得 到 a, 的 公式 ， 
即 对 于 所 有 非 负 整数 n，a, 二 5，2”。 

某 些 计数 问题 不 能 用 第 3 章 给 出 的 技术 求解 ， 但 可 以 通过 找到 序列 的 项 之 间 的 关系 ， 如 在 
涉及 细菌 的 问题 中 的 关系 ， 即 弟 推 关系 来 求解 。 我们 将 研究 各 种 能 用 北 推 关系 构造 模型 的 计数 
问题 。 在 第 2 章 中 ,我 们 提出 解决 某 些 递 推 关系 的 方法 。 我 们 将 在 4. 2 节 研 究 一 些 方法 ， 针 对 
满足 某 类 递 推 关系 的 序列 ， 求 出 序列 的 项 的 显 式 公式 。 

本 节 最 后 , 我们 将 介绍 动态 规划 的 算法 范式 ， 在 解释 这 种 范式 原理 之 后 ， 将 给 出 例题 
说 明 。 
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4. 1.2 用 递 推 关 系 构造 模型 

我 们 可 以 使 用 递 推 关系 构造 各 种 问题 的 模型 ， 例 如 找 复 利 ( 见 2.4 节 例 11)、 计 数 岛 上 的 免 
子 、 确 定 汉 诺 塔 难题 的 移动 次 数 ， 以 及 计数 具有 确定 性 质 的 比特 串 。 

例 1 说 明了 怎样 用 递 推 关系 建立 关于 岛 上 兔子 数 的 模型 。 

兔子 和 斐 波 那 契 数 ”考虑 下 面 的 问题 ， 它 是 由 里 奥 那 多 ， 比萨 诺 ， 也 就 是 斐 波 那 契 ， 
于 13 世纪 在 《 算 书 )(Liber abaci) 一 书 中 提出 来 的 。 一 对 刚 出 生 的 兔子 (一 公 一 和 母 ) 被 放 到 岛 上 。 
每 对 兔子 出 生 后 两 个 月 才 开 始 繁殖 后 代 。 如 图 1 所 示 ， 在 出 生 两 个 月 以 后 ， 每 对 兔子 在 每 个 月 


ns》 都 将 繁殖 一 对 新 的 兔子 。 假 定 兔子 不 会 死去 ， 找 出 nn 个 月 后 关于 岛 上 兔子 对 数 的 递 推 关系 。 
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人 坊 信 如 入 坊 入 多 乔 顽 : . 

2 








久久 信人 二 
图 1 岛 上 的 兔子 
解 用 f, 表示 个 月 后 的 兔子 对 数 。 我 们 将 证 明 六 (=1，2，3，…) 是 斐 波 那 契 序列 





的 项 。 

可 以 用 递 推 关系 建立 兔子 数 的 模型 。 在 第 1 个 月 末 ， 岛 上 的 兔子 对 数 是 有 1 二 1。 由 于 这 对 

兔子 在 第 2 个 月 没有 繁殖 ， 所 以 f= 二 1。 为 找到 个 月 后 的 兔子 对 数 ， 要 把 前 一 个 月 岛 上 的 对 

数 f,_, 加 上 新 生 的 对 数 一 一 这 个 数 等 于 六 -:， 因 为 每 对 两 个 月 大 的 兔子 都 生出 一 对 新 例子 。 
因此 ， 序 列 {f,} 满 足 递 推 关系 


B= ns 7 之 3 
及 初始 条 件 户 =1 和 f, 二 1。 由 于 这 个 递 推 关 系 和 初始 条 件 唯一 地 确定 了 这 个 序列 ， 所 以 nn 个 
月 后 岛 上 的 兔子 对 数 由 第 个 韭 波 那 契 数 给 出 。 4 


例 2 涉及 一 个 著名 的 难题 。 

@ 了 及 汉 诺 塔 ”19 世纪 后 期 由 法 国 数学 家 埃 德 沃 德 ， 卢 卡 斯 发 明 的 一 个 流行 的 游戏 叫 作 汉 
诺 塔 ， 它 由 安装 在 一 个 板 上 的 3 根 柱子 和 若干 大 小 不 同 的 盘子 构成 。 开 始 时 ， 这些 盘子 按照 大 
小 的 次 序 放 在 第 一 根 柱 子 上 ， 大 盘子 在 底下 (如 图 2 所 示 )。 游 戏 的 规则 是 : 每 一 次 把 1 个 盘子 
从 一 根 柱子 移动 到 另 一 根 柱子 ， 但 是 不 允许 这 个 盘子 放 在 比 它 小 的 盘子 上 面 。 游 戏 的 目标 是 把 
所 有 的 盘子 按照 大 小 次 序 都 放 到 第 二 根 柱子 上 ， 并且 将 最 大 的 盘子 放 在 底部 。 

令 H, 表示 解 怀 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 。 建 立 一 个 关于 序列 { 五 ,} 的 递 推 关系 。 

解 ”开始 时 7 个 盘子 在 柱 1。 按 照 游戏 规则 ， 我 们 可 以 用 五- 次 移动 将 上 边 的 ”一 1 个 盘 
子 移 到 柱 3( 图 3 说 明了 此 刻 的 柱子 和 盘子 ) 。 在 这 些 移动 中 保留 最 大 的 盘子 不 动 。 然 后 ， 我 们 
用 一 次 移动 将 最 大 的 盘子 移 到 第 二 根 柱 子 上 。 我 们 可 以 再 使 用 日 ,_1 次 移动 将 柱 3 上 的 ”一 1 个 
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盘子 移 到 柱 2， 把 它们 放 到 最 大 的 盘子 上 面 ， 这 个 最 大 的 盘子 一 直 放 在 柱 2 的 底部 。 这 表示 解 
! 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 为 2 互 .十 1 次 。 








柱 2 柱 3 
图 2 汉 诺 塔 的 初始 位 置 





柱 1 柱 2 柱 3 
图 3 汉 诺 塔 的 一 个 中 间 位 置 


我 们 现在 证 明 解 决 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 的 移动 次 数 不 能 少 于 2H,_, 十 1 次。 注意 ， 在 移动 
最 大 的 盘子 之 前 ， 必 须要 将 ”一 1 个 更 小 的 盘子 移动 到 不 是 柱 1 的 柱子 上 ， 做 这 件 事 需要 至 少 
万 ,次 移动 ， 另 一 次 必要 的 移动 是 将 最 大 的 盘子 移 走 。 最 后 ， 将 这 n 一 1 个 更 小 的 盘子 移动 到 最 
大 的 盘子 上 需要 至 少 有 H, ,次 移动 。 将 这 些 移动 次 数 相 加 就 是 完成 这 个 任务 的 移动 次 数 的 下 限 。 
我 们 的 结论 是 
H, = 2H, ,+1 
初始 条 件 是 Hi 二 1， 因 为 依照 规则 一 个 盘子 可 以 用 1 次 移动 从 柱 1 移 到 柱 2。 
我 们 可 以 使 用 迭代 方法 求解 这 个 递 推 关系 。 
H,= 2 互 ,十 1 
= 2(2H,_; 十 1) 十 1 = 2*H,_ ,十 2 十 1 
一 22(2 有 HH;_ 十 1) 十 2 十 1 = 2 作 有 Hi 十 半 和 十 2 十 1 


= 
= 2 1 
三 2 一】 

为 了 用 序列 前 面 的 项 表示 瓦 ,， 我 们 重复 地 用 到 这 个 递 推 关 系 。 在 倒数 第 二 个 等 式 中 用 了 
初始 条 件 瓦 , 王 1。 最 后 一 个 等 式 是 基于 等 比 序列 的 求 和 公式 得 出 的 ， 这 个 公式 可 以 在 2.4 节 的 
定理 1 中 找到 。 

用 迭代 方法 找 出 了 具有 初始 条 件 H, 二 1 的 递 推 关系 HH, 二 2H,_ 十 1 的 解 。 这 个 公式 可 以 用 
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数学 归纳 法 证 明 。 证 明 留 给 读者 作为 本 节 的 练习 1， 

关于 这 个 难题 有 一 个 古老 的 传阅， 在 汉 诺 有 一 座 塔 ， 那 里 的 僧侣 按照 这 个 游戏 的 规则 从 一 
个 柱子 到 另 一 个 柱子 移动 64 个 金 盘 子 ， 据 说 当 他 们 结束 游戏 时 世界 就 到 了 末日 。 如 果 这 些 僧 
侣 1 秒 移动 1 个 盘子 ， 这 个 世界 将 在 他 们 开始 多 久 以 后 终结 ? 

根据 这 个 显 式 公式 ， 僧 但 需要 

2 ”一 IT 一 18 446 744 073 709 551 615 

次 移动 来 搬 这 些 盘 子 。 每 次 移动 需要 1 秒 ， 他 们 将 用 5000 亿 年 来 求解 这 个 难题 ， 因 此 这 个 世 
界 的 寿命 应 该 相当 长 。 关 

评注 许多 人 研究 了 源 自 例 5 所 述 汉 诺 塔 难题 的 各 种 问题 。 某 些 问 题 用 到 更 多 的 柱子 ， 某 
些 问 题 允 许 同样 大 小 的 盘子 ， 某 些 问题 对 盘子 的 移动 类 型 加 以 限制 。 一 个 最 古老 和 最 有 趣 的 问 
题 是 雷 夫 难题 ?， 它 是 1907 年 由 亨利 。 杜 德 尼 在 他 的 《坎特伯雷 谜 题 兴 Canterbury Puzzle) 一 书 中 
提出 来 的 。 这 个 难题 是 雷 夫 提出 的 ， 他 让 一 个 朝圣 者 把 一 堆 各 种 大 小 的 奶 栈 从 4 个 受 子 中 的 一 个 
移 到 另 一 个 ， 移 动 中 不 允许 把 直径 较 大 的 奶 酷 放 在 较 小 的 奶 酷 上面。 如 果 用 柱子 和 盘子 的 概念 
来 表述 雷 夫 难题 ， 除 了 使 用 4 根 柱 子 之 外 ， 其 他 和 汉 诺 塔 的 规则 一 样 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 把 汉 诺 
塔 问 题 推广 到 p(p 放 3) 根 柱子 的 情形 。( 需 要 说 明 的 是 ， 已 有 公开 声明 说 解决 了 这 个 问题 ,不 过 
这 并 未 获 专家 认可 。) 然 而 ，2014 年 Thierry Bousch 证 明了 求解 nn 个 盘子 的 雷 夫 难题 所 需要 的 最 少 
移动 次 数 ， 它 等 于 由 弗 雷 姆 (Frame) 和 斯 图 尔 特 (Stewart) 在 1939 年 发 明 的 算法 所 使 用 的 移动 次 
数 。( 更 详细 的 信息 参见 本 节 末 的 练习 38 一 45 和 [St94] 及 [Bol4]。) 

例 3 说 明了 怎样 用 递 推 关系 计数 具有 指定 长 度 和 某 种 性 质 的 比特 串 。 

对 于 不 含 2 个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 ， 找 出 递 推 关系 和 初始 条 件 。 有 多 少 个 这 
样 的 5 位 比特 串 ? 

解 ” 设 a, 表示 不 含 2 个 连续 0 的 妈 位 比特 串 的 个 数 。 我 们 将 假定 ?之 3， 比 特 串 至 少 有 3 
位 。72 位 比特 串 可 以 分 为 以 1 结尾 的 和 以 0 结尾 的 。 

精确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 1 结尾 的 2 位 比特 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 2 一 1 位 比特 
串 的 尾部 加 上 一 个 1。 因 此 存在 ,个 这 样 的 比特 串 。 

不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 天 位 比特 串 的 ?一 1 位 必须 是 1， 否则 就 将 以 2 个 0 结尾 。 因 
而 ， 精 确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 ?2 位 比特 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 2 一 2 位 比特 
串 的 尾部 加 上 10。 因 此 存在 w :个 这 样 的 比特 串 。 

如 图 4 所 示 ， 可 以 断言 对 于 ”之 3， 有 

a, 一 Q_ 1 十 Q&，， 


不 含 2 个 连续 0 的 n 
位 比特 串 的 个 数 : 


\ 含 2 个 连续 0 
oa | ee ov 
™ 个 


总 共 : dn = 1 + 2 
图 4 计数 不 含 2 个 连续 0 的 位 比特 串 


初始 条 件 是 w 二 2， 因 为 1 位 的 比特 串 是 0 或 1， 没有 连续 的 2 个 0。 而 a 二 3， 因 为 2 位 
的 比特 串 中 满足 条 件 的 是 01、10 和 11。 使 用 3 次 弟 推 关系 就 可 得 到 a; 


日、 雷 夫 (Reve)， 更 常见 的 是 拼写 为 reeve， 这 个 词 在 古代 是 指 地 方 长 官 (governor) 。 . 
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cy 三 Caz 十 刀 ; 二 13 斗 和 二 5 
a = Cr 二 0 一 站 3 三 8 
as 二 a 十 as 二 8 十 5 = 二 13 EE 

评注 注意 {a,} 和 辈 波 那 契 序列 满足 同样 的 递 推 关 系 。 因 为 由 三 上 户 且 三 所 ， 从 而 有 a, 三 
fra z 

例 4 说明 怎 样 用 递 推 关系 建立 编码 字数 的 模型 ， 这 种 编码 字 是 通过 确定 的 有 效 性 检测 所 允 
许 的 。 

品 且 )》 编码 字 的 枚 举 如果 一 个 十 进 制 数字 串 包 含 偶数 个 0， 计算 机 系统 就 把 它 作 为 一 个 
有 效 的 编码 字 。 例 如 ，1230407869 是 有 效 的 ， 而 120987045608 不 是 有 效 的 。 设 w 是 有 效 的 7 
位 编码 字 的 个 数 。 找 出 一 个 关于 a, 的 递 推 关 系 。 

解 ”注意 w 王 9， 因 为 存在 10 个 1 位 十 进 制 数字 串 ， 并 且 只 有 一 个 即 串 0 是 无 效 的 。 通 过 
考虑 怎样 由 2 一 1 位 的 数字 串 构 成 一 个 双 位 有 效 数 字 串 ， 就 可 以 推导 出 关于 这 个 序列 的 递 推 关 
系 。 从 少 1 位 数字 的 串 构成 nn 位 有 效 数 字 串 有 两 种 方式 。 

第 一 种 ， 在 一 个 n 一 1 位 的 有 效 数 字 串 后 面 加 上 一 个 非 0 的 数字 就 可 以 得 到 一 个 nn 位 的 有 
效 数字 串 。 加 这 个 数字 的 方式 有 9 种 。 因 此 用 这 种 方法 构成 n 位 有 效 数字 串 的 方式 有 9a,_1 种 。 

第 二 种 ， 在 一 个 无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 位 有 效 的 数字 串 。( 这 
将 产生 具有 偶数 个 0 的 串 ， 因 为 无 效 的 ”一 1 位 数字 串 有 奇数 个 0。) 这 样 做 的 方式 数 等 于 无 效 的 
?一 位 数字 串 的 个 数 。 因 为 存在 10” 个 2 一 1 位 数字 串 ， 其 中 有 ww-: 个 是 有 效 的 ， 所 以 通过 在 
无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 10” 一 a 个 nn 位 的 有 效 数 字 串 。 

因为 所 有 的 nn 位 有 效 数字 串 都 用 这 两 种 方式 之 一 产生 ， 所 以 存在 

da, =9a +t (10 = 0&1) 
= 十 功 一 
个 位 有 效 数字 串 。 本 

例 5 中 的 递 推 关系 在 许多 不 同 的 场合 都 可 以 见 到 。 

求 关于 C, 的 递 推 关 系 ， 其 中 C, 是 通过 对 nn 十 1 个 数 xXx，。， Zz 。x，。…。 x 的 乘积 中 
加 括号 来 规定 乘法 的 次 序 的 方式 数 。 例 如 ，C:, 王 5， 因 为 对 zi。，z。z。z 有 5 种 加 括号 的 方 
式 来 确定 乘法 的 次 序 : 


(Nao min Cs CR 





Ti i RN (ms 

解 ”为 了 求 关于 C, 的 递 推 关 系 ， 我们 注意 到 无 论 怎 样 在 xo。* “xz，。…。x, 中 插入 括 
号 ， 总 有 一 个 “。” 运 算 符 留 在 所 有 括号 的 外 边 ， 即 执行 最 后 一 次 乘法 的 运算 符 。[ 例如， 在 
(zi。(z。z))。2zi 中 的 最 后 一 个 运算 符 ， 在 (x。*， x1)，(x，，xz;) 中 的 第 二 个 运算 符 。] 这 个 最 
后 的 运算 符 出 现在 nn 十 1 个 数 中 的 两 个 数 之 间 ， 比 如 说 z 和 zi 之 间 。 当 最 后 的 运算 符 出 现在 
Zh 和 zi 之 间 时 ， 存 在 C.C,-4-_i1 种 方式 插入 插 号 来 确定 ?十 1 个 数 被 乘 的 次 序 ， 因 为 有 Ci 种 方 
式 在 乘积 zo， zi1。…。 x 中 插入 括号 来 确定 这 十 1 个 数 的 乘法 次 序 ， 所 以 有 C, -ci 种 方式 在 
乘积 二 +i ”zitz“，…。 ZX, 中 插入 括号 来 确定 这 ni 一 个 数 的 乘法 次 序 。 由 于 这 个 最 后 的 运算 符 可 
能 出 现在 n 十 1 个 数 的 任 两 个 数 之 间 ， 所 以 

Gs CoG GG TT Ct 


CC 


注意 初始 条 件 是 C, 二 1 和 C, 一 1。 4 
这 个 递 推 关 系 可 以 用 生成 函数 的 方法 求解 ， 这 种 方法 将 在 8.4 节 讨 论 。 可 以 证 明 C, 二 


CC2n，n)A(n 十 1)( 见 4.4 节 的 练习 43) 并 且 C. 一 六 六 (参见 [GrKnPag4])。 序列 {C ,} 是 卡 塔 兰 
/A 
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(Catalan) 数 的 序列 。 这 个 序列 以 尤 金 ， 查尔斯 ， 卡 塔 兰 命名 ， 它 是 除了 上 例 之 外 的 许多 不 同 计 
数 问题 的 解 (细节 见 [MiRo91] 或 [Ro84a] 中 有 关卡 塔 兰 数 的 一 章 )。 


4. 1.3 ”算法 与 递 推 关系 

递 推 关系 在 一 些 算 法 研究 和 算法 复杂 度 方面 起 着 重要 作用 。 在 4. 3 节 ， 我 们 将 说 明 如 何 使 用 
递 推 关 系 分 析 分 而 治之 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 如 归并 排序 算法 。 可 以 在 4. 3 节 看 到 ， 分 治 算法 递归 
地 将 一 个 问题 分 解 为 一 个 固定 数量 的 非 重 又 的 子 问题 ， 直 到 子 问题 简单 到 可 以 直接 求解 。 我 们 
在 本 节 的 最 后 将 介绍 另 一 种 算法 范式 一 一 动态 规划 ， 它 可 以 有 效 地 用 于 解决 许多 优化 问题 。 

遵循 动态 规划 范式 的 算法 是 将 问题 递归 地 分 解 为 更 简单 的 重 盖 子 问题 ， 通 过 子 问 题 的 解决 
来 解决 原 问题 。 一 般 地 ， 递 推 关 系 用 于 通过 子 问题 求解 找到 全 局 问题 的 解决 方法 。 动 态 规划 已 
经 用 于 解决 广泛 领域 的 一 些 重要 问题 ， 包 括 经 济 、 计 算 机 视觉 、 语 音 识别 、 人 工 智能 、 计 算 图 
形 学 和 生物 信息 学 。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 运 用 动态 规划 设计 算法 解决 调度 问题 。 在 此 之 前 ,我 
们 将 介绍 动态 规划 这 个 名 称 的 有 趣 来 源 ， 它 由 数学 家 理 查 德 . 贝尔 曼 在 20 世纪 50 年 代 提 出 。 

贝尔 曼 当时 在 RAND 公司 工作 ， 参 与 美国 军 方 的 一 个 项 目 。 当 时 ,美国 国防 部 对 数学 研究 有 
thay 贝尔 曼 必 须 想 一 个 与 数学 无 关 的 用 于 解决 调度 和 规划 问题 的 名 字 。 
他 决定 用 一 个 形容 词 一 一 动态 。 因 为 “使 用 动态 这 个 单词 不 可 能 有 贬义 ”， 他 认为 “动态 规划 
是 连 国会 都 不 会 反对 的 ”。 

动态 规划 实例 ”假设 我 们 需要 在 一 个 讲座 厅 中 安排 讲座 。 这 些 讲座 预 设 了 开始 和 结束 时 
间 。 一 旦 一 个 讲座 开始 ， 它 将 进行 直到 结束 。 两 个 讲座 不 可 以 安排 在 同一 时 间 段 内 ， 一 个 讲座 
可 从 另 一 个 讲座 结束 时 开始 。 我 们 的 目标 是 尽 可 能 多 地 合并 已 规划 讲座 的 参与 者 。 

我 们 形式 化 这 个 问题 : 设 有 ) 个 讲座 ， 讲 座 7 开始 于 时 间 t;， 结 束 于 时 间 e;， 有 ww 个 学 生 
参与 。 我 们 需要 规划 最 大 的 参与 学 生 人 数 。 即 我 们 希望 规划 一 组 讲座 使 得 在 所 有 安排 的 讲座 中 
w; 之 和 最 大 。( 注 意 ， 当 一 个 学 生 参 与 了 多 个 讲座 时 ， 这 个 学 生 通 过 他 参与 的 讲座 数 来 计数 。) 
我 们 用 T(j) 来 表示 由 一 个 优化 调度 得 到 的 前 j 场 讲 座 的 最 大 参与 总 数 ，T(n) 就 是 一 个 优化 调 
度 得 到 的 对 于 所 有 ”个 讲座 的 最 大 参与 总 数 。 

我 们 首先 将 讲座 结束 时 间 升 序 排序 。 此 后 ,我们 重新 编号 讲座 ，ei 志 6; 过 … 志 6e,。 我 们 说 
两 个 讲座 是 相 容 的 当 它 们 能 成 为 一 个 规划 的 一 个 部 分 。 即 ， 它 们 的 时 间 不 会 重 春 。( 不 同 于 一 
个 结束 而 同时 另 一 个 开始 .) 对 于 e 和 及 ， 我 们 定义 p( 站 为 最 大 整数 i，i 二 7;， 如 果 这 个 整数 存 
在 ; 否则 p(j)= 二 0。 这 样 ， 如 果 存 在 ,讲座 p(7) 是 与 讲座 j 相 容 的 在 讲座 j 前 结束 的 结束 最 晚 
的 讲座 。 否 则 p()) = 二 0， 这 样 的 讲座 不 存在 。 

考虑 7 个 讲座 开始 和 结束 时 间 ， 如 图 5 所 示 。 








8:00 9:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00 
图 5 一 个 展示 p(h) 值 的 讲座 规划 
讲座 1， 开始 8 :00， 结 束 10 :00 讲座 3: 开始 10 :30， 结束 12 :00 
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讲座 2: 开始 9 :00， 结束 11 :00 讲座 4: 开始 9:30， 结 束 13 :00 

讲座 5: 开始 8 :30， 结 束 14 :00 讲座 7; 开始 13 :00， 结 束 14 :00 

讲座 6: 开始 11:00， 结 束 14 :00 

对 于 辽 三 19162s 机 计算 其 亡 。 

解 ”我 们 可 以 得 到 p(1)= 二 0 和 p(2) 二 0。 因 为 没有 讲座 结束 时 间 在 这 两 个 讲座 开始 之 前 。 
可 得 到 p(3) 二 1， 因 为 讲座 3 和 讲座 1 是 相 容 的 。 但 讲座 3 和 讲座 2 不 相 容 。p(4)= 二 0， 因 为 讲 
座 4 与 讲座 1、2、3 都 不 相 容 。p(5) 二 0， 因 为 讲座 5 与 讲座 1、2、3、4 都 不 相 容 。p(6)==2， 
因为 讲座 6 和 讲座 2 是 相 容 的 。 但 讲座 6 和 讲座 3、4、5 不 相 容 。 最 后 p(7) = 二 4， 因 为 讲座 7 
和 讲座 4 是 相 容 的 。 但 讲座 7 和 讲座 5、6 不 相 容 。 q 

为 了 设计 一 个 解决 这 个 问题 的 动态 规划 算法 ， 我们 首先 提出 一 个 关键 的 递 推 关 系 。 首 先 注 
意 7 三 n。 对 于 前 j 个 讲座 ， 有 两 种 可 能 的 优化 调度 (注意 ， 我 们 已 经 将 n 个 讲座 按 结束 时 间 升 
序 排序 ) : (CD 讲座 1/ 属于 优化 调度 ; (iD 它 不 属于 。 

情况 (D : 我 们 知道 讲座 如 (7) 十 1，…，7 一 1 不 可 能 属于 这 个 规划 ， 因 为 这 些 讲座 与 讲座 7 
都 不 相 容 。 进 一 步 ， 在 优化 调度 中 的 其 他 讲座 必定 包括 了 讲座 1，2，…，p(j) 的 一 个 优化 调 
度 。 因 为 如 果 对 于 1，2，…，p(j) 有 更 好 的 优化 调度 ,通过 加 上 讲座 }， 我 们 将 得 一 个 比 总 体 
优化 调度 更 好 的 规划 。 所 以 ， 在 情况 (DD 下，T()) 二 wj 十 T(p(j))， 

情况 (ii) 当 讲 座 j 不 属于 一 个 优化 调度 时 ， 讲座 1，2，…，j 的 优化 调度 就 与 讲座 1， 
2，…,j 一 1 的 一 样 。 因 此 ， 在 情况 Gi) 下 ，TQ)= 二 TC 一 1)。 结 合 情 况 (i) 和 (Gi) ， 可 得 到 一 个 递 
推 关 系 : 

T())=max(w,++ T(p(j)), TOG—1)) 

现在 我 们 得 到 这 个 弟 推 关系 ,我 们 将 设计 一 个 有 效 算法 (算法 1) 来 计算 最 大 的 参与 总 数 。 
在 计算 之 后 ， 通 过 保存 每 一 个 T(j) 值 来 保证 这 个 算法 是 有 效 的 。 这 样 可 以 只 计算 T(j) 一 次 。 
如 果 不 这 样 ， 算 法 将 有 指数 级 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 。 保 存 每 一 次 计算 值 的 过 程 称 为 记忆 ， 这 对 
于 提高 递归 算法 效率 是 很 重要 的 技术 。 


算法 1 调度 讲座 的 动态 规划 算法 

Procedure Maximum Attendees(51 ，5,。，"…，5,: 讲座 的 开始 时 间 ; el ，ez ，…，e,: 讲座 的 结束 时 间 ; 
zw …，rz: 讲座 的 参与 人 数 ) 
将 讲座 按 结束 时 间 排 序 ， 并 重新 标记 讲座 ， 保 证 el 二 es 夺 … 二 e， 

for ) :一 ] ton 


if 没有 任务 ii 一 7 与 任务 二 相 兼 容 ; 


p(j)=0 
else p(j) :二 max(i|i 二 j 并 且 任 务 i 与 任务 7 相 兼 容 } 
T(0) :一 0 
for ; :=] ton 
TU) :=max(w;+ T(p(7)), T(7—1)) 
return T(n){T(n) 是 最 大 的 参与 人 数 ) 





在 算法 1 中 ， 我们 通过 一 个 讲座 调度 方案 确定 最 大 的 参与 人 数 ， 但 我 们 不 能 找到 获得 最 大 
人 数 的 调度 方案 。 为 了 找到 这 个 调度 方案 ， 我们 用 到 这 个 事实 : 对 于 前 7 个 讲座 ， 讲 座 7 属于 
一 个 优化 方案 当 且 仅 当 wj 十 T(p(7)) 之 T(j 一 1)。 我 们 将 这 个 问题 留 作 练习 53， 基 于 这 个 观察 
设计 一 个 算法 ， 以 确定 哪些 讲座 应 该 在 获得 最 大 参与 人 数 的 调度 方案 中 。 

算法 1 是 动态 规划 的 一 个 好 例子 ， 因 为 通过 重 闪 的 子 问题 的 优化 方案 找到 了 最 大 参与 人 
数 。 每 一 个 子 问题 确定 前 7 个 讲座 的 最 大 参与 人 数 ，1 志 j 三 n 一 1。 其 他 动态 规划 例子 参见 练习 
56 和 57 以 及 补充 练习 14 和 17。 
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奇数 编号 练习 ” 


1, 
3. 


和 


11, 


用 数学 归纳 法 验证 在 例 2 导出 的 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 移动 次 数 的 公式 。 

一 台 出 售 邮 票 短 的 售 货 机 只 接受 1 美元 硬币 、1 美元 纸币 以 及 5 美元 纸币 。 

a) 找 出 与 放 nn 美元 到 这 台 售 货机 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 ， 这 里 要 考虑 硬币 和 纸币 放 入 的 次 序 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

©) 一 本 邮票 簿 需 10 美元 ， 有 和 多少 种 方式 付款 ? 


: 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 那么 使 用 练习 4 描述 的 货币 系统 付 17 比 案 的 账单 有 多 少 种 方式 ? 
. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 x 位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包 含 2 个 连续 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 
a) 求 与 不 包含 3 个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 3 个 连续 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 
a) 一 个 人 有 疏 阶 梯 ， 如 果 每 次 可 以 上 1 或 2 阶 , 求 与 候 n 阶 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? ce) 这 个 人 疏 8 阶 阶 梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 


一 个 只 包含 0、1 和 2 的 串 叫 作 三 进 制 串 。 


13. 


* 5 


we 7: 


19, 


21. 


* 23, 


25. 


2 


* 29. 


1 


a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 的 nn 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 ，。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 2 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ¢) 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 串 有 和 多少 个 ? 

信息 通过 信道 传送 要 使 用 两 个 信号 。 一 个 信号 的 传送 需要 1 微 秒 ， 而 另 一 个 信号 的 传送 需要 2 微 秒 。 

a) 求 与 在 双 微 秒 内 发 送 的 不 同 信息 数 有 关 的 递 推 关系 ， 其 中 信息 由 这 两 个 信号 的 序列 构成 ， 并 且 信 
息 中 的 每 个 信号 后 面 都 紧 跟 着 下 一 个 信和 号。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 这 两 个 信号 在 10 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 条 不 同 的 信息 ? 

a) 如果 R, 是 一 个 平面 被 4 条 直线 划分 出 的 区 域 个 数 ， 其 中 没有 两 条 直线 是 平行 的 ， 也 没有 3 条 直线 
交 于 一 点 ， 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关 系 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R,。 

a) 找 出 由 S, 满足 的 递 推 关系 ， 其 中 S, 是 三 维 空间 被 n 个 平面 分 成 的 区 域 数 ， 如 果 每 3 个 平面 交 于 一 
点 ， 但 没有 4 个 平面 交 于 一 点 。 

b) 使 用 迭代 求 出 $, 。 

包含 偶数 个 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 

a) 用 地 砖 铺 一 条 人 行道 ， 地 砖 是 红色 、 绿 色 或 灰色 的 。 如 果 没 有 两 块 红 砖 相 邻 上 且 同 色 的 地 砖 是 不 加 
区 别 的 ， 找 出 与 用 块 砖 铺 一 条 路 的 方式 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 对 于 a 中 的 递 推 关 系 有 什么 初始 条 件 ? 

c) 用 7 块 砖 铺 一 条 在 a 中 所 描述 的 路 有 多 少 种 方式 ? 

设 S(m，n) 表 示 从 m 元 素 集 合 到 nn 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 。 证 明 S(m，nn) 满 足 递 推 关系 


n—l 
SCmn) 一 各 一 > Cn,k) Sm,k) 


其 中 ma 之 丸 上 且 71， 初 始 条 件 是 SC ，1) 一 1。 
a) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关 系 确 定 Cs ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 6 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 
b) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 C; 的 封闭 公式 检验 得 到 的 结果 。 


日 “为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获 取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 (离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 * 原 书 第 8 版 ) 兴 预计 2020 年 春季 出 版 ) 。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注 意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 8 章 ， 故 请 查阅 第 8 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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练习 33 一 37 是 格雷 厄 姆 (Graham)、 克 努 斯 (Knuth) 和 帕 塔 什 尼 克 (Patashnik) 在 [GrKnPa94 ] 所 描述 的 约 
瑟 夫 问题 (Josephus Problem) 的 一 种 变形 。 这 个 问题 来 源 于 历史 学 家 弗 拉 维 乌 斯 。 约 瑟 夫 的 一 本 账 。41 
个 犹太 叛 民 在 一 世纪 犹太 罗马 战争 期 间 被 罗马 人 追赶 逃 入 山洞 ， 约 瑟 夫 是 这 和 群 人 中 的 一 个 。 这 些 叛 民 宁 
愿 死 也 不 愿 被 仓 。 他 们 决定 转 成 一 个 圆圈 并 且 围 着 这 个 圆圈 重复 数 数 ， 每 数 到 3 就 杀 掉 这 个 位 置 的 人 而 
留 下 其 他 的 人 。 但 是 约瑟夫 和 另 一 个 叛 民 不 愿意 这 样 被 杀 掉 。 他 们 确定 了 应 该 站 的 位 置 ， 是 最 后 两 个 活 
下 来 的 叛 民 。 我 们 考虑 的 问题 开始 时 有 于 个 人 ， 记 为 1 到 7 站 成 一 个 圆圈 。 每 一 步 ， 每 第 2 个 仍旧 活着 
的 人 将 被 排除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 人 为 止 。 我们 把 生还 的 人 数 记 作 J(Cz) 。 

. 33. 对 每 个 正 整 数 n 的 值 ，1 志 nn 二 16， 确 定 J(n) 的 值 。 

35. 对 于 n 宇 1， 证明 J(n) 满 足 递 推 关 系 J(2n) 二 2J (n) 一 1 和 J(2n 十 1)==2J(n) 十 1,， 且 J (1)=1。 

37. 根据 关于 J(n) 的 公式 确定 J(100)、J(1000) 和 J.(10 000)。 

练习 38 一 45 涉及 雷 夫 难题 ， 即 具有 4 个 柱 和 nn 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 变形 问题 。 在 给 出 这 些 练习 之 前 ， 我 们 
描述 一 个 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 (Frame-Stewart) 算 法 ， 它 把 盘子 从 柱 1 移 到 柱 4 并 且 没 有 较 大 的 盘子 放 在 较 小 
的 盘子 上 面 。 给 定 盘子 数 n 作 为 输入 ,这 个 算法 依赖 于 一 个 整数 的 选择 ，1 三 kn。 当 只 有 一 个 盘子 
时 ， 把 它 从 柱 1 移 到 柱 4， 然 后 算法 停止 。 对 于 n 记 1， 算法 递归 地 使 用 下 面 的 3 步 。 首 先 使 用 所 有 的 4 
根 柱 递归 地 把 最 小 的 n 一 k 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 2。 下 一 步 使 用 汉 诺 塔 问题 的 三 根 柱 算法 ， 不 使 用 放 nn 一 上 
个 最 小 盘子 的 柱 ， 把 有 个 最 大 的 盘子 递归 地 从 柱 1 移 到 柱 4。 最 后 ， 使 用 所 有 4 根 柱 递归 地 将 7 一 上 个 最 
小 的 盘子 移 到 柱 4。 弗 雷 姆 和 斯 图 尔 特 证 明 ， 使 用 他 们 的 算法 ,为 了 达到 最 少 的 移动 次 数 ， 应 该 选择 大 
使 得 n 是 不 超过 第 大 个 三 角形 数 所 一 &GR 十 1)72 的 最 小 的 正 整 数 ， 即 4h-1 志 ?< 安 点 。 有 一 个 未 被 证 实 的 猜 
想 ， 称 为 弗 雷 姆 猜想 ， 就 是 不 管 盘 子 怎 样 移动 ， 该 算法 对 于 求解 这 个 难题 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 

39. 证 明 : 具有 4 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 9 次 移动 求解 。 

* 41. 证 明 : 如 果 R(n) 是 由 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算 法 求解 具有 个 盘子 的 雷 夫 难 题 所 使 用 的 移动 次 数 ， 这 里 选 
择 & 是 满足 nk(k 十 1)/2 的 最 小 的 整数 ， 那 么 R(n) 满 足 递 推 关系 R(n)= 二 2R(n 一 有 十 2 一 1]， 且 R(0) 二 
0, ROQ)=1, 


上 


* 43. 证 明 :; 如 果 上 有 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 R(n) 一 ;3 i2™ 1! — (tf CO— 7)2* 1! 。 


一 1 


x 45. 证 明 : Ra) 是 OCVz2v2) 。 
设 {a,) 是 实数 序列 ， 这 个 序列 的 后 向 差分 递归 地 定义 如 下 : 第 一 差分 Va, 是 
Vas — #4 — drs 
从 Va, 得 到 第 k 十 1 差分 Va,， 即 
a 一 到 

47. 对 于 在 练习 46 中 的 序列 求 Va,。 

49。 证 朋 ， a, 二 二 2 Va, 二 这 a, 。 

51. 用 a,，Va, ，V*a, 的 项 表示 递 推 关 系 a, 二 a,-i1 十 a,-2。 

* S3, 在 算法 1 之 后 ， 设 计 一 个 算法 确定 应 该 调度 哪些 讲座 以 最 大 化 参与 总 人 数 ， 而 不 只 是 由 算法 1 得 到 

的 最 大 的 参与 总 人 数 。 

55. 对 于 练习 54 中 的 每 一 部 分 ， 使 用 练习 53 的 算法 找到 优化 调度 方案 以 使 参考 人 数 最 大 化 。 

* $7. 动态 规划 可 以 用 于 设计 解决 矩阵 链 乘 法 问题 的 算法 。 这 个 问题 是 确定 怎样 使 用 最 少 的 整数 乘法 计算 

AilA,.…A,,， 其 中 Mi AAsy rs tA, 分 别 是 m1 X ms， m2 Xmas *”, 7 X 2 和 矩阵 。 注意 由 于 结合 律 ， 

乘积 不 依赖 于 和 矩阵 乘 的 顺序 。 

a) 证 明 采 用 蛮 力 算法 确定 矩阵 链 乘 法 问题 的 整数 乘法 的 最 小 个 数 将 是 指数 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。[ 提 
示 : 首先 证 明和 矩阵 乘法 的 顺序 是 由 乘积 括号 指定 的 ， 然 后 使 用 例 5 和 4.4 节 的 练习 43c。] 

b) 用 4 表示 4,4+…4i 的 乘积 ，M(i，7 思 表示 计算 A; 的 最 小 整数 乘法 数 。 证 明 如 果 通 过 将 AAA 
4) 分 割 为 A; 与 4 和 A4:1 与 A; 相 乘 ， 可 以 得 到 计算 A; (i 二 站 较 少 的 整数 乘法 数 ， 那 么 前 个 矩阵 
项 必定 括 在 一 起 ， 这 样 A 采用 M(i, &) 最 优 乘法 次 数 ; Ai+1,; 必 定 插 在 一 起 ， 这 样 Ai+1,; 采 用 
M(k 十 1， 7) 最 优 乘 法 次 数 。 

c) 解 释 为 什么 b 可 以 得 到 如 下 递 推 关系 : 如 果 1<i<k<j<<n,，M(i， 力 一 minCMGi 十 NE 天 寺 1 


了 十 772;72k+1772j+1)。 
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d) 使 用 c 中 的 递 推 关系 设计 一 个 确定 n 和 矩阵 乘 的 有 效 算法 ， 算法 采用 最 小 整数 乘法 个 数 。 当 计算 出 
M(i,， 门 时 ,保存 M(i， 门 部 分 结果 使 得 算法 不 会 出 现 指数 时 间 复 杂 度 ， 
e) 证 明 d 的 算法 对 于 整数 乘 具 有 Olni) 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。 


4.2 求解 线性 递 推 关系 
4.2.1 引言 
模型 里 有 各 种 各 样 的 北 推 关系 。 某 些 北 推 关 系 可 以 用 迭代 或 者 其 他 的 特别 技术 求解 。 但 


是 ， 有 一 类 重要 的 递 推 关系 可 以 用 一 种 系统 方法 明确 地 求解 。 在 这 种 递 推 关系 中 ， 序 列 的 项 由 
它 的 前 项 的 线性 组 合 来 表示 。 


NS lj 





A Se 
a ne a. 人 
2 3 用 从 
1 闪闪 和 二 k ™ 1 Pa ey 
请 的 1 "9 
S CN a SW > TE Bsn TH "ds Se EE 


这 个 定义 中 的 递 推 关系 是 线性 的 ， 因为 % 它 的 右边 是 闯 列 前 项 的 售 数 之 和 。 这 个 递 推 关系 是 
齐 次 的 ， 因 为 所 出 现 的 各 项 都 是 a 的 倍数 。 序 列 各 项 的 系数 都 是 常数 而 不 是 依赖 于 nn 的 函数 。 
阶 为 上 有， 因为 a, 由 序列 前 面 的 项 来 表示 ，。 
根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ,满足 这 个 定义 的 递 推 关系 的 序列 由 这 个 递 推 关系 和 上 个 初始 
条 件 
Qo =—=Cos ACs Qi 一 Ce 


唯一 地 确定 。 
人 @@ 国 递 推 关 系 P,=(1.11)P, ,是 1 阶 的 线性 齐 次 弟 推 关系 。 递 推 关 系 f= 了 ,1 十 f,_; 是 2 
阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 递 推 关 系 a, =a,_; 是 5 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 县 


为 了 明确 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 定义 ， 我 们 将 给 出 缺少 定义 中 一 种 属性 的 递 推 关 系 的 例子 。 

递 推 关 系 a, 二 a,_1 十 a_; 不 是 线性 的 。 递 推 关系 五 ,=2 互 ,十 1 不 是 齐 次 的 。 递 推 关 
系 B, 二 nB,_i 不 是 常 系数 的 。 和 

研究 线性 齐 次 递 推 关 系 有 两 个 理由 。 第 一 ， 在 建立 问题 的 模型 时 经 常 出 现 这 种 递 推 关系 。 
第 二 ， 它 们 可 以 用 系统 的 方法 求解 。 


4.2.2 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 
递 推 关 系 可 能 难以 求解 ， 幸运 的 是 ， 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 则 不 然 。 我 们 能 够 用 两 种 关 
键 方法 来 找到 它们 的 全 部 解 。 首 先 ， 这些 弟 推 关系 有 形 如 a 二 "的 解 ， 其 中 rr 是 和 常数。 注意 
4a, 二 7" 是 递 推 关系 4, 二 cias-i 十 czas-i 十 … 十 cxan-4 的 解 ， 当 且 仅 当 
a i A 7 li 
当 等 式 的 两 边 除 以 x"”“(r 关 0) 并 且 从 左边 减 去 右边 时 ,我们 得 到 等 价 的 方程 
a i i a Ah 
因此 ， 序 列 {a,} 以 a, 二”"(r 关 0) 作 为 解 ， 当 且 仅 当 7 是 这 后 一 个 方程 的 解 。 这 个 方程 叫 作 
该 递 推 关 系 的 特征 方程 。 方 程 的 解 叫 作 该 递 推 关系 的 特征 根 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 这 
些 特征 根 给 出 这 种 递 推 关 系 的 所 有 解 的 显 式 公式 。 
另 一 个 重要 的 观察 是 ， 线 性 齐 次 递 推 关系 的 两 个 解 的 线性 组 合 也 是 递 推 关 系 的 解 。 如 下 所 
示 ， 设 s, 和 zt, 都 是 递 推 关 系 a。=cia,-i 十 cza :十 … 十 ca 的 解 ， 则 有 
$s 一 
和 
££ = ot AT tit Tt 
设 和 5b 为 实数 ， 则 
hs bt = ott 
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= 一 CS i bt ic (bss sbE .) ve (bs ,二 bE) 
这 说 明 bs, 十 bt, 也 是 同一 个 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 。 
利用 上 面 的 观察 ， 我 们 可 以 证 明 如 何 求 解 常 系数 线 性 齐 次 递 推 关系 。 
我 们 现在 回 到 二 阶 线性 齐 次 递 推 关系 。 首 先 ， 考 虑 存在 两 个 不 相等 的 特征 根 的 情况 。 






| or 
ee | 和 


证 明 ”证 明 这 个 定理 必须 做 两 件 事 。 首 先 ， 必 须 证 明 如 果 xr, 和 7 是 特征 方程 的 根 ， 并 且 
a 和 a; 是 常数 ， 那 么 序列 (a,} (a 三 ari 十 aor?) 是 递 推 关系 的 解 。 其 次 ， 必须 证 明 如 果 序 列 
{a,) 是 解 ， 那么 对 于 某 个 常数 a 和 aas， 有 a, 二 aini 十 azri。 
现在 我 们 将 证 明 如 果 a 二 ari 十 asr?， 那 么 序列 {a,}) 是 递 推 关 系 的 解 。 因 为 r, 和 7 是 一 
c7 一 cz 一 0 的 根 ， 从 而 i 二 oni 十 co 72 二 Cirz 十 cz。 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 
C1li-i 十 CaQn-a = ci(a 了 wn 十 cs (a ri +wmry 
=gr (ontce)Tor (ortce,) 
三 而 状态 十 二 丈 坊 
一 al rm 二 Qsrs 
一 Q， 
这 证 明了 序列 (a,) 以 a, 二 mari 十 azr? 作为 递 推 关 系 的 解 。 
为 证 明 递 推 关系 a, 二 ca,-i 十 csia,-z 的 每 一 个 解 (a,} 都 有 形式 4, 二 wri 十 mri,， nn 三 0, 1， 
by oy 和 a， 为 某 个 常数 。 假设 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 ， 初始 条 件 是 一 Cw 入 二 到 下 面 证 
明 存 在 常数 a; 和 使 得 具有 a, 二 airi 十 asrs 的 序列 (a, 满足 同 样 的 初始 条 件 。 这 要 求 
as 一 (C 三 ai 十 as 
El 一 Ci = airi ar 
我 们 可 以 求解 这 两 个 关于 wm 和 a 的 方程 。 从 第 一 个 方程 得 到 a 二 Co 一 a 。 把 它 代入 第 二 个 方 
程 得 
Ci =@ni 二 (CGC,—ai) rs 


因此 ， 
CQ 一 ar 一 72) 十 (Com 
这 说 明了 
和 Oe 
Re 
yar” Fa 
和 


C1 一 Co 六 (入 一 全 
人 《二 
这 里 关于 wa 和 a 的 表达 式 依 赖 于 ri re 的 事实 。( 当 7 时 ， 这 个 定理 不 成 立 .) 因 此 ， 由 于 
这 两 个 Ql 和 CQ2 的 值 ， 所 以 具有 Qari ar 的 序列 {a,) 满 足 这 两 个 初始 条 件 。 
我 们 知道 {e,} 和 {aw 刀 十 过 } 都 是 递 推 关 系 ax, 一 clii 十 cza 的 解 ， 都 满足 当 n= 二 0 和 ?一 1 
时 的 初始 条 件 。 由 于 具有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 只 有 唯一 解 ， 所 以 这 两 
个 解 是 一 样 的 。 即 对 于 所 有 非 负 整数 n，a, 二 ar? 十 asr?。 我 们 完成 了 有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 
系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 形式 为 a 二 oi 十 as 叉 (其 中 a 和 a 常数) 的 证 明 。 4 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 根 可 能 是 复数 。 定 理 1( 和 本 节 后 面 的 定理 ) 在 这 种 情况 下 
仍旧 适用 。 具 有 复数 特征 根 的 递 推 关系 在 本 书 中 不 进行 讨论 。 熟 悉 复 数 的 读者 可 以 做 本 节 的 练 


az 一 GC—a 一 Co 一 
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习 38 和 练习 39。 

例 3 和 例 4 说 明 怎 样 用 定理 1 求解 递 推 关系 。 

Exompiar > 什么 是 如 下 递 推 关系 的 解 ? 其 中 ww 一 2 和 ai 一 7。 
a; 一 4 | 十 2C，， 

解 ” 可 用 定理 1 求解 这 个 问题 。 递 推 关 系 的 特征 方程 是 天 一 r 一 2=0。 它 的 根 是 > 一 2 和 

= 一 1。 因 此 ， 序 列 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 当 且 仅 当 

a, =ai2" 二 ai(—1)” 
x 和 o 是 常数 。 由 初始 条 件 ， 得 

do 一 2 一 wi 才 as 

ai 三 7 三 wa 。2 十 oa。( 一 1) 
求解 这 两 个 等 式 得 a 二 3 和 二 一 1]。 因 此 ， 关 于 这 个 弟 推 关系 和 初始 条 件 的 解 是 序列 {a 
其 中 \ 

=3. 入 一 (一 1 4 

找 一 个 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公 式 。 

解 斐 波 那 契 数 的 序列 满足 递 推 关 系 了 ,二 了 ,1 十 f,_: 和 初始 条 件 f= 二 0 及 六 二 1。 特 征 
方程 7; 一 +r 一 1==0 的 根 是 盖 王 (1 十 V 5)7/2 和 7,=(1 一 V5 )/2。 因 此 ， 从 定理 1 得 到 韭 波 那 殷 
数 由 

六 = 二 后) + 可 (全 全 ) 
给 出 ， 其 中 a 和 w 为 常数 。 可 用 初始 条 件 三 =0 和 fi 二 1 确定 这 些 常数 。 我 们 有 
fo= a: 一 0 


=o) (SE)- 


对 这 些 关 于 a, 和 a 的 联 立 方程 的 解 是 


w =1/Y5,， @; =—1/V5 
于 是 ， 裴 波 那 契 数 由 下 面 的 式 子 给 出 : 
1 十 V5 ey 4 


hn = 站 2 ) 一 和 2 
当 存 在 二 重 特征 根 时 定理 1 不 再 适用 。 如 果 发 生 这 种 情况 ， 当 r。 是 特征 方程 的 一 个 二 重 
sil. a, “= bs esd 一 个 解 Ee 
eo Ge 天 0。 假 设 放 村 i =0 只 有 一 个 根 1 a 序列 ta.} 是 递 推 关 
Tt es ee me 1 24 ms 其 中 m 和 om 是 常数 。 
定理 2 的 证 明 留 作 本 节 的 练习 10。 例 5 说 明了 这 个 定理 的 应 用 。 
@ 四 具有 初始 条 件 w=1 和 w=6 的 递 推 关系 


Un 一 a1 9Qa，; 















hE 





由 
/ 
Ee 






的 解 是 什么 ? 
解 一 6r 十 9 二 0 唯一 的 根 是 r=3。 因 此 ， 这 个 递 推 关 系 的 解 是 : a, 王 a13" 十 asn3” 
其 中 mm 和 a 是 常数 。 使 用 初始 条 件 得 
ao =] = a 
ai 三 6 二 om ，3 十 as。* 
求解 这 两 个 方程 得 w 王 1 和 ww 王 L1。 因 此 ，:j pt 
二 3" 十 n3” 司 
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一 般 情况 ”我 们 现在 叙述 这 个 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 的 一 般 性 结果 ， 这 里 的 阶 
可 以 大 于 2 且 假 定 特征 方程 有 不 相等 的 根 。 这 个 结果 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 16 。 





我 们 用 例 6 说 明定 理 的 使 用 。 
求 出 具有 初始 条 件 mw=2，w 二 5 和 ww 王 15 的 递 推 关 系 
5 一 64 一 IlzjLr6a ， 
的 解 。 
解 ” 这 个 递 推 关系 的 特征 多 项 式 是 
i 
因为 双 一 6 十 二 天 6 二 人 一 功 (> 一 20 (0r 一 3)， 所 以 特征 根 是 >= 王 1、z 二 2 和 x 三 3。 倚 此 ， 
递 推 关 系 的 解 的 形式 是 
Qi 一 al 。，1" 十 oa。27 十 aa 。3" 
为 了 找到 常数 mw 、as 以 及 a;， 使 用 初始 条 件 得 
wan =2 二 Qi 十 @ 二 Qs 
a 一 9 一 0 十 zz "也 十 ww "3 
zz 一 15 一 ai 十 az 。 4 十 aa。9 
当 求 解 这 三 个 关于 wm 、o 和 的 联 立 方程 时 ， 得 到 a = 二 1， ws 二 一 1 且 a 二 2。 于 是 ， 这 个 
递 推 关 系 和 给 定 初始 条 件 的 唯一 解 是 满足 
VW] 一 部 厅 2 5 总 : 
的 序列 (a,)。 : BS, 
我 们 现在 叙述 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 最 一 般 化 的 结果 ， 这 里 允许 特征 方程 有 重 
根 。 要 点 是 对 于 特征 方程 的 每 个 根 +， 通 解 是 形 如 PC(n)r" 的 项 之 和 ， 其 中 P(n) 是 m 一 1 次 多 项 
式 ， 而 m 是 这 个 根 的 重 数 。 我 们 把 证 明 作为 练习 51 留 给 读者 。 
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重 数 为 3， 根 5 的 重 数 为 2， 根 9 的 重 数 为 1)。 那 么 通 解 形式 是 什么 ? 
解 ” 由 定理 4， 解 的 一 般 形式 是 
(a10 Fin dman)2" + (m0 arin) da 9 并 
我 们 现在 说 明 在 特征 方程 有 3 重 根 时 如 何 用 定理 4 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 
电导 找 出 具有 初始 条 件 mw 王 1， 二 一 2 和 三 一 1 的 递 推 关系 


et 3an_1 FE 3an—2 Qn-3 





的 解 。 
解 ” 这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 
7 十 37r 十 3x 十 1 三 0 
因为 亡 十 3 十 3r 十 1 二 (r 十 1)”， 所 以 特征 方程 只 有 一 个 3 重 根 r= 一 1。 由 定理 4， 这 个 递 
推 关系 的 解 是 下 述 形式 
一 
为 求 出 常数 Qi,0、 al 和 Q1,2， 使 用 初始 条 件 ， 得 到 
ao =] = a 
Wh 
az =—1 = wo 十 2 十 4ai， 
这 3 个 方程 的 联 立 解 是 a 二 1,， a 二 3， ow 三 一 2。 于 是 ， 这 个 递 推 关 系 和 给 定 初始 条 件 的 唯 
一 解 是 序列 {a,}， 其 中 
a,=(1 二 3n—2n)(—1)” 4 


4. 2.3 求解 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 

我 们 已 经 知道 如 何 求解 常 系数 线性 齐 次 的 递 推 关系 。 是 否 有 一 种 相对 简单 的 技术 来 求解 如 
4a, 二 3a,-1 十 2n 这 样 的 常 系数 线性 但 是 非 齐 次 的 递 推 关 系 呢 ? 我 们 将 看 到 ， 仅 仅 对 某 些 特定 类 
型 的 递 推 关 系 存在 肯定 的 回答 。 

递 推 关 系 a, 二 3a,_1 十 2n 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 即 形 如 

a = cs tn a FCn) 
的 递 推 关系 的 例子 ， 其 中 c ，c;，…，c 是 实数 ，F(n) 是 只 依赖 于 nn 且 不 恒 为 0 的 函数 。 弟 推 
关系 
dS 
叫 作 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 。 它 在 非 齐 次 递 推 关 系 的 解 中 起 了 重要 的 作用 。 

递 推 关 系 ,za 一 ai 十 2 ， as 一 ai 十 as 十 形 十 ?2 十 1，w 三 3 十 23” 和 za 一 ci 十 
a-y 十 as 十 ?2! 是 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 。 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 分 别 是 a, 二 a,_1， 
a = a aa i d= a1 a a ns CE 过 

关于 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 关键 事实 是 ， 每 个 解 都 是 一 个 特 解 与 相伴 的 线性 齐 
次 递 推 关 系 的 一 个 解 的 和 ， 正 如 定理 5 所 述 。 






证 明 由 于 {a,”} 是 非 齐 次 弟 推 关系 的 特 解 ， 所 以 我 们 知道 
a = a 十 cya 二 ww 让 Ca 十 Fn) 


现在 假设 165,} 是 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 第 二 个 解 ， 使 得 
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b = 赴 ase 丰 元 
从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 得 
,Mad 4, = yt a 
从 而 得 到 (6, 一 a,”} 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 ， 比 如 说 {a,”)}。 因 此 ， 对 所 有 的 nn 有 
bu 本 

由 定理 5， 我 们 看 到 求解 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 关键 是 找 一 个 特 解 。 然 后 每 个 解 都 是 这 
个 特 解 与 相伴 的 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 的 和 。 尽 管 不 存在 对 每 个 函数 F(n) 都 有 效 的 一 般 性 方 
法 来 求 这 种 解 ， 但 某 些 技术 对 特定 的 函数 类 型 F(n) (例如 多 项 式 函 数 与 常数 的 寡 函 数 ) 有 效 。 
例 10 和 例 11 就 说 明了 这 一 点 。 

求 递 推 关 系 a, 二 3a,_1 十 2n 的 所 有 解 。 具 有 四 三 3 的 解 是 什么 ? 

解 ”为 求解 这 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 我 们 需要 求解 与 它 相伴 的 线性 齐 次 方程 并 且 
找到 一 个 关于 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 。 相 伴 的 线性 齐 次 方程 是 a, 二 3a,-1。 它 的 解 是 a 一 3"， 
其 中 4 是 常数 。 

我 们 现在 找 一 个 特 解 。 因 为 F(n)= 二 2n 是 nn 的 1 次 多 项 式 ， 所 以 解 的 一 个 合理 的 尝试 就 是 nn 
的 线性 蚂 数 ， 比 如 说 p, 二 cn 十 4d， 其 中 cc 和 4 是 常数 。 为 确定 是 否 存在 这 种 形式 的 解 ， 假设 
pp 二 cn 十 d 是 一 个 这 样 的 解 。 那 么 方程 a 二 3a,_ | 十 2n 就 变 成 cn 十 d= 二 3C(c(n 一 1) 十 q) 十 2n。 简 化 和 
归并 同类 项 得 (2 十 2O)n 十 (24d 一 3c) = 二 0。 从 而 ，cn 十 4d 是 一 个 解 当 且 仅 当 2 十 2c==0 和 2d 一 3c=0。 
这 说 明 cn 十 4d 是 一 个 解 当 且 仅 当 c= 一 1 和 d= 二 一 3/2。 因 此 ，aw 二 一 n 一 3/2 是 一 个 特 解 。 

根据 定理 5， 所 有 的 解 都 是 下 述 形 式 


3 
0 一 Qij Ta 一 一 ?一 本 十 5 


其 中 a 是 常数 。 
为 找 出 具有 a 二 3 的 解 ， 在 得 到 的 通 解 公式 中 令 n= 二 1。 我 们 有 3 二 一 1 一 3/2 十 3a， 这 就 推 
出 a 二 11/6。 我 们 要 找 的 解 是 a, 二 一 n 一 3/2 十 (11/6)3”。 本 
求 出 下 述 递 推 关系 ay 
a 一 50 a 06a.s 丰 TT 
的 所 有 的 解 。 
解 ”这 是 一 个 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 它 的 相伴 的 齐 次 递 推 关系 


Ci V0 — 0 Ls 

的 解 是 a = 人 3 “ny 5 其 中 Qi 和 Q2 是 常数 。 因 为 下 二 元 及 所 以 一 个 合理 的 解 是 

sa 一 C， 7 其 中 C 是 和 常数。 把 这 些 项 代 人 递 推 关系 得 Cs 7 三 5C827 一 6 7 ?十 7 。 提 

出 公 因 子 7”“， 这 个 等 式 变 成 49C=35C 一 6C 十 49， 从 而 推出 20C=49 或 C==49/20。 于 是 ， 
a” 一 (49/20)7" 是 特 解 。 由 定理 5， 所 有 的 解 都 有 下 述 形式 

心 一 ai 3" 十 oo 。2" 十 (49/20)7" 负 

在 例 10 和 例 11 中 ,我 们 和 赁 经 验 猜 想 了 一 个 特定 形式 的 解 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 能 找到 

特 解 。 这 并 不 是 偶然 的 。 当 FGz) 是 半 的 多 项 式 与 一 个 常数 的 二 次 寡 之 积 时 ， 我 们 就 能 知道 一 

个 特 解 恰好 是 什么 形式 ， 如 定理 6 所 述 。 定 理 6 的 证 明 作 为 练习 52 留 给 读者 。 
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"es 时 is 
ve pnt pn i pnt ps 下 地 J he a 


注意 当 ,是 相伴 的 线性 者 次 天 推 关系 的 特征 方程 的 和 重 根 时 ， 因 子 n” 确保 给 出 的 特 解 不 
是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 。 我 们 下 面 给 出 例 12 说 明定 理 6 所 提供 的 特 解 形式 。 

当 FF(n)= 二 3"，F(n) 二 n3"，F(n) 二 wr?2* 和 FF(n)= 二 (ww 十 1)3” 时 ， 线 性 非 齐 次 递 推 关 
系 a, 二 6a,_, 一 9a,_, 十 F(n) 的 特 解 有 什么 形式 ? 

解 ” 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 是 a, 二 6a,_1 一 9a,_;。 它 的 特征 方程 ”一 6r 十 9 二 (r 一 3)* 二 0 
有 一 个 2 重 的 单 根 3。F(n) 的 形式 为 P(n)s"， 其 中 P(n) 是 一 个 多 项 式 ，s 是 一 个 常数 。 为 应 用 
定理 6, 我们 需要 知道 ;是 否 是 这 个 特征 方程 的 根 。 

由 于 s 二 3 是 重 数 m= 二 2 的 根 而 s==2 不 是 根 ， 所 以 定理 6 告诉 我 们 如 果 F(Cz) 三 3"， 特 解 的 
形式 是 pun 3"; 如果 F(n) 二 n3"， 特 解 的 形式 是 ne (pin 十 po)3"; 如 果 FF(n) 二 nw 2"， 特 解 的 形式 
是 (ps 十 pn 十 po)2"; 如 果 FF(n)= 二 (ww 十 1)3"， 特 解 的 形式 是 ww(pon 十 pin 十 po,)3"。 十 

在 求解 定理 6 所 涉及 的 那 种 类 型 的 递 推 关系 时 , 若 ;==1 一 定 要 小 心 处 理 。 特 别 是 把 定理 
用 于 FOn) 二 bn 十 bin, i 十 … 十 bn 十 b,， 参 数 ; 取 值 ;= 二 1 时 (尽管 项 1" 没有 明确 地 出 现 ) 的 情 
况 。 根 据 这 个 定理 ， 解 的 形式 就 依赖 于 是 否 1 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 。 这 
将 在 例 13 中 说 明 ， 它 说 明了 怎样 用 定理 6 找 出 前 nn 个 正 整 数 之 和 的 公式 。 

GE 四 设 是 前 n 个 正 整 数 的 和 ， 即 


注意 ，a, 满足 线性 非 齐 次 递 推 关 系 
a, 一 Qi 十 刀 
(为 了 从 前 一 1 个 正 整 数 的 和 a,_, 得 到 前 nn 个 正 整 数 的 和 a,， 只 需 加 上 1 即 可 )。 注 意 初 始 条 
件 是 二 1， 
对 于 a,， 相 伴 的 线性 齐 次 弟 推 关系 是 
dn 一 Qi 
个 齐 次 递 推 关 系 的 解 是 ae 二 <c(1)"==c， 其 中 c 是 一 个 常数 。 为 了 找到 a, 二 a;_;1 十 nn 的 所 
Sy 我 们 仅 需 要 找 一 个 特 解 。 由 定理 6， 由 于 F(n)= 二 n= 二 n(1)" 且 s==1 是 相伴 的 线性 齐 次 
递 推 关系 的 特征 方程 的 1 阶 根 ， 所 以 存在 一 个 形 如 nCpin 十 po) 二 pin 十 pon 的 特 解 。 
把 它 代入 递 推 关系 得 到 志 nw 十 pon 二 pi(n 一 1) 十 po ln 一 1) 十 n。 简 化 后 得 到 n(2p, 一 1) 十 
(to—p1)=0, 这 意味 着 2p 一 1 二 0 和 办 一 轧 二 0， 即 po=pi =1/2. 因此 
(p) a > 9 六 直 2 
" 2 2 2 
是 一 个 特 解 。 所 以 ， 原 递 推 关系 4, 二 a 1 十 n 的 所 有 的 解 由 a; 三 aw 十 a 二 c 十 n(n 十 1)/2 给 出 。 
由 于 熙 三 妇 所 以 我 们 有 :1 三 国王 c 二 二 :22 三 c 十 1 - 故 c= 二 0。 因此 a = 二 n(n 十 1)/2。( 这 和 2.4 





节 表 2 给 出 的 以 及 前 面 导出 的 公式 一 样 。) 本 
育 数 编号 练习 
1. 确定 下 面 哪 些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
a)ar =3an1T4an-z 二 dans b)a,=2na,_1 二 a,_2 ec)a, 一 G 1 十 Cs 一 4 
d)a, =a,-1 二 2 a, =a i a Da, =a.2 
g)c 一 Qi 十 7 
3. 求解 下 述 具 有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 。 
A)a, = 二 24,-1， 7 之 1] ,ao 二 3 b)a, =a,-i1, 7 宇 1], ao =2 


Ca = da 1 ~—ba_s，, Nn 之 2,， a 一 1， 心 一 0 d)a, 一 44，i 一 4 ，71 之 2，a 三 6，al 王 8 
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e)a, 一 一 4 1 一 4a_ y，，7 >2，aw 王 0，ul 一 1] 位 a ,一 44_，，71 之 2，ao 一 0，awi 一 4 
g)a 一 Ci 2/4，71 之 2，a 王 1，ali 王 0 
5. 使 用 4. 1 节 练 习 19 描述 的 两 个 信号 在 n 微 秒 内 可 以 传送 多 少 不 同 的 信息 ? 
7. 使 用 1X2 和 2X2 的 块 铺 满 一 块 2Xn 的 长 方形 板 ， 有 多 少 种 方式 ? 
9. 年 初 把 一 笔 100 000 美元 的 钱 存 人 一 个 投资 基金 。 在 每 年 的 最 后 一 天 得 到 两 份 红利 。 第 一 份 红 利 是 当 
年 账 上 钱 数 的 20%。 第 二 份 红利 是 前 一 年 账 上 钱 数 的 45，。 
a) 如 果 不 允 许 取 钱 ， 找 出 一 个 关于 {P,} 的 弟 推 关系 ， 其 中 P, 是 第 nn 年末 账 上 的 钱 数 。 
b) 如 果 不 允 许 取 钱 ,nn 年 以 后 账 上 有 多 少 钱 ? 
11. 卢 卡 斯 数 满足 递 推 关 系 Lnks》 
| 
和 初始 条 件 Lo, 二 2 和 五 王 1。 
a) 证 明 b= A Bn sy 其 中 fs 是 第 个 斐 波 那 契 数 。 
b) 求 出 卢 卡 斯 数 的 显 式 公 式 。 
13.。 求解 ia = 王 7a. 十 6a mao 王 9 a1 二 10,. .4s 二 32。 
15。 求 解 ,ae 一 2 ,十 5a 3 一 6c yy ar 一 7， 网 三 和 全 4 Sa 
17. 证 明 下 述 涉 及 斐 波 那 契 数 和 二 项 式 系数 的 恒等式 : 
ftt= Cns DFCn=ls DI Cn—=k: k) 
其 中 nn 是 正 整 数 且 ==[ n/2 ]。 
[提示 : 设 a, 二 Cl(n，0) 十 Cn 一 1，1) 十 … 十 Cl(n 一 k，k)。 证 明 序 列 (a,) 和 韭 波 那 契 序列 满足 的 递 推 
关系 和 初始 条 件 一 样 。] 
19. 求解 递 推 关 系 4a, 二 一 3a,_1 一 3a,_s 一 Qn_-3， ao 一 5 Ql 三 一 9,， -Qs 三 15。 
21. 如 果 线 性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 根 是 1，1，1，1， 一 2， 一 2， 一 2，3，3， 一 4， 那 么 它 的 解 的 
一 般 形 式 是 什么 ? 
23. 考虑 非 齐 次 线性 递 推 关 系 a, 二 3a,-1 十 2”。 
a) 证 明 ax, 王 一 2”” 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 ao 三 1 的 解 。 
25. a) 确 定常 数 A 和 B 的 值 ， 使 得 a, 二 An 十 B 是 递 推 关系 a, 二 24,-i 十 n 十 5 的 一 个 解 。 
b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 弟 推 关系 的 所 有 的 解 。 c) 找 出 这 个 递 推 关 系 具 有 ao 一 4 的 解 。 
27. 什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关 系 4 二 8a,-: 一 16a,-, 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ? 如果 
a)F(n)=n b)F(n)=(—2)" OF(n)=n2" 
dF(n)=n 4" e Fl(n)=(n —2)(—2)" f)F(n)=n'2" 
g)F(n)=2 
29. a) 找 出 递 推 关系 a, 二 2a,_1 十 3" 的 所 有 的 解 。 
b) 找 出 a 中 的 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 a = 二 5 的 解 。 
31. 找 出 递 推 关系 a, 二 5a,-1 一 6a,-s 十 2" 十 3n 的 所 有 的 解 。[ 提 示 : 找 形 如 gn2" 十 pin 十 ps 的 特 解 ， 其 中 
da、z 思 、zi 是 常数 。j 
33. 找 出 递 推 关 系 uv 一 4a,-: 一 4av-* 十 (Cz1)2” 的 所 有 的 解 。 
35, 找 出 递 推 关 系 a, 二 4as-1 一 34,-2 十 2" 十 n 十 3 的 解 ， 其 中 ao 王 1，ai 王 4。 


37. 设 a, 是 前 个 三 角形 数 的 和 , 即 a, 二 >》) 友 ， 其 中 太一 AGE 十 1)/2。 证 明 {av} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关 


系 a 二 as-i 十 n(n 十 1)/2 和 初始 条 件 a 二 1。 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关 系 以 确定 关于 a, 的 公式 。 
* 39. a) 求 线性 齐 次 递 推 关 系 a, 二 a,-, 的 特征 根 。[ 注意 ; 这 些 根 包含 复数 .] 
b) 求 a 的 递 推 关系 的 解 ， 其 中 ao 王 1，w =0，a 王 一 1 和 as 王 1。 
* 41. a) 用 例 4 找到 的 关于 第 个 斐 波 那 契 数 f，, 的 公式 证 明 f, 是 最 接近 
(LY 
J5\ 2 
的 整数 。 


x 


Links 


b) 确 定 对 哪些 nw 有 f, 大 于 





对 哪些 nw 有 ff 小 于 
ad 
J 
用 斐 波 那 契 数 的 项 表示 线性 非 齐 次 递 推 关系 a, 二 aw-i 十 a,-; 十 1 的 解 ， 其 中 2 之 2，a 一 0，ai 一 1。 
[提示 : 令 b= 二 ant1 并 对 序列 b, 应 用 练习 42 。j 
45. 假设 留 在 岛 上 的 每 对 遗传 工程 培育 的 兔子 在 一 个 月 大 时 生出 2 对 新 兔子 ， 在 两 个 月 大 和 以 后 的 每 个 
月 都 生出 6 对 新 兔子 。 没 有 兔子 死去 ， 也 没有 兔子 从 岛 上 离开 。 
a) 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 ， 求 出 与 nn 个 月 后 岛 上 兔子 对 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 通 过 求解 a 中 的 递 推 关 系 确定 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 nn 个 月 以 后 咏 上 的 兔子 对 数 。 
47. 在 一 个 充满 活力 的 新 软件 公司 ， 一 个 新 女 雇员 的 初始 工资 为 50 000 美元 ,公司 允诺 每 年 底 她 的 工资 
将 是 她 前 一 年 工资 的 2 倍 ， 并 且 她 在 公司 的 每 年 都 将 额外 增加 10 000 美元 。 
a) 构 造 一 个 与 被 和 雇用 的 第 nn 年 她 的 工资 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 求 解 这 个 弟 推 关系 ， 找 出 她 被 雇用 的 第 n 年 的 工资 。 
某 些 线性 递 推 关系 没有 常数 系数 ， 但 也 可 以 系统 地 求解 。 这 就 是 形 如 f(n)a, 一 g(n)as-1 十 h(n) 的 递 推 关 
系 的 情况 。 练 习 48 一 50 说 明了 这 一 点 。 
49. 使 用 练习 48 求解 递 推 关系 (n 十 1)a, = 二 (xn 十 3)a,_1 十 n,n 主 1, ao = 二 1。 
51. 证 明定 理 4。 
53. 求解 具有 初始 条 件 T(1)=6 的 递 推 关 系 Tn) 三 nT?(n/2)。[ 提 示 ; 令 n 二 2 ， 然 后 做 替换 a 二 log T(2*) 
以 便 得 到 一 个 线性 非 齐 次 的 递 推 关系 ,| 


4.3 ”分 治 算法 和 递 推 关系 
4. 3. 1 引言 

许多 递归 算法 把 一 个 给 定 输入 的 问题 划分 成 一 个 或 多 个 小 问题 。 连 续 使 用 这 种 划分 直到 可 
以 很 快 地 找到 这 些 较 小 问题 的 解 。 例 如 ， 在 执行 一 个 二 分 检索 时 把 对 一 个 元 素 在 表 中 的 搜索 归 
约 为 对 该 元 素 在 长 度 减 半 的 表 中 的 搜索 。 我 们 继续 使 用 这 种 分 解 直 到 只 剩 下 一 个 元 素 。 当 我 们 
使 用 归并 排序 算法 排序 一 个 整数 的 表 时 ， 我 们 将 这 个 表 划 分 成 相等 大 小 的 两 半 并 且 分 别 排序 每 
一 半 。 然 后 将 两 个 排 好 序 的 半 个 表 归 并 。 这 种 类 型 的 递归 算法 的 另 一 个 例子 就 是 整数 乘法 的 过 
程 ， 它 将 两 个 整数 相 乘 的 问题 分 解 成 三 组 位 数 减 半 的 整数 相 乘 。 这 种 分 解 连续 使 用 直到 只 晋 下 
一 位 整数 为 止 。 这 些 过 程 叫 作 分 治 算法 ， 因 为 它们 将 一 个 问题 划分 成 较 小 规模 的 同一 问题 的 一 
个 或 多 个 实例 ， 然 后 用 这 些小 问题 的 解 来 处 理 这 个 问题 以 找到 初始 问题 的 解 ， 这 当中 也 许 会 需 
要 一 些 额外 的 工作 。 

这 一 节 将 说 明 怎 样 用 递 推 关 系 分 析 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 我 们 将 用 这 些 递 推 关 系 估计 许 
多 不 同 的 分 治 算法 (包括 我 们 在 本 节 引 入 的 算法 ) 所 使 用 的 运算 次 数 。 


4. 3.2 分 治 递 推 关 系 

假设 一 个 递归 算法 把 一 个 规模 为 n 的 问题 分 成 a 个 子 问题 ， 其 中 每 个 子 问题 的 规模 是 n/6 
(为 简单 起 见 ， 假设 nn 是 6b 的 倍数 。 实 际 上 ， 较 小 问题 的 规模 常常 是 小 于 等 于 或 者 大 于 等 于 n/b 
的 最 近 的 整数 ) 。 此 外 ， 假 设 在 把 子 问题 的 解 组 合成 原来 问题 的 解 的 算法 处 理 步 中 需要 总 量 为 
g(n) 的 额外 的 运算 。 那 么 ， 如 果 f(n) 表 示 求 解 规模 为 n 的 问题 所 需 的 运算 数 ， 则 得 出 f 满足 
递 推 关 系 


43. 


Co 


fm =af(n/b) tg(n) 
这 就 叫 作 分 治 递 推 关 系 。 
首先 我 们 将 建立 一 些 可 用 于 研究 某 些 重要 算法 复杂 度 的 分 治 递 推 关系 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 
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eve 

二 分 搜索 ”在 3. 1 节 我 们 引入 了 二 分 搜索 算法 。 当 是 偶数 时 ， 二 分 搜索 算法 把 对 
ee 的 搜索 序列 中 的 搜索 转变 成 对 同一 元 素 在 长 度 为 n/2 的 搜索 序列 中 的 二 分 
搜索 。( 因 此 ， 规 模 为 n 的 问题 已 经 被 分 解 成 规模 为 n/2 的 问题 ,) 执 行 这 个 分 解 需要 2 次 比较 
(一 次 是 为 了 确定 要 用 到 表 的 哪 一 半 ， 男 一 次 是 为 了 确定 表 中 是 否 还 有 项 留 下 来 )。 所 以 ， 如 果 
f(n) 是 在 规模 为 n 的 搜索 序列 中 搜索 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 ， 那 么 当 nn 是 偶数 时 f(n)== 
fln/2)+2, a 

CG 找 一 个 序列 的 最 大 和 最 小 ”考虑 下 面 的 查找 序列 w ，a,，…，a, 中 最 小 和 最 大 元 素 
的 算法 。 如 果 "一 1， 那么 w 就 是 最 大 和 最 小 的 元 素 。 如 果 nn 二 1， 把 这 个 序列 分 成 两 个 序列 ， 
或 者 两 者 有 同样 多 的 元 素 ， 或 者 一 个 序列 比 另 一 个 序列 多 一 个 元 素 。 问 题 就 归 约 成 查找 两 个 较 
小 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 。 比 较 两 个 较 小 集合 的 最 大 和 最 小 元 素 ， 从 而 得 到 全 体 的 最 大 和 最 小 
元 素 ， 原 问题 的 解 就 得 到 了 。 

设 f(n) 是 找 n 元 素 序 列 的 最 小 和 最 大 元 素 所 需要 的 总 的 比较 次 数 。 我 们 已 经 说 明了 当 nn 是 
偶数 时 一 个 规模 为 n 的 问题 可 以 归 约 成 两 个 规模 为 n/2 的 问题 ， 这 里 要 使 用 2 次 比较 ， 一 次 是 
比较 两 个 序列 的 最 小 元 素 ， 而 男 一 次 是 比较 两 个 序列 的 最 大 元 素 。 当 nn 是 偶数 时 就 得 到 递 推 关 
WE 4 

归并 排序 ”归并 排序 算法 把 一 个 具有 nn 个 项 (其 中 为 偶数 ) 的 待 排 序 的 表 划 分 成 两 
aa ena 
因此 ， 通 过 归并 排序 算法 排序 个 元 素 的 表 用 到 的 比较 次 数 小 于 M(n)， 其 中 函数 M(n) 满 足 分 
治 递 推 关 系 

M(n)=2M(n/2) 二 nn 坷 

整数 的 快速 乘法 ” 令 人 惊讶 的 是 ， 存 在 许多 比 传统 的 整数 乘法 算法 更 有 效 的 算法 。 

这 里 描述 的 一 个 有 效 的 算法 就 用 到 了 分 治 技术 。 这 个 快速 的 乘法 算法 把 每 个 2” 位 的 二 进 制 整 

数 分 成 两 块 ， 每 块 n 位 。 然 后， 原来 22 位 的 二 进 制 整 数 的 乘法 被 分 解 成 3 个 nn 位 二 进 制 数 的 
乘法 ， 还 要 加 上 移 位 和 加 法 。 

假设 a 和 6&5 是 两 个 整数 的 2n 位 的 二 进 制 表达 式 ( 为 了 使 它们 等 长 ， 如 果 需 要 ， 可 以 在 这 些 
表达 式 前 面 加 上 和 若干 个 0) 。 令 

4 一 (ai， ia yaQlaQn)， b= (b,,_1b;,,_s"**b bo ), 
今 
a 一 2"A, 十 A,， b=2"B, 十 B， 
其 中 
A = ya i ss At = (4a,_1 ai0i )s 
B, =(6,, 六 B, = (6b,1*bb, ), 
快速 整数 乘法 算法 是 基于 恒等式 
ab=(2”" 十 2")A Bi 十 2"(Al 一 A,)(B, 一 B,)) 十 (2" 十 1)A,B, 
关于 这 个 恒等式 的 一 一 个 重要 的 事实 就 是 ， 它 证 明了 两 个 2” 位 整数 的 乘法 可 以 用 3 个 位 整数 
的 乘法 加 上 加 法 、 减 法 以 及 移 位 来 实现 。 这 证 明了 如 果 f(n) 是 两 个 nn 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 
位 运算 的 总 数 ， 那 么 
f(2n)=3f(n)+C, 
这 个 等 式 成 立 的 理由 是 : 3 次 nn 位 整数 的 乘法 可 以 使 用 3f(n) 次 按 位 运算 实现 。 每 次 加 法 、 减 
法 和 移 位 使 用 的 运算 次 数 是 nn 位 运算 的 常数 倍 ， 而 C, 表示 由 这 些 运 算 用 到 的 总 的 按 位 运算 数 。 
由 
@ 快速 矩阵 乘法 ”使 用 矩阵 乘法 的 定义 进行 两 个 Xi 和 矩阵 相 乘 需要 吗 次 乘法 和 
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n(n 一 1) 次 加 法 。 因 此 ， 按 照 这 种 方法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 之 积 需 要 O(n ) 次 运算 (乘法 和 加 
法 ) 。 令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 两 个 zXz 和 矩阵 相 乘 存在 更 有 效 的 分 治 算法 。 这 个 由 沃 尔 克 "斯 特 拉 
森 于 1969 年 提出 的 算法 当 半 是 偶数 时 将 两 个 zzXz2 和 抢 阵 的 相 乘 归 约 为 两 个 (zx/2) X (zw2) 和 矩阵 的 
7 次 相 乘 和 (n/2)X(n/2) 和 矩阵 的 15 次 相 加 。( 要 了 解 这 个 算法 的 细节 见 LCoLeRiSt09],) 于 是 ， 
如 果 f(x 是 用 到 的 运算 (乘法 和 加 法 ) 次 数 ， 那 么 当 n 是 偶数 时 有 
: fn)=7f(n/2)+15n /4 4 
如 例 1 一 5 所 示 ， 在 许多 不 同 的 情况 中 都 出 现 了 形 如 f(n) 二 af(n/b) 十 g(n) 的 递 推 关系 。 
可 以 对 满足 这 种 递 推 关系 的 函数 的 阶 做 出 估计 。 假 设 f 满足 这 个 递 推 关 系 ， 其 中 可 被 5 整 
除 。 令 ?一人 外， 其 中 & 是 一 个 正 整 数 。 那 么 
fn)= af (n/b) + gln) 
= a f(n/b)+ag(n/b) + g(n) 
= a fn/b6)+a gn/b) + agn/b) + gn) 


= atf(n/b')+ Daig(n/D) 
由 于 n/b'=1, 所 以 
fla) = atf (1)+ 了 a'g(n/b') 


我 们 可 a i 的 等 式 信 计 满足 分 治 关系 的 西化 的 芥 。 





证 明 首先 令 二 从。 由 定理 前 面 的 讨论 中 得 到 的 关于 /(m 的 表达 式 和 g(n) 二 Cc， 我 们 有 
fn) = af (1)+ > aic = atf (1) Pe 3 a 


j= 


当 a 王 1 时 ， 有 
fn)=f(1)+ek 
由 于 n= 二 六， 所 以 有 上 有 = 二 logyn。 于 是 
fn)= (1) ce logn 
当 n 不 是 5 的 睡 时 ， 对 某 个 正 整数 kk 及 二 n 过 Wr'。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 F(D 委 Co+I) 一 
ye 因此 ， 在 两 种 情况 下 当 a 二 1 时 f(n) 都 
是 O(log n)， | 
现在 假设 a 二 1。 首 先 假定 n= 二 ,是正 整 数 。 由 几何 级 数 的 求 和 公式 (2.4 节 定 理 1) 得 到 
fn) =af(l) + ea:— 1)/(a— 1) 
=at[f(1)+ce/(a—1)]—c/(a—1) 
二 Cn 二 CC, 
因为 a=a"** = 二 ne*， 其 中 C= 了 (1) 二 +c/(a 一 有 自 C= 一 c/ (a 一 1)。 
现在 假设 不 是 6 的 睾 。 那么 信 <n<b"!， 其 中 大 是 一 个 非 负 整数 。 由 于 /是 递增 的 ， 所 以 
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i ed Ee Ca 二 C 
SY a 
之 (Cia)n"* 十 C， 

因为 上 logsn 二 十 1。 

于 是 ，f(n) 是 O(n"%Q ) 。 | 

例 6 一 9 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 : 

站 设 f(n)= 二 5f(n/2) 十 3 且 f(1)==7, 求 f(2*)， 其 中 上 是 一 个 正 整 数 。 如 果 是 一 个 
增 函 数 ， 请 估计 f(n)。 

解 ”根据 定理 1 的 证 明 ， 当 a 二 5，65= 二 2，c 二 3 时 ， 我 们 看 到 如 果 n= 二 2*， 那 么 

fln) =a[Lf(1)+e/(aQ—1)j 二 (~—c/(a—1)] 
=5*[7 十 (3/4)] 一 3/4 
=5:(31/4) — 3/4 | 

而 且 ， 如 果 (zz) 是 递增 的 ， 那 么 定理 1 证 明 f(n) 是 OCn"%& )= 二 On)， 国 

我 们 可 以 使 用 定理 1 估计 二 分 搜索 算法 和 例 2 查找 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 的 算法 的 计算 复杂 度 。 

有 ”估计 二 分 搜索 使 用 的 比较 次 数 ， 

解 ” 在 例 1 中 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(m) 二 fln/2) 十 2， 其 中 f( 双 是 在 规模 为 n 的 序列 中 实 
现 二 分 搜索 需要 的 比较 次 数 。 因 此 得 出 f(n) 是 O(log 7z) 。 S| 

思 攀 估计 用 例 2 给 定 的 算法 查找 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 。 

解 ” 在 例 2 中 我 们 证 明了 当 是 偶数 时 f(n) 二 2 了 f(n/2) 十 2， 其 中 上 是 算法 需要 的 比较 次 
数 。 于 是 ， 由 定理 1 得 到 Fo 是 O(n™**) 二 O(n)。 本 

我 们 现在 叙述 一 个 更 一 般 的 、 更 复杂 的 定理 ， 定 理工 是 它 的 特例 。 这 个 定理 (或 者 更 强 的 
版 本 ， 包 括 大 估计) 有 时 称 为 主 定理 (master theorem) ， 因 为 它 在 分 析 许多 重要 的 分 治 算法 的 
复杂 度 中 很 有 用 。 














定理 2 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 29 一 33 。 

包皮 归并 排序 的 复杂 度 ”在 例 3 中 我 们 解释 了 用 归并 排序 来 对 个 元 素 的 表 进 行 排序 所 
使 用 的 比较 次 数 少 于 M(n)， 其 中 M(n) = 二 2M(n/2) 十 n。 根 据 主 定理 (定理 2)， 我 们 发 现 M(n) 
是 O(n log zz) 。 芭 

电 昨 |》 估计 使 用 例 4 描述 的 快速 乘法 算法 进行 两 个 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 位 运算 的 次 数 。 

解 ” 例 4 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(n)= 二 3f(n/2) 十 Cn， 其 中 7F) 是 使 用 快速 乘法 算法 进行 两 
个 位 整数 相 乘 所 需 的 按 位 运算 的 次 数 。 于 是 ， 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”“)。 注 意 log 3 一 
1. 6。 因 为 传统 的 乘法 算法 使 用 OC(w ) 次 按 位 运算 ， 所 以 对 于 足够 大 的 整数 ， 包 括 实 际 应 用 中 
出 现 的 大 整数 ， 快 速 乘 法 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 比 传统 的 算法 有 了 本 质 的 改进 。 4 
归 是 由 估计 使 用 例 5 的 矩阵 乘法 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需要 的 乘法 和 加 法 的 次 数 。 
解 ” 令 f( 马 表示 使 用 例 5 提 到 的 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需 的 加 法 和 乘法 的 次 数 。 当 
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n 是 偶数 时 , 我们 有 f(m) = 二 7f(n/2) 十 15w/4。 于 是 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”w')。 注 意 log 7 一 
2.8。 由 于 传统 的 两 个 nxXn 和 矩阵 相 乘 的 算法 要 用 O(n) 次 加 法 和 乘法 ， 显 然 ， 对 足够 大 的 整数 m， 
包括 出 现在 许多 实际 应 用 中 的 大 整数 ， 这 个 算法 比 传统 的 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 更 加 有 效 。 二 

最 近 点 对 问题 ”我们 在 结束 这 一 节 之 前 引入 一 个 来 自 计算 几何 的 分 治 算法 ， 计 算 几 何 是 离 
散 数学 的 一 部 分 ， 是 专注 于 求解 几何 问题 的 算法 。 

最 近 点 对 问题 ”考虑 确定 平面 上 个 点 (z，w)，(z，%)，…，(Cz，%) 集 合 上 
的 最 近 点 对 的 问题 ， 其 中 两 点 (zx;，y,) 和 (x;， wy) 之 间 的 距离 是 通常 的 欧 几 里 得 距离 
V (zi 一 zx) 十 (yi 一 yy)”。 这 个 问题 出 现在 许多 应 用 中 ， 例 如 确定 某 航空 控制 中 心 管理 的 特 
定 高 度 的 空间 内 最 近 的 一 对 飞机 。 怎 样 以 一 种 有 效 的 方式 找到 这 个 最 近 的 点 对 ? 

解 ” 为 解决 这 个 问题 ， 可 以 首先 确定 每 对 点 的 距离 ， 然 后 找到 这 些 距 离 的 最 小 值 。 但 是 ， 
这 种 方法 需要 OC ) 次 的 距离 计算 和 比较 ， 因 为 存在 CC(n，2)= 二 n(n 一 1)/2 个 点 对 。 不 过 存在 
一 个 精致 的 分 治 算法 ， 对 于 个 点 可 以 用 O(n log n) 次 的 距离 计算 和 比较 求解 这 个 最 近 的 点 对 
问题 。 这 里 我 们 描述 的 算法 归功 于 米 凯 尔 。 萨 莫 斯 ( 见 [PrSa85]) 。 

为 了 简单 起 见 ， 假 设 "一 2， 其 中 有 是 正 整数 。( 我 们 避免 某 些 当 ) 不 是 2 的 寡 时 必须 考虑 的 
技术 )。 当 n==2 时 ， 只 有 一 对 点 。 在 这 两 个 点 之 间 的 距离 就 是 最 小 距离 。 在 算法 的 开始 我 们 使 用 
归并 排序 两 次 ,一 次 用 于 依据 z 轴 坐标 对 节点 进行 升序 排序 ， 一 次 用 于 依据 > 轴 坐 标 对 节点 进行 
升序 排序 。 每 一 排序 操作 需要 O(n log n) 次 运算 。 我 们 将 在 每 一 次 递归 步骤 中 使 用 这 些 排 序 表 。 

算法 的 递归 部 分 将 问题 划分 成 两 个 子 问题 ， 每 个 涉及 一 半 的 点 。 使 用 按 z 轴 坐 标 对 节点 进 
行 排序 的 列表 ， 男 一 条 垂 线 将 nn 个 点 分 成 两 部 分 ， 左 半 部 分 和 右 半 部 分 大 小 相等 ， 每 部 分 包含 
n/2 个 点 ， 如 图 1 所 示 。( 如 果 有 任何 点 落 到 划分 线 上 ， 必 要 时 ， 我们 把 它们 分 在 这 两 部 分 里 ,) 
在 后 面 的 递归 步骤 我 们 不 再 需要 根据 x 坐标 排序 ， 因 为 我 们 可 以 从 所 有 的 点 中 选择 对 应 的 排序 
子 集 。 这 个 选择 是 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 的 任务 。 

{ @ 


在 这 个 图 示 中 ， 在 16 个 点 的 集合 中 寻找 
i 最 近 点 对 的 问题 归 约 成 两 个 在 8 个 点 的 集 
合 中 寻找 最 近 点 对 的 问题 和 确定 中 心 在 


池 
局 


bs 宽 为 24 的 间 际 中 是 否 存 在 比 d=min(4dj， 
个 dn) 更 近 的 点 的 问题 
第 
L 上 R 
QO 人 
d d 


图 1 求解 最 近 点 对 问题 的 算法 的 递归 步骤 


最 近 的 点 对 的 位 置 有 三 种 可 能 :两 点 都 在 左 部 区 域 L; 两 点 都 在 右 部 区 域 R; 一 点 在 左 部 
区 域 且 另 一 点 在 右 部 区 域 。 递 归 地 使 用 这 个 算法 计算 di 和 dk， 其 中 di 是 在 左 部 区 域 的 点 之 间 
的 最 小 距离 ，d# 是 在 右 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 , 令 d 二 min(di，dxg)。 为 了 成 功 地 将 在 原 
始 集合 找 最 近 点 对 的 问题 划分 成 在 两 个 区 域 分 别 找 最 短 距 离 的 问题 ， 我 们 必须 处 理 算法 的 分 割 
之 后 的 治理 部 分 ， 这 要 求 我 们 考虑 最 近 的 点 处 在 不 同 的 区 域 的 情况 ， 即 一 点 在 工 中 ， 另 一 点 在 
R 中。 因为 存在 一 对 距离 为 4d 的 点 ， 所 以 或 者 它们 都 在 尺 中 ， 或 者 它们 都 在 工 中 。 对 于 分 在 不 
同 区 域 的 最 近 的 点 ， 要 求 其 距离 一 定 小 于 d。 

如 果 一 点 在 左边 区 域 ， 一 点 在 右边 区 域 且 处 在 小 于 4d 的 距离 内 ， 那 么 这 些 点 一 定位 于 宽度 
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2d 的 以 线 t 作为 其 中 心 的 垂直 带 状 区 域 中 。( 否 则 ， 这 些 点 的 距离 一 定 大 于 它们 的 z 坐标 之 差 ， 
而 这 个 距离 将 超过 d.) 为 了 检查 在 这 个 带 状 区 域 中 的 点 ,我 们 对 它们 进行 排序 并 按照 y 坐标 递 
增 的 顺序 把 它们 列 出 来 。 这 可 以 使 用 归并 排序 用 O(n log nn) 次 运算 完成 ， 并且 只 需 在 算法 开始 
时 做 一 次 ， 而 不 是 在 每 个 递归 步 做 。 在 每 个 递归 步 ， 我 们 从 已 经 按照 其 y 坐标 排 好 序 的 所 有 点 
的 集合 ， 构 造 在 这 个 区 域内 的 根据 其 y 坐标 排序 的 点 的 子 集 ， 这 可 以 用 O(z) 次 比较 完成 。 

从 带 状 区 域 中 具有 最 小 y 坐标 的 一 个 点 开始 ,我们 连续 地 检查 带 状 区 域 中 的 每 个 点 ， 计 算 
这 个 点 与 带 状 区 域 中 所 有 其 他 具有 较 大 y 坐标 且 与 这 个 点 的 距离 小 于 4 的 点 之 间 的 距离 。 注 意 
为 检查 点 p， 我 们 只 需要 考虑 在 p 和 下 述 矩 形 中 的 一 组 点 之 间 的 距离 。 这 个 矩形 的 高 为 4d， 宽 
为 24，p 在 它 的 底 边 上 ， 并 且 它 的 垂直 边 与 4 的 距离 为 d。 

我 们 可 以 证 明 在 这 个 点 集中 至 多 存在 8 个 点 ， 其 中 包含 bp 在 内 (或 者 在 这 个 24 Xd 的 矩形 
的 边 上 ) 。 为 了 看 到 这 一 点 ， 注 意 在 图 2 所 示 的 8 个 d/2X4qd/2 的 正方 形 中 ， 每 个 正方 形 内 部 至 
多 可 能 存在 一 个 点 。 这 是 由 于 在 一 个 正方 形 的 边 上 或 者 内 部 最 远 距 离 的 点 是 对 角 线 的 长 度 d/ © 


V2 (使 用 勾 股 定理 可 以 得 到 )， 这 个 距离 小 于 4， 并 且 每 个 这 样 的 正方 形 是 完全 处 在 左 区 域内 或 
者 右 区 域内 。 这 意味 着 在 这 一 步 我 们 至 多 只 需要 与 4 比较 7 个 距离 ， 这 些 距 离 是 在 p 和 短 形 内 
部 或 者 边 上 7 个 或 者 更 少 的 其 他 的 点 之 间 。 

6 


包含 p 在 内 ， 至 多 8 个 点 可 能 处 
在 中 心 在 ! 的 24xq 的 窍 形 内 或 
者 边 上 , 因为 在 8 个 (d/2)x(d/2) 
的 正方 形 中 ， 每 个 内 部 或 边 上 
至 多 可 能 存在 一 个 点 





图 2 说 明 对 带 状 区 域 中 的 每 个 点 至 多 需要 考虑 另外 7 个 点 


由 于 在 宽 为 24 的 带 状 区 域 中 的 总 点 数 不 超过 zz (集合 中 的 总 点 数 ) ， 所 以 至 多 需要 与 d 比 
较 72 个 距离 以 找到 点 之 间 的 最 小 距离 。 即 只 存在 7” 个 距离 可 能 小 于 &。 因 此 ， 一 旦 用 归并 排 
序 按照 这 些 点 的 坐标 和 yy 坐标 对 它们 进行 排序 后 ， 我 们 发 现 求解 最 接近 点 对 问题 需要 的 比较 
次 数 不 超 过 满足 递 推 关系 

大 CD) 一 2 FFC 2) 十 77? 
的 增 函 数 f(n)， 其 中 f(2) 二 1。 根 据 定 理 2， 得 到 f(n) 是 O(n log n)。 用 归并 排序 算法 根据 点 
的 工 坐标 和 >y 坐标 对 点 做 两 次 排序 ， 每 次 排序 用 O(n log nn) 次 比较 ， 在 算法 的 O(log 2 个 步 中 
的 每 一 步 ， 这 些 坐 标的 排序 子 集 每 次 可 以 用 O(n) 次 比较 得 到 。 因 此 ， 这 个 最 近 点 对 问题 可 以 
用 O(n log nn) 次 比较 求解 。 本 


奇数 编号 练习 

1. 在 64 个 元 素 的 集合 中 ， 做 二 分 检索 需要 多 少 次 比较 ? 

3. 使 用 快速 乘法 算法 将 (1110), 与 (1010)* 相 乘 。 

5. 确定 在 例 4 中 的 常数 C 的 值 ， 并 且 使 用 它 估计 用 快速 乘法 算法 做 两 个 64 位 二 进 制 整数 相 乘 所 需要 的 
按 位 运算 的 次 数 。 

7. 假设 当 nn 被 3 整除 时 有 Foz) = Fazy3) 十 1 和 Fl) 王 1， 求 
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a) f(3) b) f(27) c) f(729) 


9. 假设 当 n 被 5 整除 时 有 fn)= 二 fl(n/5) 十 3n* 和 f(1)==4, 求 


11. 
13. 
15. 
1Y. 


一 
© 


21, 


#23. 


25. 


27. 


a) f(5) b) f(125) CY.fC3125) 


如 果 了 是 一 个 增 消 数 ， 给 出 练习 10 中 了 的 大 O 估计 。 

如 有 果 了 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 12 中 的 f 的 大 O 估计 。 

在 练习 14 的 淘汰 锦标 赛 中 如 果 有 32 个 队 ， 需 要 进行 多 少 轮 比 赛 ? 

假设 nn 个 投票 人 为 不 同 的 候选 人 (可 能 存在 多 于 2 个 候选 人 ) 进 入 某 个 办 公 室 投票 ， 选 票 作为 一 个 序 

列 的 元 素 。 如 果 一 个 人 得 到 的 选票 超过 半数 他 就 赢得 竞选 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 确定 是 否 一 个 候选 人 得 到 半数 选票 ， 如 果 是 ， 则 确定 这 个 候选 人 是 谁 。[ 提 
示 : 设 n 为 偶数 ,并 且 将 选票 序列 划分 成 两 个 序列 ， 每 个 序列 具有 n/2 个 元 素 。 注 意 ， 如 果 对 于 
两 个 半 长 序列 的 每 一 个 都 没有 得 到 一 半 以 上 的 选票 ， 那 么 一 个 人 就 不 可 能 得 到 所 有 选票 的 一 半 
以 上 。j] 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 


. a) 使 用 递归 算法 为 计算 zx” 所 需要 的 乘法 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关系 ， 其 中 zz 为 实数 ,nn 是 正 整 数 。 


b) 使 用 在 a 中 找到 的 递 推 关系 构造 使 用 递归 算法 计算 z 所 用 乘法 的 次 数 的 大 O 估计 。 

设 函 数 三 满足 递 推 关系 f(n)= 二 2f(VYn) 十 1， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 f(2)==1。 

a) 求 7(16) 。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 〇 估计 。[ 提 示 : 做 替换 mm 一 logm。] 

这 个 练习 涉及 求 n 个 实数 序列 的 连续 项 的 最 大 和 问题 。 当 所 有 的 项 都 是 正 数 时 ， 所 有 项 之 和 就 给 出 

了 答案 ， 但 是 当 某 些 项 是 负数 时 情况 就 比较 复杂 了 。 例 如 ， 序 列 一 2，3， 一 1，6， 一 7，4 的 连续 项 

的 最 大 和 是 3 十 (一 1) 十 6 二 8。( 这 个 练习 基于 [LBe86])。 在 本 题 中 ， 我们 首先 尝试 蛮 力 算法 ， 然 后 考 

虑 如 何 使 用 分 治 算法 来 解决 问题 。 

a) 使 用 伪 码 描述 一 个 求解 该 问题 的 算法 ， 这 个 算法 依次 寻找 从 第 一 项 开始 的 连续 项 之 和 ， 从 第 二 项 
开始 的 连续 项 之 和 ， 等 等 ， 并 在 算法 执行 时 记录 当前 找到 的 最 大 和 。 

b) 依 照 所 做 的 计算 和 的 次 数 与 比较 次 数 确定 在 a 中 算法 的 计算 复杂 度 。 

c) 设 计 一 个 分 治 算法 求解 这 个 问题 。[ 提 示 : 假设 序列 中 有 偶数 个 项 ， 把 这 个 序列 分 成 两 半 。 解 释 当 
连续 项 的 最 大 和 包含 了 在 两 个 半 序 列 的 项 时 怎样 处 理 这 种 情况 。 

d) 使 用 c 中 的 算法 求 下 面 每 个 序列 的 连续 项 的 最 大 和 : 一 2，4， 一 1，3，5， 一 6，1，2; 4，1， 一 3， 
7， 一 1， 一 5，3， 一 2; 一 1，6，3， 一 4， 一 5，8， 一 1，7。 

e) 通 过 c 中 的 分 治 算法 使 用 的 求 和 次 数 和 比较 次 数 寻找 一 个 递 推 关系 。 

f) 使 用 主 定理 估计 这 个 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 依 照 计 算 复 杂 度 把 这 个 算法 与 a) 中 的 算法 做 比较 ， 
结果 如 何 ? 

应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ,使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，2)、(1，6)、(2， 

ds ar BR Ca TN Cy HY Cl Ge Wal la Ch Sh Bg M6 Ws ts st 

4)、(7，9)、(8，6) 的 最 近 点 对 。 

如 果 两 点 间 的 距离 定义 为 4d((zxi，y)，(zwj， 5)) 二 max( |z 一 Zz |，| wy 一 yy |),， 使 用 例 12 描述 的 

算法 中 应 用 的 那些 合理 的 步骤 并 加 以 改变 ， 构 造 一 个 求 两 点 之 间 最 小 距离 的 算法 。 


在 练习 29~33 中 ， 假 设 是 一 个 满足 递 推 关系 f(n)= 二 af(n/5b) 十 cn" 的 增 函 数 ，a 二 1，208 是 大 于 1] 的 整 
数 ，c 和 d 是正 实 数 。 这 些 练习 提供 一 个 关于 定理 2 的 证 明 。 


多 
* 3 


33. 
35, 
37, 


证 明 : 如 果 a 二 有 上 且 nn 是 b 的 罕 ， 那么 f(n)==f(1)ns 二 cn’logen。 
证 明 : 如 果 ea 天 好 且 n 是 5 的 帘 ， 那么 f(n) 二 Cin" 十 Com*%a ， 其 中 
" C=bc/(b—a)l GC =f(1)+ bc/(a—b) 
使 用 练习 31 证 明 : 如 果 ea 二 名， 那么 f(n) 是 O(nP%a ) 。 
如 果 了 是 增 函 数 ， 给 出 练习 34 中 f 的 大 O 估计 。 
如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 练习 36 中 的 大 O 估计 。 
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4.4 生成 函数 


4. 4, 二 到 引言 

表示 序列 的 一 种 有 效 方法 就 是 生成 函数 ， 它 把 序列 的 项 作为 一 个 形式 才 级 数 中 变量 z 的 震 
的 系数 。 可 以 用 生成 函数 求解 许多 类 型 的 计数 问题 ， 例 如 在 各 种 限制 下 选取 或 分 配 不 同 种 类 物 
体 的 方式 数 ， 使 用 不 同 面额 的 硬币 换 一 美元 的 方式 数 等 。 也 可 以 用 生成 阴 数 求解 递 推 关系 。 它 
先 把 关于 序列 的 项 的 递 推 关系 转换 成 涉及 生成 函数 的 方程 ， 然 后 求解 这 个 方程 并 找 出 关于 这 个 
生成 函数 的 封闭 形式 。 从 这 个 封闭 形式 可 以 找到 生成 函数 的 宕 级 数 的 系数 ， 从 而 求解 原来 的 递 
推 关 系 。 生 成 函数 也 可 以 利用 函数 之 间 相对 简单 的 关系 来 证 明 组 合 恒等式 ， 因 为 这 些 关系 可 以 
转换 成 涉及 序列 的 项 的 恒等式 。 生 成 函数 是 有 用 的 工具 ， 除 了 本 节 描 述 的 内 容 以 外 ， 还 可 以 用 
它 来 研究 序列 的 许多 性 质 ， 例 如 建立 关于 序列 的 项 的 渐 近 公式 。 

我 们 从 序列 的 生成 函数 的 定义 开始 。 





a » ; - pn a hE le 
“2 A 8 或 中 + % > 和 tn ~ 不 Ny ja J F - Pe ie J L ves 
RT vy bi - 直 . 一 = x bp 3 下 二 于 2 4 下 “ 人 a 
J 全 ” f 


a [| 和 
。 3 We 上 天 帮 对 We - 工 
2 ET 1 


rr 
他 类 型 的 生成 函数 相 区 别 。 


nl 1 序列 {a (ww 一 3， i=l 和 wa 一 2 ) 的 生成 函数 分 别 是 


3 37, SRE Dre, 2 本 
我 们 通过 设置 2 一 0 drs=0 等 ， 把 一 个 有 限 序 列 Qos Ci "ss Ca 扩充 成 一 个 无 限 序 
列 ， 就 可 以 定义 一 个 实数 的 有 限 序列 的 生成 函数 。 这 个 无 限 序列 {a,) 的 生成 图 数 G(x) 是 一 个 
次 多 项 式 ， 因 为 当 7 六 n 时 没有 形 如 ajzx! 的 项 出 现 ， 即 
G(X)=@ 十 az 二 二 ax" 
哆 序列 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 什么 ? 
解 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 
Ee ke sae he cd a ha i 


Te si ， L - 
a hp Po 六 rip hai rs 








由 2.4 节 的 定理 1 有 
(5 一 1 一 1 二 1 十 过 十 好 十 好 十 天 十 2 zl 

因此 ，G(Cz) 王 ( 己 一 1)7Cz 一 1) 是 序列 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 。 因 为 并 的 需 只 在 生成 函 
数 的 序列 项 中 使 用 ， 我 们 不 用 担心 G(1) 没 有 被 定义 。 4 

加 罗 设 滩 是 正 整 数 , 令 a 二 CCm, &)， k= 二 0，1，2，*…，m。 那 么 序列 ae，w，…，an 
的 生成 函数 是 什么 ? 

解 这 个 序列 的 生成 函数 是 

Gz)=C(m, 0) 十 CC ，1]) 交 二 四 (ay 2572 十 …… 十 CC 天 2 

二 项 式 定 理 证 明 CCz) 王 (1 十 zx)”。 本 


4. 4.2 关于 客 级 数 的 有 用 事实 

当 用 生成 函数 求解 计数 问题 时 ， 通常 将 它们 考虑 成 形式 究 级 数 。 因 此 ， 它 们 被 视 为 代数 对 
象 ， 其 收敛 性 问题 被 忽略 了 。 然 而 ， 当 形式 医 级 数 收敛 时 ， 有 效 的 运算 将 继续 作为 形式 客 级 数 
使 用 。 我 们 将 利用 z==0 时 特定 函数 的 需 级 数 ， 这 些 客 级 数 是 唯一 的 ， 并 且 具 有 正 的 收敛 半径 。 
熟悉 微 积 分 的 读者 如 果 想 了 解 所 涉及 和 咽 级 数 的 收敛 性 的 细节 ， 可 以 参阅 有 关 这 方面 内 容 的 教 
科 书 。 
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现在 我 们 将 叙述 某 些 与 无 穷 级 数 有 关 的 重要 事实 ， 这些 将 在 研究 生成 函数 时 用 到 。 有 关 这 
些 的 讨论 和 相关 的 结果 都 可 以 在 微 积分 教科 书 中 找到 。 


局 函数 f(z) 二 1/(1 一 z) 是 序列 1]，1，1，1，…: 的 生成 函数 ， 因 为 对 |z | 二 1 有 
17C 一 有 守 1 填 如 秆 富生 a 
GB 函数 f(x) 三 1/(1 一 az) 是 序列 1，a， a ，a’，… 的 生成 函数 ， 因 为 当 |azx | 二 1 或 等 
价 于 |z| 二 1/|a|，a 关 0， 有 





WOQner=1+ecte ww se 4 
我 们 也 需要 了 解 两 个 生成 函数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 。 这 些 结果 的 证 明 也 可 以 在 微 积 分 教科 
书 中 找到 。 













评注 正如 本 节 所 考虑 的 所 有 级 数 一 样 ， 定 理 1 只 有 当 紧 级 数 在 一 个 区 间 内 收 北 时 才 有 
效 。 但 是 ， 生 成 函数 的 定理 并 不 仅 局 限于 这 种 级 数 。 在 级 数 不 收 化 的 情况 下 ， 定 理 1 中 的 命题 
可 以 看 成 是 生成 函数 和 与 积 的 定义 。 

我 们 将 在 例 6 中 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 : 
WU 设 f(x)==1/(1 一 z)*。 用 例 4 求 出 表达 式 f(x) = 》)aiz* 中 的 系数 as，a ，a ，… 


解 ” 由 例 4 看 出 





1/(1—xz)=1 二 xz 十 x 十 zz 十 
因此 ， 由 定理 1 有 


1/(l1— zx)* i jel Ty | 
k=0 j=0 k=0 
评注 这 一 结果 也 可 以 通过 微分 从 例 4 中 导出 。 从 已 乱 生 成 函数 的 恒等式 产生 新 的 恒等式 
的 一 种 有 用 的 技术 就 是 求 导 。 
为 了 用 生成 函数 求解 许多 重要 的 计数 问题 ， 我 们 需要 在 指数 不 是 正 整 数 的 情况 下 应 用 二 项 
式 定理 。 在 叙述 广义 二 项 式 定理 之 前 ， 我 们 需要 定义 广义 二 项 式 系数 。 
















了 求 广义 二 项 式 系数 ( 。) 和 ( ” ) 的 值 ， 


解 ”在 定义 2 中 取 x* 一 一 2 和 ==3 得 
(9)- a i 
类 似 地 ， 取 zx 一 1/2 和 &=3 得 
人 
3 3! 
一 (1/2) (一 1/2) (一 3/2776 
=1/16 4 
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当 上 边 的 参数 是 负 整数 时 ， 例 8 对 广义 二 项 式 系数 提供 了 一 个 有 用 的 公式 。 我 们 后 面 的 讨 
论 中 会 用 到 它 。 


电 购 当 上 面 的 参数 是 负 整 数 时 ， 广 义 二 项 式 系数 可 以 用 通常 的 二 项 式 系数 的 项 表示 。 为 
此 只 需要 注意 


(“)= 由 广义 二 项 系数 定义 


r #3 





Dntnt+Dnt+r—1) 


J- 


i Cbs Ly 由 乘法 的 交换 律 


r! 


(一 1D7Cz 十 > 一 1)! 


从 分 子 的 每 一 项 中 提取 因子 一 1 


分 子 和 分 母 同 时 乘 以 (n 一 1)! 


ri 
= 
-CD 人) r 由 二 项 系数 的 定义 
= YC r— 1 使 用 另外 一 种 二 项 系数 符号 表示 十 


我 们 现在 叙述 广义 二 项 式 定 理 。 






可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 的 理论 证 明定 理 2， 我 们 将 这 个 证 明 留 给 熟悉 这 部 分 微 积分 的 读者 
评注 当 风 是 正 整数 时 ， 广 义 二 项 式 定理 就 归 约 到 3.4 节 提 出 的 二 项 式 定理 ， 因 为 如 果 
> 那么 在 这 种 情况 下 (%)=0. 


例 9 说 明了 当 指 数 是 负 整 数 时 定理 2 的 应 用 。 
吕 榴 ) 当 是正 整数 时 ,使 用 广义 二 项 式 定 理 求 (1 十 x)“ 和 (1 一 x+)“ 的 生成 限 数 。 
解 ” 由 广义 二 项 式 定 理 得 





二 5S Coe 


k= 0 


使 用 例 8 所 提供 的 关于 ，” ) 的 简单 公式 得 到 


(I 二 z)™* = 5 (1 Ctk—1,R7 


用 一 x 代替 z 得 到 
CM 于 晤 二 武大 少 4 
表 1 归纳 了 一 些 经 常 出 现 的 有 用 的 生成 函数 。 
表 1 有 用 的 生成 函数 


G(x) ak 


(= Sonyat 
之 SU Gmsk) 


三 1] 十 C(Cay1) 工 十 CC 2) 元 2 十 -十 2 隋 
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( 续 ) 
G(x) ax 
(1+ar)" = SCOn,k)atzrt 
Con 
= 1+C(nsl)ar 十 CC 2)62z2 十 十 Cn 
(外 十 cy 一 Cnsk)r™ 
如 果 x |, 则 Cln,k/r) ;否则 为 0 
一 T 十 Ga 1)zr 十 CO 2)zr 十 十 
> Ua 2 n 过 妈 ; 则 为 1; 否 则 为 0 
= sl 一 了 十 关 十 环 寺 合十 元 如 果 上 志 n, 则 为 1; 否 则 为 
=( 
一 1 十 z 千 2 十 1 
= es 
1 ee = 雪恨 ， 二 == 天 
一 a 二 ua Ts a 
1—azx 之 
a 如 果 |k, 则 为 1; 否则 为 0 
3 k=0 
下 名 
QL 0) 一 
1 2 
Cn+ 1, 
(1— x) 和 2 Ci 十 大 一 1 人 = Ca 十 天 一 工区 一 1 
一 1 十 CTl)z 十 CC 十 1 2)z2 十 
] S kk kr 人 
一 一 一 一 1 一 1)C(Cn 二 一 1,k) = (一 一 
ss Cn+k 1 ,光一 TY 和 


1 , 殉 一 1) 
=1—C(ns1)z++ Cn 1,2)7 CO— 


1 本 
or——— = ,Ctnt+t+ he lk)atct 
C1— Cent k= 1 Ra = Chan 一 


= 二 1 二 Clnsl)ar + Cln 1,2)a:z: 二 + 


TA 2 

“lt 1/k! 
NT < a la 1)k+1 

i (一 TD4HLA 


k=0 
注 : 当 讨 论 办 级 数 时 ， 在 大 多 数 微 积分 的 书 中 可 以 找到 关于 最 后 两 个 生成 函数 的 级 数 。 


评注 ”注意 表 中 第 2 个 公式 和 第 3 个 公式 可 以 由 第 1 公式 将 工分 别 用 ax 和 x 替换 推导 
出 来 。 同 样 ， 第 6 个 公式 和 第 7 个 公式 可 由 第 5 公式 做 同样 替换 推导 出 来 。 第 10 个 公式 和 第 
11 个 公式 可 以 由 第 9 个 公式 将 工分 别 用 一 T、ax 替换 推导 出 来 。 表 中 有 些 公 式 也 可 以 使 用 微 
积分 (如 求 导 和 积分 ) 由 其 他 公式 推出 。 鼓 励 学 生 了 解 表 中 的 核心 公式 (如 能 推导 出 其 他 公式 
的 公式 ， 可 能 是 第 1、4、5、8、9、12、13 个 公式 )， 并 且 理 解 如 何 由 这 些 核心 公式 推导 出 
其 他 公式 。 


4.4.3 计数 问题 与 生成 函数 

生成 函数 可 以 用 于 求解 各 种 计数 问题 。 特 别 地 ， 它 们 可 以 用 于 计数 各 种 类 型 的 组 合 数 。 在 
第 3 章 ， 当 允许 重复 和 可 能 存在 某 些 附加 约束 时 ,我 们 开发 了 一 些 计数 n 元 素 集 合 的 r 组 合 的 
技术 。 这 种 问题 与 计数 形 如 
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Te Te = 
方程 的 解 是 等 价 的 ， 其 中 C 是 常数 ， 每 个 e 是 可 能 具有 某 些 约束 的 非 负 整数 。 也 可 以 用 生成 
国 数 求解 这 种 类 型 的 计数 问题 ， 如 例 10 一 12 所 示 。 


求 
& 二 二 三 17 

的 解 的 个 数 ， 其 中 e, ，e; ，e; 是 非 负 整 数 ， 满 足 2<e 二 5，3 过 es 三 6, 4<<es 二 7。 

解 ” 具有 上 述 限制 的 解 的 个 数 是 

Cer ha (中 者 帮 计 厅 二 朵 者 本 卉 者 六 站 钙 》 

的 展开 式 中 x 的 系数 。 这 是 因为 我 们 在 乘积 中 得 到 等 于 x ”的 项 是 通过 在 第 一 个 和 中 取 项 x“， 
在 第 二 个 和 中 取 项 xz* ， 在 第 三 个 和 中 取 项 x* ， 其 中 和 究 指 数 e: 、e， 和 e 满足 方程 ej 十 e; 十 @ 二 
17 和 给 定 的 限制 。 

不 难看 出 在 这 个 乘积 中 的 z 的 系数 是 3。 因 此 ， 存 在 3 个 解 。( 注 意 ， 计 算 这 个 系数 与 枚 
举 方程 的 具有 给 定 约束 的 所 有 解 几乎 要 做 同样 多 的 工作 。 但 是 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 里 说 明 
的 方法 常常 可 以 用 于 求解 各 种 具有 特殊 规则 的 计数 问题 。 些 外 ， 可 以 用 计算 机 代数 系统 做 这 种 
计算 。) 马 

把 8 块 相同 的 饼干 分 给 3 个 不 同 的 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼 干 并 且 不 超 
过 4 块 饼 干 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 

解 ”因为 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼 干 且 不 超过 4 块 饼干 ， 所 以 在 关于 序列 {C,} 的 生成 函数 
中 对 每 个 孩子 存在 一 个 等 于 

a a 
的 因子 ， 其 中 c, 是 分 配 块 饼干 的 方式 数 。 因 为 有 3 个 孩子 ， 所 以 生成 函数 是 
ee 
我 们 需要 求 这 个 乘积 中 的 x 的 系数 。 理 由 就 是 在 展开 式 中 x 的 项 对 应 于 选 3 项 的 方式 数 ， 其 
中 每 个 因子 选 1 项 且 指 数 加 起 来 等 于 8。 此外， 来自 第 一 、 第 二 和 第 三 个 因子 的 项 的 指数 分 别 
是 第 一 、 第 二 和 第 三 个 孩子 接受 的 饼干 数 。 通 过 计算 说 明 这 个 系数 等 于 6。 于 是 存在 6 种 方式 
分 配 饼干 使 得 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 ， 但 是 不 超过 4 块 饼干 。 4 

把 价值 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 插入 售 货 机 为 价值 美元 的 某 种 物品 付款 ， 
使 用 生成 函数 确定 在 代 币 插入 是 有 序 的 和 无 序 的 两 种 情况 下 付款 的 方式 数 。 (例如 为 一 种 价 
值 3 美元 的 物品 付款 ， 当 不 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 存在 2 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 或 
1 个 1 美元 和 1 个 2 美元 的 代 币 。 当 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 有 3 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 
币 ; 插入 1 个 1 美元 代 币 ， 然后 1 个 2 美元 的 代 币 ; 插入 1 个 2 美元 代 币 ， 然 后 1 个 1 美元 
代 币 。) 

解 ” 在 不 考虑 代 币 插入 次 序 的 情况 下 ， 我们 所 关心 的 就 是 为 产生 -美元 的 总 数 所 使 用 的 每 
种 代 币 的 数目 。 因 为 可 以 使 用 任意 多 个 1 美元 的 代 币 、 任 意 多 个 2 美元 的 代 币 和 任意 多 个 5 美 
元 的 代 币 ， 所 以 答案 就 是 在 生成 函数 

in kl he i i ek hs te i i en i A ka de eh es wd, 
中 的 x" 的 系数 。( 这 个 乘积 中 的 第 一 个 因子 表示 所 使 用 的 1 美元 代 币 ， 第 二 个 表示 所 使 用 的 2 
美元 代 币 ， 第 三 个 表示 所 使 用 的 5 美元 代 币 。) 例 如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 为 一 个 价值 7 
美元 的 物品 付款 的 方式 数 由 展开 式 中 的 系数 给 出 ， 结 果 等 于 6， 
当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ,插入 恰好 个 代 币 产生 r 美元 的 方式 数 是 在 
Go a J 
中 的 x 的 系数 ， 因 为 这 7 个 代 币 中 的 每 一 个 可 能 是 1 美元 代 币 、2 美元 代 币 或 5 美元 代 币 。 又 
由 于 可 以 插入 的 代 币 不 限 数量 ， 所 以 当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ,使 用 1 美元 、2 美元 或 5 美元 
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代 币 产生 -~ 美元 的 方式 数 是 在 


2 5 2 SN = ] _ 
攻 十 工 ) 十 (Xx 十 工 下 于 ee pe 


. 
] 一 工 一 好 一 性 

中 x" 的 系数 。 这 里 我 们 把 插入 0 个 代 币 、1 个 代 币 、2 个 代 币 、3 个 代 币 等 方式 数 相 加 ， 同 时 
我 们 使 用 恒等式 1/(1 一 xz) 二 1 十 z 十 x 十 且 用 xz 十 十 x 代替 二。 例如， 用 1 工 美元 、2 美元 
和 5 美元 的 代 币 为 一 个 价值 7 美元 的 物品 付款 ， 当 考虑 使 用 代 币 的 次 序 时 ， 方 式 数 是 这 个 展开 
式 中 的 系数 ， 等 于 26。[ 提 示 : 为 看 到 这 个 系数 等 于 26， 要 把 (x 十 x 十 x')* 的 展开 式 中 注 " 
的 系数 相 加 ， 其 中 2 和 tt 委 7。 这 项 工作 可 以 用 大 量 的 手工 计算 完成 ， 也 可 以 使 用 计算 机 代数 系 
统 来 完成 。 世 

例 13 说 明了 当 求 解 带 不 同 假设 的 问题 时 生成 函数 具有 的 多 功能 性 。 

假设 已 经 建立 了 二 项 式 定理 ， 使 用 生成 函数 找 出 ”元素 集合 的 上 组合 数 。 


解 集合 中 个 元 素 的 每 一 个 元 素 都 对 生成 函数 f(x) = "wz 贡献 了 项 (1 十 z)。 因 此 
f(z) 是 关于 {a,) 的 生成 函数 ， 其 中 w 表示 元 素 集合 的 & 组合 数 。 于 是 ， 
f(x)= (zz)" 
但 是 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 
f(x) = (gj 


k=0 


其 中 


0)= me 
k kl(nO— k)! 
于 是 ，C(n， 上 有 )，n 元素 集合 的 组 合 数 是 


nl 
kil(n— k)! 4 


评注 在 3.4 节 ， 我们 使 用 了 关于 产 元 素 集 合 的 ”组合 数 的 公式 证 明了 二 项 式 定 理 。 这 些 
例子 说 明 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定 理 ， 再 用 二 项 式 定理 推导 关于 元 元 素 集 合 的 7 组 合 
数 的 公式 。 


使 用 生成 函数 找 出 当 元 素 允 许 重复 时 元 素 集 合 的 -组 合 数 公式 。 
解 设 G(z) 是 关于 序列 (a,} 的 生成 函数 ， 其 中 a, 等 于 n 元 素 集合 的 允许 重复 的 > 组 合 数 。 


即 G(x) = 2 a,z”。 因 为 当 我 们 构成 允许 重复 的 +r 组合 时 ， 对 n 元素 集 合 的 元 素 选择 不 受 限 


制 ， 所 以 这 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 都 对 G(xz) 的 习 积 展开 式 贡 献 了 因子 (十 x 十 区 十 十 …)。 
这 是 由 于 当 构 成 一 个 r+ 组合 时 (要 选择 7 个 元 素 )， 每 个 元 素 都 可 以 被 选择 0 次 、1 次 、2 次 、3 
次 等 。 因 为 集合 中 存在 nn 个 元 素 ， 且 每 一 个 都 对 G(x) 贡献 了 相同 的 因子 ， 所 以 有 
G(xz)= 二 (1 十 zx 十 十 …)” 

只 要 |w| 之 1， 就 有 1 十 zx 十 十 :…= 二 1/(1 一 z)* 所 以 

GETS 

使 用 广义 二 项 式 定 理 ( 定 理 2) ， 得 到 
一 妃 
Gr en i 儿 志 


r= 人 0 


当 r 是正 整 数 时 ， nn 元 素 集 合 的 允许 重复 的 r+ 组合 数 就 是 这 个 和 式 中 的 zx 的 系数 。 因 此 ， 使 用 
例 8 我 们 求 出 a, 等 于 
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(JJ) 0 
=C(n 二 rm—1,7) 司 
注意 ， 例 14 的 结果 与 我 们 在 3. 5 节 定 理 2 所 叙述 的 结果 一 样 。 
使 用 生成 函数 求 出 从 n 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 
解 ” 因 为 我 们 需要 每 类 物体 至 少 选 1 个， 所 以 这 7 个 类 中 的 每 类 物体 都 对 序列 (a,}) 的 生成 
函数 G(z) 贡 献 了 因子 (zx 十 区 十 x 十 …)， 其 中 a, 是 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 且 每 类 
物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 因 此 ， 
G(r)=({z++z 二 zr 十:…) "三 x" (1 二 zz 二 ) = (lr) 
使 用 广义 二 项 式 定 理 和 例 8， 有 
G(Z) =2"/(1— x)’ 


= I= 
> [3 :j= 人 
r=0 六 
x (DC(nir— lr)( 1 
Sn >, Cln+ 六 一 Lr 
一 一 SCG— 1 — ne 


一 SG0— 1 rr— Nn 


在 倒数 第 二 个 等 式 中 ， 我们 令 t==n 十 +r， 这 样 当 r+= 二 0 时 ,t= 二 n 且 nn 十 r 一 1 二 t 一 1]， 从 而 对 
求 和 进行 移 位 。 然 后 在 最 后 的 等 式 中 用 > 替换 上 作为 和 的 下 标 ， 从 而 回 到 了 初始 的 记号 。 因 此 ， 
如 果 每 类 物体 必须 至 少 选 1 个 时 ， 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 存在 CC(r 一 1，r 一 ?种 方 
式 。 | 


4.4.4 ”使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 
我 们 可 以 通过 寻找 相关 生成 函数 的 显 式 公式 来 求解 关于 弟 推 关系 和 初始 条 件 的 解 。 这 可 以 
用 例 16 和 例 17 来 说 明 。 


求解 递 推 关系 5 一 R 一 ]， -人 < … 有 上 且 初始 条 件 Co 一 2 
解 设 G(x) 是 序列 {a,) 的 生成 函数 ， 即 G(z) = 3 asz* 。 首 先 注意 


XG(L) 大 Si pih 一 Da 
使 用 递 推 关系 有 


GCCz) 一 3zG(Cz) = a 一 ai 
k=0 rg 


一 Qu 十 > (ga; — 3Gi_1 ) x 
k=1 


二 
因为 wm 一 2 且 a 二 3Q;-1:， 所 以 

CCD = SZG(2= (GZ) 2 
求解 G(x)， 得 G(x) 二 2/(1 一 3x)。 使 用 表 1 的 恒等式 1/(1 一 ax)= 二 》 at+x* ， 有 


k=0 


Extro 》 
Exomplies 
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Bn) = Yt 

各 是 5 = 二 2 a 

设 一 个 有 效 的 码 字 是 一 个 包含 偶数 个 0 的 十 进 制 数 字 串 。 令 a, 表示 7n 位 有 效 码 字 
的 个 数 。 在 4.1 节 的 例 4 中 我 们 证 明了 序列 (a) 满足 递 推 关系 

CO” 

且 初 始 条 件 a 一 9。 使 用 生成 函数 找 出 关于 a 的 显 式 公 式 。 

解 为 了 简化 关于 生成 函数 的 推导 ， 我 们 通过 设置 a 二 1 将 序列 扩充 ， 当 把 这 个 值 赋 给 a。 
并 使 用 递 推 关系 ， 就 得 到 a 一 8a 十 10 一 8 十 1 二 9， 这 与 初始 条 件 一 致 。( 由 于 存在 一 个 长 为 0 
的 码 字 一 一 空 串 ， 所 以 这 也 是 有 意义 的 。) 

用 x" 乘 以 递 推 关 系 的 两 边 得 


ax" =8a12 +10" zy" 





设 G(z)= 3 az" 是 序列 4a。，a1，as，… 的 生成 函数 。 从 2 一 1 开始 对 上 面 的 等 式 两 边 求 和 ， 
得 到 


Cr 一 1] 一 Da 一 3 (8a,_ x" 10" x") 
n= 1 对 一 ] 
Se 十 S10 7 
n= |】 n= |] 
By Vi sa 3 | 
A=} nl 


By > rakz” +x >, lO"z” 
SF stl od) 
其 中 我 们 已 经 使 用 了 例 5 对 第 二 个 和 进行 求 值 。 因 此 有 
GCC 一 =82B42 AL = 10%) 
求解 G(X) 得 
Ve 
CU 一 ZJ —10F 


把 等 式 的 右边 展开 成 部 分 分 式 ( 正 如 在 微 积 分 中 研究 有 理 困 数 的 积分 时 所 做 的 ) 得 到 
ST 1 1 
Ce 地 nt i 
两 次 使 用 例 5( 一 次 设 a 二 8， 一 次 设 a 二 10) 得 


Grd = 也 人 > 站 Di ) 


= 5 (0+ 10) 7 
= 0 2 


G(x) = 





于 是 ,证 明了 
让 二 C8" 十 10") 4 


4. 4.5 使 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 

在 第 3 章 我 们 已 经 看 到 怎样 使 用 组 合 证 明 方 法 来 建立 组 合 恒等式 。 这 里 将 说 明 这 种 恒 等 
式 ， 以 及 关于 广义 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 都 可 以 使 用 生成 函数 来 证 明 。 有 时 候 生 成 函数 的 方法 
比 其 他 方法 更 简单 ， 特 别 是 用 生成 函数 的 封闭 形式 比 使 用 序列 本 身 更 能 简化 证 明 过 程 。 我 们 用 
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例 18 说 明 怎 样 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 。 
使 用 生成 函数 证 明 


2, OR = CBsn) 


其 中 是 正 整数 。 
解 ” 首先， 根据 二 项 式 定理 ，C(2n,， 是 (1 十 x)”“ 中 zx" 的 系数 。 然 而 ， 我们 也 有 
(1 十 xz)” 二 [(1 十 xz)*j] 
二 [Cl(n,0) 十 Cln;1)xz 二 Clns2)z 十 :十 Clnyn)zr"] 
在 这 个 展开 式 中 x" 的 系数 是 
Cn OC TCORI TIG NNO— B+ Cns2)CCm 2 (nn Gn 0) 


因为 C(n，n 一 k&) 二 Cl(n,， &)， 所 以 它 等 于 ,Cn Ry’ se CE2N5 和 人 C (ns,k)* 都 表示 


(1 十 zz 中 心 的 系数 ， 所 以 它们 一 定 是 相等 的 ， : 4 
本 节 练习 44 和 练习 45 要求 用 生成 函数 来 证 明 帕斯卡 恒等式 和 范 德 蒙 德 恒等式 。 
奇数 编号 练习 


1. 求 关 于 有 穷 序列 2，2，2，2，2，2 的 生成 函数 。 

练习 3 一 8 中 ， 封 闭 形 式 是 指 不 涉及 一 组 值 求 和 或 者 省 略 号 的 代数 表达 式 。 

3. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 初始 项 的 形式 ,) 
全， 本 
CDs ds Os Os ls Gs OW Ds Ws Ws d)23 4 8 167 .645 可 2564 i 


e()， Ch (,). 3 (,). 0, 0, 0, 0, 0, » 12, —2, 2, —2, 2, —2, 2, —2, 


els LO L, ble le hs hw OQ Ol dr 

5. 求 关 于 序列 {a,) 的 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 
a)a, 一 5， 对 所 有 的 n= 二 0，1，2… b)a, 一 3"， 对 所 有 的 xz 一 0，1，2… 
c)a, 一 2， 对 "一 3，4，5，… 且 au 三 国王 一 0 d)a, 二 2n 十 3 对 所 有 的 2 一 0，1，2，… 
a 一 ( ) 对 所 有 的 n=0， 1，2… Da, 一 (”“) 对 所 有 的 一 0， 1，2… 

n n 

7. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 封闭 形式 。 
a) (97r—4) bw cl1/(1— 5) 
人 村》 本 ) 3 DO = 
Be TY h) 2e2 

9. 求 出 下 面 每 个 耻 数 的 星 级 数 中 z ”的 系数 。 
a)(1+w Tr 二 a pr he et a en 


EE i i i ts i i i i eh 

D(z 二 + 十 2 斗 熙 十 于) 十 十 2 中 (2 在 语 让 十 ws) 

2 i se bn DS ny se he he ty dk i ek li ‘es tt 
11. 求 出 下 面 每 个 函数 的 客 级 数 中 z 的 系数 。 

L/L=2a) bl CLACL==s 

ACLTZEY ew / (Tra) 
13. 把 10 个 相同 的 球 分 给 4 个 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 得 到 2 个 球 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 
15. 把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个 ,使 用 生成 函数 确定 

不 同 的 分 配方 法 数 。 

17. 把 25 个 相同 的 甜 甜 圈 分 给 4 个 警官 使 得 每 个 警官 至 少 得 到 3 个 但 不 超过 ?7 个， 有 和 多少 种 方式 ? 
19. 求 序列 {c}) 的 生成 函数 ， 其 中 c 是 使 用 1 美元 、2 美元 、5 美元 和 10 美元 纸币 换 & 美元 的 方法 数 。 
21. 对 (1 十 z 十 工 十 二 十 …) ”展开 式 中 x! 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 


2 » 


(a 


25, 


27， 


29. 


31, 


jt 


33. 


35, 
37. 
39. 
41. 


| 


* 43. 


45. 
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a) 什 么 是 关于 {ai} 的 生成 函数 ? 这 里 a 是 wi 十 zw 十 x 二 的 解 的 个 数 ， 其 中 x1、 zz 和 zs 是 满足 
P12 0 zz 3, 2<XTi5 的 整数 。 

b) 使 用 a 的 答案 求 as 。 

解释 怎样 使 用 生成 函数 找到 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满分 邮费 的 方式 数 。 

a) 假 设 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 。 

b) 假 设 邮票 贴 成 一 行 并 且 考虑 贴 的 次 序 。 

c) 当 不 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 a 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 46 分 邮费 
的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

d) 当 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 bb 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 一 行 46 分 邮 
费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

在 一 个 古怪 的 热带 水 果 摊 上 ， 顾 客 能 买 到 最 多 四 个 芒果 、 最 多 两 个 百 香 果 、 偶 数 个 木瓜 、 三 个 或 更 

多 个 椰子 以 及 五 个 一 组 的 杨桃 。 

a) 解 释 如 何 使 用 生成 函数 来 计算 一 名 顾客 购买 n 个 水 果 的 方法 数 ， 注 意 遵 循 列 出 的 限制 条 件 。 

b) 使 用 a 中 的 答案 确定 可 以 用 多 少 种 方法 买 到 12 个 这 样 的 水 果 。 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 换 1 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美 分 和 25 美 分 。 

b) 用 5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

c) 用 1 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

d) 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

使 用 生成 函数 求 出 换 100 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

b) 用 5 .美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

c) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 。 

d) 用 5 美元 、10 美元 和 20 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 但 不 超过 4 张 。 

如 果 G(xz) 是 关于 序列 {a4) 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 

a)0，0，0，a3，a4，as，*…( 假 定 除了 前 三 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

Bjass 0, Gis 0% Gas 0 

C0，0，0，0，ao，Q1，az，*"“*( 假 定 除 了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

dj)tos 24» dos, Bliss I Ow y = 

e)0， ao, ai 2 az/3， as/4, …| 提示; 这 里 需要 微 积分 。| 

favs av ty aoTF a Fas do Tart uy rs 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 中 一 3ai 十 2， 初 始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a 二 5a4-1 一 6as-;， 初 始 条 件 ao 二 6 和 ai 王 30。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a 二 4a4-1 一 4a4-z 十 及， 初始 条 件 ao 二 2 和 ai 三 5。 

使 用 生成 函数 找 出 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 


(需要 微 积 分 知识 ) 设 {C,} 是 卡特 朗 数 的 序列 ， 即 具有 初 值 C, =C =1 的 递 推 关系 C, = CiC，，， 
的 解 ( 见 4.1 节 例 5)。 
a) 证 明 : 如 果 CGGCz) 是 关于 卡特 朗 数 的 序列 的 生成 函数 ,那么 xzGGCz 六 一 GGz) 十 1 二 0。( 使 用 初始 条 


件 ) 推 断 CC(z) 王 (1 一 V1 一 4x)/(2zx)，。 
b) 使 用 练习 40 推断 





从 而 





使 用 生成 函数 证 明 范 德 蒙 恒等式 : C(m 十 mr) 一 YOUnon nh ， 其 中 mw、n 和 rr 是 非 负 整数 ， 


上 二 人 0 
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且 r 不 超过 mx 或 n。[ 提 示 ， 查看 在 (1 十 xX) "二 (1 十 xX)”"(1 十 x)" 两 边 的 x" 的 系数 。] 
关于 序列 (a,}) 的 指数 生成 函数 是 级 数 


Ln en 
nl! 


n= 人 0 


例如 ， 关 于 序列 1，1，1，… 的 指数 生成 函数 是 》\ x"/nl 一 er 。( 你 将 发 现 这 个 级 数 在 下 面 的 练习 中 很 


有 用 。) 注 意 ，e” 是 关于 序列 1]，1，1/21,，1/31,，1/41，… 的 (普通 ) 生 成 函数 。 
47. 求 一 个 关于 序列 (a,) 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 


a)a, 二 2 bya, 王 《 一 工 ) C)a, 一 3” 
d)a, 二 nn 十 1 ea =1/(nt1) 
49. 求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 
a) f(x)=e * b) f(x)= 37x” 
c) f(x)=e”—3e" OD= ee 
ez 一 ee "= (Wx) 人 一 tl) 人 Tt 一 ?2)) 
g) f(r)=e" 


51. 一 个 编码 系统 用 八进制 数字 串 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 偶数 个 7。 
a) 求 一 个 关于 位 长 有 效 码 字 个 数 的 线性 非 齐 次 弟 推 关系 。 初 始 条 件 是 什么 ? 
b) 使 用 4.2 节 的 定理 6 解 这 个 递 推 关系 。 
c) 用 生成 函数 解 这 个 递 推 关系 。 
在 研究 整数 nn 分 拆 的 不 同类 型 的 个 数 时 生成 防 数 是 很 有 用 的 。 一 个 正 整 数 的 分 拆 是 把 这 个 整数 写成 若干 
个 正 整 数 之 和 ， 和 中 的 整数 允许 重复 并 且 不 考虑 次 序 。 例 如 ，5 的 分 拆 (不 加 限制 ) 是 1 十 1 十 1 十 1 十 1、 
it 十 1 十 1 十 2、1 十 1 十 3、1 十 2 十 2、1 十 4、2 十 3 和 5。 练 习 53 一 58 说 明了 这 种 应 用 。 
53. 证 明 : 在 1/((1 一 2) (1 一 x)(1 一 x)…) 的 形式 具 级 数 展开 式 中 x” 的 系数 p(n) 等 于 的 分 拆 数 。 
55. 证 明 : 在 (1 十 z)(1 二 zz )(1 十 x )… 的 形式 血 级 数 展开 式 中 x” 的 系数 pa (n) 等 于 将 n 分 拆 成 不 相等 的 
整数 ( 即 把 n 写成 正 整 数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 整 数 的 次 序 但 不 允许 重复 。 
57. 证 明 : 如 果 nn 是 正 整 数 ， 那 么 将 nn 分 拆 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 等 于 将 分 拆 成 允许 重复 的 奇 整数 
的 方式 数 ， 即 p(n) 二 pu(n)。|[ 提 示 ; 证 明 关于 加 (和 pu(n) 的 生成 函数 相等 。] 
假定 X 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ,使 得 XC) 对 于 所 有 的 SGES 是 非 负 整 数 。 关 于 X 的 概率 生成 函数 是 


Gx(x) = DS 页 (以 (8J 王国 


59. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 Gx 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 使 得 X(s) 对 于 所 有 的 s€S 是 非 负 整 
数 ， 那 么 
a)Gx (1)=1 b)E(X)=Gx(1) 
VOX)=Gx(1)+Gx (1)—Gx (1)’ 

61. 设 mr 是正 整 数 ， 进行 独立 的 伯 努 利 实 验 时 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 X, 是 随机 变量 ， 如 果 第 
n 十 m 次 实验 出 现 第 m 次 成 功 ， 则 X 的 值 就 是 n。 
a) 证 明 概率 生成 函数 Gx 由 Gx (zx) 二 2”/(1 一 qz)" 给 出 ,其 中 g=1 一 p。 
b) 使 用 练习 59 和 a 中 得 到 的 关于 概率 生成 也 数 的 封闭 公式 求 X,, 的 期 望 值 和 方差 。 


4.5 容 斥 


4.5.T 引 守 

一 个 离散 数学 班 包含 30 个 女生 和 50 个 二 年 级 学 生 。 在 这 个 班 里 有 多 少 个 女生 或 二 年 级 学 
生 ? 如 果 没 有 更 多 的 信息 ， 这 个 问题 是 没 法 求解 的 。 把 女生 数 和 二 年 级 学 生 数 加 起 来 不 一 定 能 
得 出 正确 的 结果 ， 因 为 二 年 级 的 女生 可 能 被 计数 了 两 次 。 这 个 事实 说 明 在 班 里 的 女生 或 二 年 级 
学 生 数 是 班 里 的 女生 数 与 二 年 级 学 生 数 之 和 减 去 二 年 级 的 女生 数 。 在 3. 1 节 曾 经 介绍 过 求解 这 
种 计数 问题 的 技术 。 这 里 我 们 将 把 在 那 一 节 引 入 的 思想 加 以 推广 ， 以 求解 需要 计算 两 个 以 上 集 
合 的 并 集 元 素 个 数 的 问题 。 


4.5.2 容 斥 原理 

两 个 有 穷 集 的 并 集中 存在 多 少 个 元 素 ? 在 2. 2 节 中 证 明了 两 个 集合 A 和 B 的 并 集中 的 元 
素数 是 这 些 集 合 的 元 素数 之 和 减 去 其 交集 中 的 元 素数 ， 即 

AUB|=|A|+|B|—|1aANBl 
正如 我 们 在 3. 1 节 证 明 的 ， 这 个 关于 两 个 集合 并 集中 元 素数 的 公式 在 计数 问题 中 是 很 有 用 的 。 
例 1 一 3 进一步 说 明了 这 个 公式 的 用 处 。 

包 盎 一 个 离散 数学 班 包含 25 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 、13 个 数学 专业 的 学 生 和 8 个 同 
时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 。 如 果 每 个 学 生 或 者 主 修 数 学 专业 ， 或 者 主 修 计算 机 
科学 专业 ， 或 者 同时 主 修 这 两 个 专业 ， 那 么 班 里 有 多 少 个 学 生 ? 

解 ” 设 A 是 这 个 班 里 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集 |4 Bp|=|4l+|B|_|AnB|=25+13-8=30 
合 ，B 是 这 个 班 里 数学 专业 的 学 生 的 集合 ， 那 么 A 门 B 
是 班 里 同时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 的 
集合 。 因 为 这 个 班 的 每 个 学 生 或 者 主 修 计算 机 科学 ， 
或 者 主 修 数学 (或 者 同时 主 修 两 个 专业 )， 所 以 得 到 这 
个 班 里 的 学 生 数 是 |AUB|。 于 是 

UBI=|AIT BI |A NB 
=—25 13 一 8 |4|=25 |4nB|=8 18|=13 
=30 
因此 ， 这 个 班 有 30 个 学 生 。 如 图 1 所 示 。 4 TE 

有 多 少 个 不 超过 1000 的 正 整 数 可 以 被 7 或 11 整除 ? 

解 ” 设 A 是 不 超过 1000 且 可 被 7 整除 的 正 整数 的 集合 ，B 是 不 超过 1000 且 可 被 11 整除 
的 正 整 数 的 集合 ， 那 么 AUB 是 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 的 正 整 数 的 集合 ，A 门 B 是 不 
超过 1000 且 可 被 7 和 11 同时 整除 的 正 整 数 的 集合 。 我 们 知道 在 不 超过 1000 的 正 整数 中 有 | 
1000/7 | 个 整数 可 被 7 整除 ， 并 且 有 |L 1000/11 个 整数 
可 被 11 整除 。 由 于 7 和 11 是 互 素 的 ， 所 以 被 7 和 11 
同时 整除 的 整数 就 是 被 7。11 整除 的 整数 。 因 此 ， 有 
L1000/(11.7)] 个 不 超过 1000 的 正 整数 可 被 7 和 11 同 
时 整除 。 于 是 有 

AUBI=|4AI+18B8|I 一 AnB| 


-te 
7 Tt al 





|aUB|=|a|+|B|-|ANB|=142+ 90-12= 220 





—1424+90—12 |4|=142 IanBl=12 |8|=90 
一 220 图 2 不 超过 1000 的 可 被 7 或 11 整除 的 
个 正 整数 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 。 如 图 2 正 整 数 的 集合 
所 示 。 4 


例 3 说 明 怎 样 求 有 穷 全 集中 在 两 个 集合 的 并 集 之 外 的 元 素数 。 

假设 你 们 学 校 有 1807 个 新 生 。 其 中 453 人 选 了 一 门 计 算 机 科学 课 ，567 人 选 了 一 门 
数学 课 ，299 人 同时 选 了 计算 机 科学 课 和 数学 课 。 有 多 少 学 生 既 没有 选 计 算 机 科学 课 也 没有 选 
数学 课 ? 

解 ”为 找 出 既 没 有 选 数学 课 也 没有 选 计算 机 科学 课 的 新 生 数 ， 就 要 从 新 生 总 数 中 减 去 选 了 
其 中 一 门 课 的 学 生 数 。 设 A 是 选 了 一 门 计算 机 课 的 所 有 新 生 的 集合 ，B 是 选 了 一 门 数 学 课 的 所 
有 新 生 的 集合 。 于 是 |A|==453，|B|=567,， 且 |1AN 门 B|==299。 选 了 一 门 计算 机 科学 课 或 数学 
课 的 学 生 数 是 
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AUBI=|4AI+1BI 一 AnBI 

二 453 十 567 一 299 一 721 
因此 ， 有 1807 一 721 王 1086 个 新 生 既 没 选 计算 机 科学 课 也 没 选 数学 课 。 站 
在 本 节 的 后 面 将 说 明 怎 样 求 有 限 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 。 这 个 结果 叫 作 容 斥 原理 。 设 >” 
是 任意 正 整 数 ， 在 考虑 nn 个 集合 的 并 集 之 前 ， 先 推导 与 3 个 集合 A、B 和 C 的 并 集中 的 元 素数 
有 关 的 公式 。 为 了 推导 这 个 公式 ， 首 先 注意 以 下 事实 : |A| 十 |B| 十 |C| 对 3 个 集合 中 那些 恰 
好 在 其 中 1 个 集合 的 元 素 只 计数 了 1 次 ,恰好 在 其 中 2 个 集合 的 元 素 计 数 了 2 次 ， 恰 好 在 其 中 
3 个 集合 的 元 素 计 数 了 3 次 。 这 个 结果 如 图 3a 所 示 。 





a) 由 |A|+|B|+|C| 计 数 的 元 素 b) 由 |4l+|B|+|c|-IlAnBl-lAnNcl- ©) 由 |al+|B|l+|c|-|aNBl-|lANcl- 
18mcC| 计 数 的 元 素 |Bmcl+lanmBsnmc| 计数 的 元 素 


图 3 求 关于 3 个 集合 的 并 集中 元 素数 的 公式 


为 了 去 掉 在 多 个 集合 中 元 素 的 重复 计数 ， 减 去 这 3 个 集合 中 的 每 2 个 集合 的 交集 中 的 元 素 

数 ， 得 到 
IAI+T|IBITICI— ANBI= LA LBNC| 

这 个 表达 式 对 恰好 出 现在 其 中 1 个 集合 的 元 素 仍旧 计数 1 次 。 对 恰好 出 现在 其 中 2 个 集合 的 元 
素 也 计数 1 次 ， 因 为 2 个 集合 的 交集 有 3 个 ， 而 这 种 元 素 只 出 现在 其 中 之 一 。 但 是 ， 那 些 出 现 
在 3 个 集合 的 元 素 将 被 这 个 表达 式 计数 0 次 ， 因 为 它们 将 会 出 现在 所 有 的 两 两 相交 的 3 个 交集 
中 。 这 个 结果 如 图 3b 所 示 。 

为 了 纠正 这 个 漏 计 ， 还 要 加 上 3 个 集合 交集 中 的 元 素数 。 最 后 的 表达 式 对 每 个 元 素 计数 了 
1 次 ,不管 它 是 在 1 个 、2 个 还 是 3 个 集合 中 。 于 是 

AUBUCI[=14I+IBI+ICI-IaAm8I=IAnCcI=TBnCcI+IAnSmC| 

这 个 公式 显示 在 图 3c 中 。 

例 4 说 明了 怎样 使 用 这 个 公式 。 

可 1232 个 学 生 选 了 西班牙 语 课 ，879 个 学 生 选 了 法 语 课 ，114 个 学 生 选 了 俄语 课 。103 
个 学 生 选 了 西班牙 语 和 法 语 课 ，23 个 学 生 选 了 西班牙 语 和 俄语 课 ，14 个 学 生 选 了 法 语 和 俄语 
课 。 如 果 2092 个 学 生 至 少 在 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 中 选 1 门 ， 有 多 少 个 学 生 选 了 所 有 这 3 
门 语 言 课 ? 

解 设 S 是 选 西班牙 语 课 的 学 生 集合 ， 正 是 选 法 语 课 的 学 生 集合 ，R 是 选 俄语 课 的 学 生 集 
合 。 那 么 





| 1232: | 尘 车 9, [RT 14 
ISTI EI= 03 [STYRI= Ws [FMRI= 1 
且 
| SUFUR|=2092 
把 这 些 等 式 代 入 下 面 的 等 式 


SUFURIS=1SH EFI+IR|= ISNFI= 1SNR|— LFNRTERSTTENER 


Extro 
Examples 


> 


204 第 和 4 半 


得 到 

2092 二 1232 十 879 十 114 一 103 一 23 一 14 十 | SNFNR| 
求解 上 式 得 到 | SN FNR| 二 7。 因 此 有 7 个 学 生 同 时 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 。 这 个 结果 
如 图 4 所 示 。 4 


ISNFNR|=? ISNF|=103 








|R|=114 
ISUFUR|=2092 


4 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课程 的 学 生 集 合 


我 们 现在 将 叙述 和 证 明 对 于 nn 个 集合 的 容 斥 原理 ,其 中 为 正 整数 。 这 个 原理 告诉 我 们 ， 
计算 n 个 集合 的 并 集 大 小 时 ， 需 要 将 nn 个 集合 的 元 素 个 数 相 加 ， 然 后 减 去 所 有 两 个 集合 交集 的 
元 素 个 数 ， 然 后 加 上 所 有 三 个 集合 交集 的 元 素 个 数 ， 如 此 下 去 ， 直 到 所 有 集合 的 交集 。 奇 数 集 
合 个 数 时 是 加 法 ， 偶 数 集合 个 数 时 是 减法 。 


Ye 





证 明 我 们 将 通过 证 明 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右 边 恰好 被 计数 1 次 来 证 明 这 个 公式 。 假 
设 a 恰 好 是 A,，A,，…，A, 中 > 个 集合 的 成 员 ， 其 中 1 二 r 二 nn。 这 个 元 素 被 也 |A; | 计数 了 C 
(Gr，1) 次 ， 被 之 |A 站 Ai | 计数 了 Cl(r，2) 次 。 一 般 说 来 ， 它 涉及 m 个 A 集合 的 求 和 被 计数 了 
C(r，m) 次 。 于 是 ， 这 个 元 素 恰好 被 等 式 右边 的 表达 式 计数 了 

Cr Ns Sts B= Ys 
次 。 我 们 的 目标 是 求 出 这 个 值 。 由 3. 4 节 的 推论 2， 我 们 有 
Glrs 0)—= Cr CU DW=u (=D'Ctrs HB=0 
于 是 
l=C(r, DD=0O(r 四 一 CO Do (—1 Cs 次 
因此 ， 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右 边 的 表达 式 中 恰好 被 计数 1 次 。 这 就 证 明了 容 斥 原理 。 4 
对 于 每 个 正 整数 n， 容 斥 原理 对 于 个 集合 并 集 的 元 素数 给 出 了 一 个 公式 。 对 于 nn 个 集合 
的 集合 族 的 每 一 个 非 空子 集 的 交 ， 在 这 个 公式 中 都 存在 一 项 计数 了 它 的 元 素 。 因 此 在 这 个 公式 
中 有 2" 一 1 项。 
包罗 对 于 4 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 给 出 一 个 公式 。 
解 容 斥 原理 显示 
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[AUAUA4AUAI 
=|Ail 二 |A;| 二 1A,|+ |A | 
人 i As | A， 门 A, | 一 [A [A | A， N A;|= | 4， 站 [一 | A; NA, | 
t+|A: NA N Al+ |Ai NANANItTIA NA NA lI+ lA NA NA,| 
—|Ai (1 A; (| A NN A, | 


注意 ， 这 个 公式 包含 15 个 不 同 的 项 ， 对 于 {A!，A:;，As，A,} 的 每 个 非 空 子 集 有 一 项 。 本 
奇数 编号 练习 


1 


4. 


在 AiUA4: 中 有 多 少 个 元 素 ? 如 果 Al 中 有 12 个 元 素 ，A;， 中 有 18 个 元 素 ， 并 且 
a)Al(\A,=8% b) |Ai:NA; |=1 ce) |AiNMNA:; |=6 d)AiCA; 


. 一 项 调查 显示 在 美国 96% 的 家 庭 至 少 有 1 台电 视 机 ，98% 的 家 庭 有 电话 ，95% 的 家 庭 有 电话 且 至 少 有 


1 台电 视 机 。 在 美国 有 百 分 之 几 的 家 庭 既 没有 电话 也 没有 电视 机 ? 


, 求 AUA:UA4: 中 的 元 素数 ， 如 果 每 个 集合 有 100 个 元 素 并 且 


a) 这些 集 合 是 两 两 不 交 的 

b) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 

c) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 有 25 个 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 
d) 这 些 集合 是 相等 的 


， 一 个 学 校 有 2504 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 其 中 1876 人 选修 了 Pascal、999 人 选修 了 Fortran、345 


人 选修 了 C、876 人 选修 了 Pascal 和 Fortran、231 人 选修 了 Fortran 和 C、290 人 选修 了 Pascal 和 C。 
如 果 189 个 学 生 选 了 Fortran、Pascal 和 C， 那 么 2504 个 学 生 中 有 多 少 学 生 没 选 这 3 门 程序 设计 语言 i 
的 任何 一 门 ? 


. 一 个 学 校 有 507、292、312 和 344 个 学 生 分 别 选 了 微 积分 、 离 散 数学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语言 课 ， 


且 有 14 人选 了 微 积 分 和 数据 结构 课 、213 人 选 了 微 积 分 和 程序 设计 语言 课 、211 人 选 了 离散 数学 和 数 
据 结构 课 、43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 、 没 有 学 生 同 时 选 微 积 分 和 离散 数学 课 ， 也 没有 学 生 
同时 选 数据 结构 和 程序 设计 语言 课 。 问 有 多 少 学 生 选 择 微 积 分 、 离 散 数 学 、 数 据 结 构 或 程序 设计 语 
言 课 ? 


. 求 不 超过 1000 且 不 能 被 3、17 或 35 整除 的 正 整 数 个 数 。 

. 求 不 超过 100 且 是 奇数 或 平方 数 的 正 整数 的 个 数 。 

. 有 多 少 8 位 比特 串 不 包含 6 个 连续 的 0? 

. 在 10 个 十 进 制 数字 的 排列 中 有 多 少 个 以 3 个 数字 987 开始 ， 在 第 5 和 第 6 位 包含 数字 45， 且 最 后 3 


位 是 123? 


. 有 4 个 集合 ， 如 果 这 些 集合 分 别 有 50、60、70 和 80 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 5 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集 


合 有 1 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


,根据 容 斥 原理 写 出 关于 5 个 集合 并 集 元 素数 的 显 式 公式 。 
. 有 6 个 集合 ， 如 果 知 道 其 中 任意 3 个 集合 都 是 不 相交 的 ， 根 据 容 斥 原理 写 出 关于 这 6 个 集合 并 集 元 素 


数 的 显 式 公 式 。 


, 设 E1、E。 和 E， 是 样本 空间 S 的 3 个 事件 。 求 关于 El UE2: UEs 的 概率 的 公式 。 
. 从 1 到 100( 含 1 和 100) 不 允许 重复 地 随机 取 4 个 数 ， 求 所 有 的 都 是 奇数 、 所 有 的 都 被 3 整除 或 所 有 


的 都 被 5 整除 的 概率 。 


， 一 个 样本 空间 有 5 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 4 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 5 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
* 求 一 个 样本 空间 中 ?个 事件 的 并 的 概率 公式 。 


6 容 斥 原 理 的 应 用 


4.6.1 引言 


可 以 使 用 容 斥 原理 求解 许多 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 原理 找 出 小 于 某 个 正 整 数 


的 素数 的 个 数 。 通 过 计数 从 一 个 有 穷 集 到 男 一 个 有 穷 集 的 映 上 哺 数 的 个 数 ， 能 够 求解 许多 问题 。 
而 容 斥 原理 就 可 以 用 来 求 出 这 种 函数 的 个 数 。 也 可 以 使 用 容 斥 原理 求解 著名 的 帽子 认领 问题 。 
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帽子 认领 问题 是 : 一 个 招待 随机 地 将 帽子 发 还 给 存放 帽子 的 人 ， 求 没有 人 取 回 目 己 帽子 的 概率 。 


4.6.2 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 
容 斥 原理 有 另 一 种 表述 形式 ， 它 在 计数 问题 中 很 有 用 。 特 别 是 ， 这 种 形式 可 以 用 于 求解 在 
一 个 集合 中 的 元 素数 ， 使 得 这 些 元 素 不 具有 nn 个 性 质 P, ，P, ，…， 已 , 中 的 任何 一 条 性 质 。 
设 A, 是 具有 性 质 P; 的 元 素 的 子 集 。 具 有 所 有 这 些 性 质 P; ，P; ，…， 书 ,的 元 素数 将 记 为 
N(P; P;…P; )。 用 集合 的 术语 写 这 些 等 式 ， 有 
|A; NA; MN-…NA, |= NCP, P; »…P.,) 
如 果 不 具有 个 性 质 P,，P。，…，P。 中 的 任何 一 个 的 元 素数 记 为 N (PiP，…P,)， 集 合 中 
的 元 素数 记 为 N， 那 么 有 
NOCPRNR mB = Nr -As AaU :UA | 
由 容 斥 原理 ， 有 
NKPLPO y=N= NGOPD + SS. NCOPRPY™ "NCPPP) 


1] 委 4 1<i<j<” Il<i<j<h<n 
十 … 十 (一 1)"N (P,P,:…P,) 
例 1 说 明 怎 样 使 用 容 斥 原理 确定 具有 约束 条 件 的 方程 的 整数 解 的 个 数 。 
zi 十 如 十 一 11 有 多 少 个 整数 解 ? 其 中 zi 、zs 和 xz， 是非 负 整 数 ， 且 xz, 二 3，zs 二 4， 
Ts 
解 ” 为 了 使 用 容 斥 原理 ,， 令 解 的 性 质 P, 为 二 3， 性 质 P, 为 己 二 4， 人 性质 P, 为 zs 过 6。 
满足 不 等 式 x 三 3、z; 二 4 以 及 x 二 6 的 解 的 个 数 是 
N(CPiP;P;3) =N— N(P.)— N(P,) — N(P,)+ N(P,P,) 
二 NN(PiP,)+ N(P,P,)— N(P,P,P,) 
使 用 与 3. 5 节 例 5 相同 的 技术 ， 得 到 
N = 解 的 总 数 = CC(3 十 11 一 1,11) = 78 
N(P,) = (具有 志 主 4 的 解数 ) = Cl(3 十 7 一 1,7) = C(9,7) = 36 
N(P,) = 二 (具有 zs 宇 5 的 解数 ) 二 Cl(3 十 6 二 1,6) = (856) = 二 28 
N(P;) = (具有 zs 宇 7 的 解数 ) 二 C(3 十 4 一 1,4) = CC(6,4) = 15 
NCP,P:) 一 (具有 xzr 志 4 且 z 志 5 的 解数 ) = 二 C(3 十 2 一 1,2) 一 C(G4,2) 一 6 
NCP,P:) 王 (具有 五 之 4 且 阅 之 7 的 解数 ) 二 C(3 十 0 一 1,0)= 二 1 
NCP,P,) 二 (具有 wi 泛 5 且 ww 写 7 的 解数 ) 一 0 
INCP P,PJ) = 二 (具有 wi 宇 4yxs 宇 5 且 XY 之 7? 的 解数 ) = 二 0 
把 这 些 等 式 代入 关于 N(PiP;P;) 的 公式 , 说明 满 足 x, 声 3、z; 志 4 以 及 zx 三 6 的 解 的 个 数 等 于 
N(P'P;P;)=78—36—28—15 十 6 十 1 十 0 一 0=6 a 


4. 6.3 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 

可 以 用 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 求 出 不 超过 一 个 给 定 正 整 数 的 素数 的 个 数 。 一 个 合 数 可 以 被 一 个 
不 超过 它 的 平方 根 的 素数 整除 。 因 此 ， 为 找 出 不 超过 100 的 素数 的 个 数 ， 首 先 注意 到 不 超过 
100 的 合 数 一 定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 由 于 小 于 10 的 素数 只 有 2、3、5 和 7， 因 此 不 超过 
100 的 素数 就 是 这 4 个 素数 以 及 那些 大 于 1 和 不 超过 100 且 不 被 2、3、5 或 7 整除 的 正 整数 。 
为 了 应 用 容 斥 原理 ， 令 P, 是 一 个 整数 被 2 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 3 整除 的 性 质 ，P; 是 
一 个 整数 被 5 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 7 整除 的 性 质 。 于 是 ， 不 超过 100 的 素数 的 个 数 是 

4 二 + N(P' P;, Ps P') 
由 于 存在 99 个 比 1 大 且 不 超过 100 的 正 整 数 ， 所 以 容 斥 原理 说 明 
N(PiP;P'P') =99— N(P;)— N(P,)— N(P;)— N(P,) 
十 NCP,P,) 十 NIPP,) 十 NOP,P,) 十 NCP;P,) 十 NCP,P,) 十 NOCP,P,) 
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— N(P, P,P,) 一 NOCP,P,P,) 一 NCP,P,P,) 一 NIP,P,P,) 

十 NOCP,P,P,P,) 
不 超过 100( 且 大 于 1) 并 被 (2，3，5,，7}) 的 子 集中 的 所 有 素数 整除 的 正 整 数 个 数 是 | 100/N 4， 其 
中 NN 是 这 个 子 集中 的 素数 之 积 。( 这 是 因为 任意 两 个 素数 都 没有 公 因 子 ,) 因 此 ， 


him aa | oa) ,00| cl ol | 100 100 100 
Np PUI rt 
100 100 100 100 100 100 
+| 计 +| 计 + | | 一 | | 
100 100 
一 | 下 + 
一 99 一 50 一 33 一 20 一 14 十 16 十 10 十 7 十 6 十 4 十 2 一 3 一 2 一 1 一 0 寸 0 


一 21] 
因此 ， 存 在 4 十 21 王 25 个 不 超过 100 的 素数 。 


4.6.4 了 上映 上 函数 的 个 数 

也 可 以 应 用 容 斥 原理 确定 从 m 元 素 集合 到 元素 集合 的 映 上 郴 数 的 个 数 。 首 先 考虑 例 2。 

有 上 从 6 元素 集合 到 3 元 素 集 合 有 和 多少 个 映 上 函数 ? 

解 ” 假 定 在 陪 域 中 的 元 素 是 5，65,，6b;。 设 P!，P;，P; 分 别 是 ，6;，b; 不 在 函数 值 域 
中 的 性 质 。 注 意 , 一 个 函数 是 映 上 的 当 且 仅 当 它 没 有 性 质 P, 、P, 和 P;。 根 据 容 斥 原理 得 到 6 
元 素 集 合 到 3 元 素 集 合 的 映 上 顶 数 的 个 数 是 

NCP,P'P') =N—[N(P)+ N(P,) + N(P,)] 
十 LNCP,P,) 十 NIPP,) 十 NCP:P;)] 一 NCP,P,P,) 

其 中 六 是 从 6 元 素 集 合 到 3 元 素 集合 的 图 数 总 数 。 我 们 将 对 等 式 右 边 的 每 一 项 求 值 。 

由 4.1 节 的 例 6 得 出 N=3 。 注意 N(P,) 是 值 域 中 不 含 5; 的 函数 的 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 
域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 有 2 种 选择 ， 从 而 得 到 NCP,) 王 2 。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，1) 个 。 注 
意 N(P;P,;) 是 值 域 中 不 含 6, 和 6b; 的 函数 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 只 有 1 
种 选择 。 从 而 得 到 N(P;P,)= 二 1 = 二 1。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3,，2) 个 。 还 有 ， 注 意 NN(P,P,P,)= 
0， 因 为 这 个 项 是 值 域 中 不 含 如 、b; 和 6; 的 函数 的 个 数 。 显 然 ， 没 有 这 样 的 函数 。 于 是 ， 从 6 
元 素 集合 到 3 元 素 集合 的 映 上 郴 数 的 个 数 是 

35 一 CC3，1)24-CG3 27 志 一 729 一 I92 十 3 一 列 0 4 

现在 说 明 从 m 元 素 集 合 到 nn 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 的 一 般 性 结果 。 这 个 结果 的 证 明 留 

给 读者 作为 练习 。 















ee 





从 zm 元 素 集合 到 元素 集 合 的 映 上 函数 是 这 样 一 种 对 应 方式 : 它 把 定义 域 中 的 mx 个 元 素 
分 配 到 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 是 空 的 ， 然 后 将 陪 域 中 的 个 元 素 中 的 每 一 
个 元 素 都 与 一 个 盒子 相对 应 。 这 意味 着 从 具有 m 个 元 素 的 集合 到 具有 nn 个 元 素 的 集合 的 映 上 函 
数 的 个 数 ， 等 于 把 m 个 可 辨别 的 物体 分 配 到 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 空 时 的 
方法 数 乘 以 具有 个 元 素 的 集合 的 排列 数 。 因 此 ， 从 mm 个 元 素 的 集合 到 nn 个 元 素 的 集合 的 映 上 
函数 的 个 数 为 n! S(mx，;s)， 其 中 SC(xm，n) 是 3.5 节 中 定义 的 第 二 类 斯 特 林 数 。 这 意味 着 我 们 
可 以 用 定理 1 来 推导 3.5 节 所 给 的 关于 S(m，n) 的 公式 。( 关 于 第 二 类 斯 特 林 数 更 详细 的 信息 ， 
可 参见 LMiRo91] 中 的 第 6 章 .) 

下 面 给 出 定理 1 的 另 一 个 应 用 的 实例 。 





Links > 
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把 5 项 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 至 少 分 配 工 项 工作 ， 问 有 多 少 种 
方式 ? 
解 ” 把 工作 分 配 看 作 从 5 个 工作 集合 到 4 个 雇员 集合 的 函数 。 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 
的 分 配对 应 于 从 工作 集合 到 雇员 集合 的 映 上 函数 。 因 此 ， 由 定理 1， 存在 
一 CU04 DS 十 CC 22°—C04, 3)1° =1024—972+192—4=240 
种 方式 来 分 配 工作 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 。 4 


4.6.5 错位 排列 

下 面 将 用 容 斥 原理 计数 排列 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 。 考 
虑 下 面 的 例子 。 
包 有 帽子 认领 问题 在 一 个 餐厅 里 ,一 个 新 的 雇员 寄存 个 人 的 帽子 时 忘记 把 寄存 号 放 
在 帽子 上 。 当 顾客 取 回 他 们 的 帽子 时 ， 这 个 雇员 从 剩 下 的 帽子 中 随机 选择 发 给 他 们 。 间 没有 一 
个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 加 

评注 ”答案 就 是 重新 排列 帽子 使 得 没有 帽子 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 除 以 nn 个 帽子 的 排 
列 数 n!1。 在 我 们 找 出 排列 nn 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 以 后 再 考虑 
这 个 例子 。 

错位 排列 是 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 为 求解 例 4 中 的 问题 我 们 需要 确 
定 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 

排列 21453 是 12345 的 一 个 错位 排列 ， 因 为 没有 数 在 它 的 初始 位 置 上 。 但 是 ，21543 
不 是 12345 的 错位 排列 ， 因 为 4 留 在 它 的 初始 位 置 上 。 可 

设 D, 表示 7 个 物体 的 错位 排列 数 。 例 如 ，D; 二 2， 因为 123 的 错位 排列 是 231 和 312。 我 
国人 2 








证 明 如 果 排 列 保持 元 素 i 不 变 ， 就 设 排列 有 性 质 PP,。 错位 排列 的 人 才 就 是 对 i 
A “yy Thy 没有 性 质 忆 的 排列 数 ， 或 
也 ,一 NOCPP:…P,) 


使 用 容 斥 原理 得 到 
D, = N 一 SN(P) + ON(PDP, ) 一 NPP, Pi) 二 十 (一 1)"N(P, P,P,) 


其 中 N 是 n 个 元 素 的 排列 数 。 这 个 等 式 说 明 所 有 元 素 都 发 生变 化 的 排列 数 ， 等 于 排列 的 总 数 
减 去 至 少 保 持 1 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 加 上 至 少 保持 2 元 素 不 变 的 排列 数 ， 减 去 至 少 保持 3 个 
元 素 不 变 的 排列 数 ， 等 等 。 现 在 找 出 在 等 式 右 边 出 现 的 所 有 的 量 。 

首先 注意 N=n!， 因 为 N 只 是 nn 个 元 素 排 列 的 总 数 。 而 且 ，N(P,;)==(n 一 1)!。 这 是 由 乘 
积 法 则 得 到 的 ， 因 为 N(P;) 是 保持 元 素 i 不 变 的 排列 数 ， 所 以 第 i 个 位 置 是 确定 的 ,但 是 其 余 
的 每 个 位 置 可 以 放任 意 元 素 。 类 似 地 ， 

N(P,P;)=(n—2)! 
因为 这 是 保持 元 素 i 和 j 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 余 (n 一 2) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 地 安排 。 一 般 
来 说 ， 有 
NCP, PP )= (n—m)! 

因为 这 是 保持 元 素 i ，i,，…，i。 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 他 (n 一 m) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 安 
排 。 由 于 存在 Cl(n，m) 种 方式 从 个 元 素 中 选择 m 个 ， 所 以 有 
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> NCP,) = Cln,1)(n— D)! 


li 


», NCOPIP)Y = Clm27(n— 2)1 


一 般 地 ， 有 
2 NC(P;P,*“P;)= Cn,m)(n—m)! 


所 以 ， 把 这 些 等 式 代入 关于 D, 的 公式 得 到 


= 
ge 
nl TEST 1 2)1 十 (一 1) TT 
简化 这 个 表达 式 得 
] 1 二 
D 二 视 由 一 站 二 而 一 所 出 全 | 4 


表 1 错位 排列 的 概率 
n 2 3 4 5 6 7 
D, /nl! 0. 500 00 0. 333 33 0. 375 00 0. 366 67 0. 368 06 0. 367 86 


现在 对 于 给 定 的 正 整 数 求 D, 就 简单 了 。 例 如 ， 使 用 定理 2 得 到 
De= 介 |1 关 订 直 页 (1 守重 一 务 ] 一 2 


31! 2 6 
正如 我 们 前 面 所 看 到 的 。 
现在 可 以 给 出 例 4 中 问题 的 解 。 
解 ” 没 有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 D,/n!。 由 定理 2， 这 个 概率 是 
D ha 


i ee eh 
yk Ti Pe 


通过 恒等式 e* 二 51w/j1 ， 其 中 z 为 所 有 实数 (使 用 微 积分 方法 ) ， 可 以 证 明 


di™0 


四 一 1 一 二 十 而 一 光 十 一] 本 十 … 生 0.368 
因为 这 是 一 个 项 趋向 于 0 的 交错 级 数 ， 所 以 当 交 无 限 增长 时 ， 没 有 一 个 人 取 回 自己 帽子 的 概率 
趋 于 e 0.368。 事 实 上， 可 以 证 明 这 个 概率 与 e “的 差 在 1/(n 十 1)! 之 内 。 马 


育 数 编号 练习 
1. 假设 1 蒲式耳 100 个 苹果 中 20 个 有 虫 ，15 个 有 擦 伤 。 只 有 没 虫 也 没 擦 伤 的 苹果 才 可 以 卖 。 如 果 10 个 
擦 伤 的 苹果 有 虫 ， 那么 100 个 苹果 中 有 多 少 个 可 以 卖 ? 

3. 方程 zi 十 zx; 十 x3 二 13 有 多 少 个 解 ? 其 中 x; 、z 、za 是 小 于 6 的 非 负 整数 。 

5. 使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 素数 的 个 数 。 

7, 有 和 多少 小 于 10 000 的 正 整 数 不 是 一 个 整数 的 2 次 或 更 高 次 舌 ? 

9. 有 和 多少 种 方式 把 6 个 不 同 的 玩具 分 给 3 个 不 同 的 孩子 并 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 玩具 ? 

11. 有 和 多少 种 方式 把 7 项 不 同 的 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 ， 并 且 把 最 困 
难 的 工作 分 给 最 好 的 雇员 ? 

13. 一 个 7 元 素 集合 有 多 少 个 错位 排列 ? 

15. 一 个 把 信 放 人 信 袋 的 机 器 发 生 了 故障 并 且 随 机 把 信 放 人 信 袋 中 。 在 一 组 100 封 信 中 发 生 下 面 事件 的 
概率 是 多 少 ? 
a) 没 有 信 放 对 了 信和 袋 ， b) 恰 好 1 封 信 放 对 了 信和 袋 。 
c) 恰 好 98 封 信 放 对 了 信和 袋 。 d) 恰 好 99 封 信 放 对 了 信和 袋 。 
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e) 所 有 的 信和 都 放 对 了 信和 袋 。 
* 17。 有 多 少 种 方式 安排 数字 0，1，2，3，4。，5，6，7，8，9 使 得 没有 偶数 在 它 的 初始 位 置 上 ? 
* 19. 使 用 练习 18 证 明 
D.=—=nDit(—=1)" wl 
21. 对 哪些 正 整 数 xn， 错位 排列 数 D, 是 偶数 ? 
* 23. 当 n 的 素 因 子 分 解 式 是 
n= ph pa *** pop 
时 ,使 用 容 斥 原理 推导 一 个 关于 $(n) 的 公式 。 
* 25. 以 整数 1，2，3 开始 的 (1，2，3，4，5，6} 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
27. 证 明定 理 1。 
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关 系 





在 许多 情况 下 集合 的 元 素 之 间 都 存在 某 种 关系 。 每 天 我 们 都 要 涉及 各 种 关系 ， 例 如 一 个 企 
业 和 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 雇 员 与 其 工资 之 间 的 关系 、 一 个 人 与 其 亲属 之 间 的 关系 等 。 在 
数学 中 我 们 研究 的 关系 ， 包 括 一 个 正 整 数 与 被 它 除 的 一 个 正 整 数 、 一 个 整数 与 和 它 模 5 同 余 的 
一 个 整数 、 一 个 实数 与 一 个 比 它 大 的 实数 ， 以 及 一 个 实数 zx 和 它 的 函数 值 / (xz) 之 间 的 关系 等 。 
在 计算 机 科学 中 常常 出 现 的 关系 ,包括 一 个 程序 与 它 所 使 用 的 一 个 变量 、 一 种 计算 机 语言 与 这 
个 语言 的 一 个 有 效 语句 之 间 的 关系 等 。 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 可 以 表示 成 一 种 结构 ， 这 种 
结构 叫 作 关系 。 它 其 实 是 集合 间 的 笛 卡 儿 积 的 一 个 子 集 。 可 以 用 关系 来 求解 问题 ， 例 如 ， 确 害 
在 一 个 网 络 中 的 哪 两 个 城市 之 间 开 通航 线 ， 为 一 个 复杂 课题 的 不 同 阶段 的 工作 寻找 一 种 可 行 的 
执行 次 序 。 我 们 将 介绍 一 些 二 元 关系 可 能 具有 的 不 同性 质 。 

两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 出 现在 许多 情况 中 。 这 些 关 系 可 以 用 nn 元 关系 表示 ， nn 元 
关系 是 nn 个 元 组 的 集合 。 这 种 关系 是 关系 型 数据 模型 的 基础 ， 这 是 在 计算 机 数据 库 中 存储 信息 
的 最 常见 方法 。 我 们 将 介绍 用 于 研究 关系 型 数据 库 的 术语 ， 定 义 其 中 的 一 些 重 要 操作 ， 并 介绍 
数据 库 查 询 语言 SQL。 我 们 将 以 数据 挖掘 中 的 一 个 重要 应 用 ， 结 束 对 nn 元 关系 和 数据 库 的 简要 
研究 。 特 别 是 ， 我 们 将 展示 如 何 使 用 以 nn 元 关系 表示 的 事务 数据 库 来 衡量 当 某 人 在 购买 一 种 或 
多 种 其 他 产品 时 ， 从 商店 购买 某 个 特定 产品 的 可 能 性 。 

两 种 表示 关系 的 方法 一 一 使 用 正方 形 和 矩阵 以 及 使 用 由 顶点 和 有 癌 边 组 成 的 有 疝 图 ， 将 在 后 面 的 
小 节 中 介绍 和 使 用 。 我 们 还 将 研究 具有 某 些 特定 属性 的 集合 的 关系 。 例 如 ， 在 某 些 计算 机 语言 中 ， 
一 个 变量 名 的 前 31 个 字符 才 是 有 效 的 。 由 前 31 个 字母 相同 的 字符 串 的 有 序 对 组 成 的 关系 ， 就 是 一 
种 被 称 为 等 价 关 系 的 特殊 关系 。 等 价 关 系 在 数学 和 计算 机 科学 中 均 有 体现 。 最 后 ， 我 们 将 研究 称 为 
偏 序 的 关系 ， 它 一 般 用 小 于 或 等 于 关系 来 标记 。 例 如 ， 由 美文 字母 构成 的 所 有 字符 串 对 的 集合 ， 
中 第 二 个 字符 串 与 第 一 个 字符 串 相 同 ， 或 按 字 典 顺序 在 第 一 个 字符 串 之 后 ， 这 就 是 偏 序 。 


5.1 关系 及 其 性 质 


5. 1.1 引言 

可 以 用 两 个 相关 元 素 构 成 的 有 序 对 来 表达 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 ， 这 是 一 种 最 直接 的 
方式 。 为 此 ， 由 有 序 对 组 成 的 集合 就 叫 作 二 元 关系 。 在 这 一 节 中 ， 我们 引入 描述 二 元 关系 的 基 
本 术语 。 在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 将 使 用 关系 来 求解 涉及 通信 网 络 、 项 目 调度 以 及 识别 集合 中 具 
有 共同 性 质 的 元 素 等 问题 。 









a 0 i 


B 的 二 元 关系 是 集合 R， 其 中 每 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 取 自 A 而 
第 二 个 元 素 取 自 B。 我 们 使 用 记号 aRb 表示 (a，6) ER，aRb 表示 (a，6) FR。 当 (a，5b) 属 于 R 
时 ， 称 a 与 5 有 关系 RR。 

二 元 关系 表示 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 在 本 章 的 后 面 我 们 将 引入 n 元 关系 ， 它 表示 在 
三 个 以 上 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 当 不 发 生 混 靖 时 我 们 将 省 去 二 元 这 个 词 。 

例 1 一 3 说 明了 关系 的 概念 。 

设 A 是 学 生 的 集合 ，B 是 课程 的 集合 。 令 尺 是 由 (a， 5b) 对 构成 的 关系 ， 其 中 a 是 选 
修 课 程 2 的 学 生 。 例 如 ， 如 果 Jason Goodfriend 和 Deborah Sherman 选修 CS518， 有 序 对 (Jason 
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Goodfriend，CS518) 和 (Deborah Sherman，CS518) 属于 R。 如 果 Jason Goodfriend 也 选修 
CS510， 那 么 有 序 对 (Jason Goodfriend，CS510) 也 属于 RR。 但 有 是， 如果 Deborah Sherman 没有 选 
修 CS510， 那 么 有 序 对 (Deborah Sherman，CS510) 不 在 尺 中 。 

注意 如 果 一 个 学 生 目 前 没有 选修 任何 课程 ， 那么 在 R 中 没有 以 这 个 学 生 为 第 一 个 元 素 的 有 
序 对 。 类 似 地 ， 如 果 一 门 课 程 目前 没有 开设 ,那么 在 R 中 也 没有 以 这 门 课程 作为 第 二 个 元 素 的 
有 序 对 。 a 

设 A 是 美国 所 有 城市 的 集合 ，B 是 50 个 州 的 集合 。 按 如 下 方式 定义 关系 R: 如 果 
城市 < 在 州 2 中 ， 则 ke， 刀 属于 玉 。 例 如 ，(Boulder， 0e 
科罗拉多 州 )、(Bangor， 缅 因 州 )、(Ann Arbor， 密 歇 a 


根 州 )、(Middletown， 新 泽 西 州 )、(Middletown， 纽 oa 
约 州 )、(Cupertino， 加 利 福 尼 亚 州 ) 和 (Red Bank， 新 
泽 西 州 ) 均 在 RR 中 ， 2 

设 A={0, 1, 2}, B= 二 {a,， 5b}, 那么 {(0， eb 





a)，(0, 5),，(1,，a)，(2, 5b)} 是 从 A 到 B 的 关系 。 这 
意味 着 ， 有 0Ra， 但 Rb。 关 系 可 以 用 图 来 表示 ， 如 图 2” 

1 所 示 ， 用 箭头 表示 有 序 对 。 另 一 种 表示 关系 的 方式 就 图 1 例 3 中 关系 尺 的 有 序 对 
是 用 表 ， 这 也 在 图 1 中 给 出 。 在 5. 3 节 我 们 将 更 详细 地 讨论 关系 的 表示 。 


5. 1.2 函数 作为 关系 

一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 f( 如 2.3 节 的 定义 ) 对 A 中 的 每 个 元 素 都 指定 B 中 的 一 个 
唯一 的 元 素 。f 的 图 示 是 满足 6 二 f(a) 的 所 有 有 序 对 (a,， 5b) 的 集合 。 由 于 f 的 图 示 是 AXB 的 
子 集 ， 所 以 它 就 是 一 个 从 A 到 B 的 关系 。 此 外 ， 函 数 的 图 示 有 下 述 性 质 ， A 的 每 个 元 素 恰好 
是 图 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 。 

相反 ， 如 果 尺 是 从 A 到 B 的 关系 ,并且 使 得 A 中 的 每 个 元 素 恰 好 是 R 中 一 个 有 序 对 的 第 
一 元 素 ， 那 么 R 就 可 以 定义 一 个 函数 的 图 示 。 只 要 对 A 的 每 个 元 素 指定 唯一 的 元 素 5E€ B 使 得 
(a，pb)ER 即 可 (注意 ， 例 2 中 的 关系 不 是 函数 的 图 示 ， 因 为 Middletown 作为 有 序 对 的 第 一 个 
元 素 出 现 了 多 次 )。 

可 以 用 关系 表达 在 集合 A 和 集合 B 的 元 素 之 间 的 一 对 多 的 关系 (如 例 2)， 其 中 A 的 一 个 元 
素 可 以 与 B 中 的 多 个 元 素 相 关 。 函 数 表示 了 这 样 一 种 关系 ， 对 于 A 中 的 每 个 元 素 恰好 只 有 一 
个 B 中 的 元 素 与 之 相关 。 

关系 是 函数 的 一 般 表示 ， 可 以 用 关系 表示 集合 之 间 更 为 广泛 的 联系 (从 A 到 B 的 函数 的 
图 示 是 有 序 对 (a，f(a))，aE€ A 的 集合 )。 


5. 1,3 集合 的 关系 
集合 A 到 它 自 号 的 关 


上 ‘4 









换 句 话说 ,集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 ; 16_ el 


CO 设 A 是 集合 {1, 2，3, 4}，A 上 的 关 ES 





系 RR={(e，b) |a 整除 5b} 中 有 哪些 有 序 对 ? 2.0 e2 
解 ”因为 (aa，p) 在 尺 中 当 且 仅 当 a 和 2 是 不 
超过 4 的 正 整 数 日 a 整除 5， 所 以 可 以 得 到 R= 3e .3 





‘bs 4dr ly BI EL 
《 艺 ， 4)， (B37 《村 4)}。 图 2 中 给 出 了 这 个 关 4@———» 4 
系 中 有 序 对 的 图 和 表 的 表示 。 4 图 2 例 4 中 关系 RR 的 有 序 对 
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下 面 ， 在 例 5 中 给 出 了 某 些 整数 集合 上 的 关系 的 实例 。 
考虑 下 面 这 些 整数 集合 上 的 关系 : 
R, ={(a,b)|a 过 0D) 
R={(ar 的 16 计 六 } 
R, =={(a,b) |a 三 6 或 a 三 一 分 
R={( 的 | 二 
Rs ={(asdb) la 二 6 十 1} 
R; ={(a,b) |a+b < 3} 
其 中 光 娜 些 关系 包含 了 有 序 对 (1，1)、(1，2)、(2，1) 、(1， 一 IJ 以 及 (2，227? 
评注 ”与 例 1 一 4 的 关系 不 同 ， 这 些 是 无 穷 集合 上 的 关系 。 
解 有 序 对 (1， yt RX A R, 和 R。 中 ; 有 序 对 (1， 2) 在 RI 和 R。 中 ; 有 序 对 (2， 1) 在 
R;,、R; 和 R; 中 ; (1， 一 1) 在 R 、R 和 Rs 中 ; 最 后 ， 有 序 对 (2，2) 在 RI、R; 和 R, 中 。 4 
不 难 确定 有 穷 集 上 的 关系 个 数 ， 因 为 集合 A 上 的 关系 仅仅 是 A XA 的 子 集 。 
n 元 素 集合 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 
解 ” 集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 因为 当 是 可 下 而 类 扣 会 肥 入 闪闪 玫 于 二 本。 并 
且 m 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 ， 所 以 AX A 的 子 集 有 2” 个 。 于 是 n 元 素 集合 有 2” 个 关系 。 
例如 ， 在 集合 {a，b5，c} 上 存在 2 一 2 一 512 个 关系 。 a 


5. 1.4 关系 的 性 质 

有 若干 个 把 集合 上 的 关系 分 类 的 性 质 。 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 重要 的 性 质 。( 你 将 会 发 现 ， 
结合 5. 3 节 的 内 容 有 益 于 学 习 这 些 内 容 。 在 那 一 节 中 ， 将 介绍 几 种 表示 关系 的 方法 ， 这 些 方法 
可 以 帮助 你 理解 这 里 介绍 的 每 个 性 质 。) 

在 某 些 关系 中 ， 某 元 素 总 是 与 自身 相关 。 例 如 ， 设 尺 是 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ,， 若 六 和 >y 
有 各 叶 站 妆 漠 和 相 恨 且 并 这 A ik 了 和 MEE es LB 


z ys » 





评注 Ep yr ia a) ER), 则 [是 案 含 只 PP 这 里 
的 论 域 是 A 中 所 有 元 素 的 集合 。 
由 此 可 知 ， 若 集合 A 中 的 每 个 元 素 都 与 自身 有 关系 ， 则 A 上 的 关系 就 是 自 反 的 。 例 7 一 9 
说 明了 自 反 关系 的 概念 。 
考虑 下 面 定义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 : 
人 


R, ={(1,1),(1,2),(2,1)}) 
R, ={(1,1) (C152), (1,4) ,C6251) ,2,2) ,0353), (4,1) 5(4,4)} 
Ry ={(2,1),C63,1) ,3,2),(4,1) ;4,2), (4,3)} 
Ri ={(1,1), (152), (1,3) ,C3 (2,2), (2.3) (254), C3.3)5(3,.4). (4,4)) 
R; ={(3,4)) 
其 中 哪些 是 自 反 的 ? 


解 关系 R; 和 R; 是 自 反 的 ， 因 为 它们 都 包含 了 所 有 形 如 (a，a) 的 有 序 对 ， 即 (1，1)、 
(2，2)、(3，3) 和 (4，4)。 其 他 的 关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 它们 不 包含 所 有 这 些 有 序 对 。 具 体 地 
说 ，R, 、R,、R, 和 R。 不 是 自 反 的 ， 因 为 (3，3) 都 不 在 这 些 关 系 里 。 a 

吕 是 》 例 5 中 哪些 关系 是 自 反 的 ? 

解 ” 例 5 中 的 自 反 关系 是 R( 因 为 对 每 个 整数 a4 有 a 二 a)、R; 和 R,。 对 于 这 个 例子 中 的 其 他 
关系 ， 都 容易 找到 一 个 形 如 (ac，a) 的 不 在 这 个 关系 中 的 有 序 对 。( 留 给 读者 作为 练习 。) 本 
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下 整数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 目 反 的 吗 ? 

解 ” 因 为 只 要 a 是 正 整数 ， 就 有 aeja， 所 以 “整除 ”关系 是 自 反 的 。( 注 意 ， 如 果 我 们 将 
正 整 数 集 蔡 换 为 所 有 整数 集 ， 则 “整除 ”关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 0 不 能 整除 0。) 4 

在 某 些 关系 中 ， 第 一 个 元 素 与 第 二 个 元 素 有 关系 ， 当 且 仅 当 第 二 个 元 素 也 与 第 一 个 元 素 有 
关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (x，y) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 xz 和 yy 是 学 校 的 学 生 ， 且 至 少 学 一 门 公 
共 课 程 ， 这 个 关系 就 具有 这 种 性 质 。 而 某 些 关系 具有 为 一 种 性 质 ， 即 如 果 第 一 个 元 素 与 第 二 个 
元 素 有 关系 ， 那 么 第 二 个 元 素 就 不 与 第 一 个 元 素 有 关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (z，y) 的 有 序 对 
多 成 ， i 的 平均 成 绩 高 ， ee wa 


# 


a 若 只 要 (a DER 就 有 (6 eh 称 
亲民 ， Sy EERE 和 











评注 使 用 量词 进行 定义 ， A yg a) ER), pr 
系 RR 是 对 称 的 。 类 似 地 ， 若 YaVb(l((a, 5)ERA(b,，a)ER) 一 (a 二 6))， 则 定义 在 A 止 的 关 
系 尺 是 反对 称 的 。 

这 意味 着 ， 关 系 尺 是 对 称 的 当 且 仅 当 若 a 与 5 有 关系 则 5 与 a 也 有 关系 。 例 如 ， 相 等 关系 
是 对 称 的 ， 因 为 a==5b 当 且 仅 当 5 二 a。 关 系 RR 是 反对 称 的 当 且 仅 当 不 存在 由 不 同 元 素 a 和 2 构 
成 的 有 序 对 ， 使 得 a 与 5 有 关系 并 且 45 与 a 也 有 关系 。 也 就 是 说 ， 唯 一 一 种 使 a 与 5 有 关系 并 
且 5 与 a 也 有 关系 的 情况 是 a 和 2 是 相同 的 元 素 。 例 如 ， 小 于 等 于 关系 是 反对 称 的 。 要 理解 这 
一 点 ， 注 意 ae 委 和 6b 二 a 则 a 二 5。 对 称 与 反对 称 的 概念 不 是 对 立 的 ， 因 为 一 个 关系 可 以 同时 有 
这 两 种 性 质 或 者 两 种 性 质 都 没有 ( 见 练习 10)。 一 个 关系 如 果 包 含 了 某 些 形 如 (a,， 4b) 的 有 序 对 ， 
其 中 a 了 关 5， 则 这 个 关系 就 不 可 能 同时 是 对 称 的 和 反对 称 的 。 

评注 ”尽管 从 统计 数据 可 以 得 出 ， 定 义 在 nn 元 素 集合 上 的 2" 个 关系 中 ， 对 称 的 或 反对 称 的 
关系 相对 较 少 ， 但 许多 重要 的 关系 都 具有 这 两 种 性 质 之 一 ( 见 练习 47) 。 

例 7 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ?哪些 是 反对 称 的 ? 

解 ” 关 系 R, 和 R, 是 对 称 的 ， 因 为 在 这 些 关系 中 ， 只 要 (a,， 5b) 属于 这 个 关系 就 有 (5，a) 也 属于 
这 个 关系 。 如 R, ， 唯 一 需要 检查 的 就 是 (1 ，2) 和 (2，1) 都 属于 这 个 关系 。 对 于 R,， 需 要 检查 (1 ，2) 
和 (2，1) 属 于 这 个 关系 ， 还 有 (1，4) 和 (4，1) 也 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 的 关系 中 没有 一 
个 是 对 称 的 。 这 只 需 找到 一 个 有 序 对 (a，65)， 使 得 它 在 关系 中 但 (5，a) 不 在 关系 中 即 可 。 

R, 、R; 和 R 都 是 反对 称 的 。 其 中 ， 每 一 个 关系 都 不 存在 这 样 的 有 序 对 ， 即 它 由 元 素 a 和 
b 构成 ， 且 a 关 b, 但 (a,， 5) 和 (5，a) 都 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 中 没有 一 个 是 反 
对 称 的 。 这 只 需 找 到 有 序 对 (a，65) 满 足 a 关 b, 但 (a, 5) 和 (5b，a) 都 属于 这 个 关系 即 可 。 4 

例 5 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 ”关系 R、R, 和 R。 是 对 称 的 。R, 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 a 二 5 或 4a 二 一 56，， 就 有 6b 二 a 或 
b 二 一 a。R, 是 对 称 的 ， 因 为 若 a 二 5 则 5 二 a。Rs 是 对 称 的 ， 因 为 若 a 十 5b 过 3 则 5 十 a 过 3。 读者 
可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 对 称 的 。 

关系 RU 、R;、R, 和 R; 是 反对 称 的 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 若 有 不 等 式 sc 委 5 和 2<a， 则 有 
a 二 bp。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 2 和 6b 之 a 不 可 能 同时 存在 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 若 两 个 元 素 
具有 R, 关系 当 且 仅 当 它们 是 相等 的 。R; 是 反对 称 的 ， 因 为 a 二 6 十 1 和 5 二 a 十 1 不 可 能 同时 存 
在 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 反对 称 的 。 

正 整数 集合 上 的 整除 关系 是 对 称 的 吗 ? 是 反对 称 的 吗 ? 

解 ”这 个 关系 不 是 对 称 的 ， 因 为 1|2, 但 241。 但 是 ， 它 是 反对 称 的 ， 要 理解 这 一 点 ， 注 
意 如 果 a 和 4 是 正 整 数 ，alb 是 ba， 那 么 a 一 5。( 这 个 验证 留 给 读者 作为 练习 .) 
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设 尽 是 有 序 对 (z，y) 构 成 的 关系 ， 其 中 与 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 xz 比 y 修 的 学 分 多 。 
假设 x 与 y 有 R 关系 并 且 y 与 z 有 R 关系。 这 意味 着 工 比 y 修 的 学 分 多 并 且 y 比 z 修 的 学 分 
多 。 我 们 可 以 断言 x 比 z 修 的 学 分 多 ， 因 此 x 与 < 有 RR 关系。 我们 证 明了 RR 有 传递 性 ， 这 个 性 
sb 





Re 的 关系 代称 为 和 Te 和 下 dn 四 
评注 使 用 量词 进行 定义 可 得 ， Yav hye BERN cE TE 
定义 在 集合 A 上 的 关系 称 为 传递 的 。 

(全国 例 7 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 ” R,、R; 和 R。 是 传递 的 。 对 于 这 些 关 系 ， 我 们 可 以 通过 验证 若 (a， 65) 和 (5，c) 属 于 这 
个 关系 ， 则 (a，c) 也 属于 这 个 关系 来 证 明 每 个 关系 都 是 传递 的 。 例 如 ，R, 是 传递 的 ， 因 为 只 
有 (3，2) 和 (2，1)、(4，2) 和 (2，1)、(4，3) 和 (3，1)， 以 及 (4，3) 和 (3，2) 是 这 种 有 序 对 ， 
而 (3，1)、(4，1) 和 (4，2) 都 属于 R, 。 读 者 可 以 验证 R; 和 R; 也 是 传递 的 。 

R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (3，4) 和 (4，1) 属 于 R,, 但 (3，1) 不 属于 R, 。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 
(2，1) 和 (1，2) 属 于 R;, 但 (2，2) 不 属于 R;。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 (4，1) 和 (1，27 属 于 R,， 
但 (4，2) 不 属于 R,。 本 

(着力 例 5 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 ”关系 及 、R, 、R, 和 R, 是 传递 的 。R, 是 传递 的 ， 因 为 若 a 二 5b 且 5 二 cc 则 a 二 c。R, 是 
传递 的 ， 因 为 若 a 二 5b 且 28>c 则 a>c。 玉 : 是 传递 的 ， 因 为 若 = 一 士 且 2 一 士 < 则 < 三 士 c。 显 然 
R, 也 是 传递 的 ， 读 者 可 以 自行 验证 。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，0) 属 于 R;， 但 (2，0) 
不 属于 R; 。R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，2) 属 于 R,,， 但 (2，2) 不 属于 R,。 如 
9 正 整数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 传递 的 吗 ? 

解 ” 假 设 a 整除 5 且 b 整除 <， 那 么 存在 正 整 数 k 和 /使 得 6 二 ak 和 ec 一 以 ， 因 此 c 一 a(CRL) ， 
即 a 整除 <。 从 而 证 明了 这 个 关系 是 传递 的 。 十 

可 以 使 用 计数 技术 确定 具有 特殊 性 质 的 关系 的 个 数 。 由 此 可 以 得 知 ; 这 个 性 质 在 定义 在 ?7 
元 素 集合 上 的 所 有 关系 的 集合 中 有 多 普遍 。 

加 是 [了 》 元 素 集 合 上 有 多 少 个 自 反 的 关系 ? 

解 A 上 的 关系 R 是 A XA 的 子 集 。 因 此 ， 要 通过 指定 AXA 中 n* 个 有 序 对 中 的 每 一 个 是 
否 在 R 中 来 确定 关系 。 然 而 ， 如 果 R 是 自 反 的 ， 对 于 任意 a€E€A, nn 个 有 序 对 (a，a) 中 的 每 一 
个 都 必须 在 R 中。 其 他 n(n 一 1) 个 形 如 (a，5) 的 有 序 对 ,a 了 关 5， 可 能 在 也 可 能 不 在 R 中 。 因 
此 ， 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 ， 存 在 2”” “个 自 反 的 关系 。[ 这 就 是 选择 具有 a 关 b 的 每 个 元 素 (a， 
b) 是 否 属于 R 的 方式 数 .| 

n 元 素 集 合 上 的 对 称 关 系 和 反对 称 关 系数 可 以 用 与 例 16 类 似 的 推理 得 出 ( 见 练习 49)。 但 
是 ， 还 没有 通用 的 公式 用 于 计算 元素 集合 上 的 传递 关系 数 。 目 前 ， 仅 知道 当 0 委 mr 委 18 时 ，> 
元 素 集 合 上 的 传递 关系 数 T(z) .如 T(4) 王 3994、T(5) 王 154303、T(6) 一 9415 189。( 当 n= 
0，1，2，…，18 时 ，T(n) 的 值 是 OEIS 中 序列 A006905 的 项 ， 这 在 2.4 节 进 行 了 讨论 。) 


5. 1.5 关系 的 组 合 

因为 从 A 到 B 的 关系 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 可 以 按照 两 个 集合 组 合 的 任何 方式 来 组 合 两 个 
从 A 到 B 的 关系 。 参见 例 17 一 19。 

设 4A=(1，2，3} 和 B=(1，2，3，4}。 组 合 关 系 尺 ,=((1，1)，(2，2)，(3，3)) 
入 三 U15 下 wh 到， 二 的 人， 禾 亲 及 桂 殉 : 

b= Ur Cs 2 Oy, Ws A DY Ca 0 








Extro 
Exompies 


216 第 5 人 章 


Ri[IRy={(, 1)) 

RAR 

Ri—Ri= (1 2)s (ly Ws (3 4)} 4 

设 A 和 B 分 别 是 学 校 的 所 有 学 生 和 所 有 课程 的 集合 。 假 设 R, 由 所 有 有 序 对 (a,，5) 
组 成 ， 其 中 a 是 选修 课程 6 的 学 生 。R, 由 所 有 的 有 序 对 (ea， 纪 构成 ， 其 中 课程 2 是 a 的 必修 
课 。 那么 Ri Rs. Ri(\R,、 R; 由 下 、 下 一 下 和 下, 一人， 表示 什么 关系 ? 

解 ”关系 RUR, 由 所 有 的 有 序 对 (<c，2) 组 成 ， 其 中 < 是 一 个 学 生 ， 课 程 2 是 他 的 选修 这 
或 者 是 他 的 必修 课 。 尽 门 R, 是 有 序 对 (a，5) 的 集合 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 他 选修 了 课程 56 并且 
课程 5 也 是 他 的 必修 课 。R, 电 R, 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 组 成 ， 其 中 学 生 a 已 经 选修 了 课程 b 但 
课程 2 不 是 a 的 必修 课 , 或 者 课程 6 是 a 的 必修 课 , 但 是 a 没有 选修 它 。R, 一 R, 是 所 有 有 序 对 
(a， 串 的 集合 ， 其 中 a 已 经 选修 了 课程 5, 但 5 不 是 a 的 必修 课 ， 即 5 是 a 的 选修 课 。R;, 一 
是 所 有 有 序 对 (a， b) 的 集合 ， 其 中 b 是 a 的 必修 课 ， 但 a 没有 选修 它 。 本 
设 R 是 实数 集合 上 的 “小 于 ”关系 ，R, 是 实数 集合 上 的 “大 于 ”关系 ， 即 尺 一 {(z， 
J)|z<y} 和 及 二 OZ 3 区 RR RR 人 入 
关系 ? 

解 由 于 (z， ER UR; 当 且 和 仅 当 (， ER 或 (xz， Ry 所 以 (Cz， y)ERUR， 当 
且 仅 当 z<y 或 z>y。 又 由 于 条 件 zx<y 或 二 >y 与 条 件 工 天 7 一样， 所 以 RUR;=={(z，y)| 
Zz 天 y} 。 换 名 话说, “小 于 ”关系 与 “大 于 ”关系 的 并 集 是 “不 相等 ”关系 。 

注意 ， 有 序 对 (z，2J) 不 可 能 同时 属于 尽 和 R,， 因 为 x 二 y 是 xzy 是 不 可 能 的 。 从 而 得 到 R, 站 
二名。 同时 可 得 ，R, 一 Re 二 RR、R, 一 R= 二 Rs、R,@R=R,UR,—R NR={(z, ») | zy)}。 4 

关系 还 有 为 一 一 种 组 合 方式 ， 这 种 方式 与 函数 的 合成 运 算 相似 。 


ee eg 








全 


计算 两 个 关系 的 合成 ， 需 要 找 出 这 些 元 素 ; 它们 既是 第 一 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 二 个 元 
素 ， 也 是 第 二 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 一 个 元 素 。 如 例 20 和 例 21 所 示 。 


R 是 从 {1，2，3} 到 {1，2，3，4}) 的 关系 和 且 R={(1, 1), (1,， 4), (2,，3); (3,，1)， 
(3，4) 忆 写 是 从 X17 2，3,”4} 到 {0 13 2 的 关系 县 SA((1l， 0)， (2,， 0}); ‘(3s 1)， (3 2), 
(4，1)}， 关 系 尺 与 S 的 合成 是 什么 ? 

解 S。R 是 由 所 有 的 R 中 有 序 对 的 第 二 元 素 与 S 中 有 序 对 的 第 一 元 素 相 同 的 有 序 对 构成 
的 。 例 如 ，R 中 的 有 序 对 (2，3) 和 S 中 的 有 序 对 (3，1) 产 生 了 S。R 中 的 有 序 对 (2，1)。 计 算 
所 有 在 S。R 中 的 有 序 对 ,我们 得 到 


8s 二 本 

图 3 说 明了 如 何 找到 这 些 合 成 。 在 图 中 ， R 全 
我 们 检查 了 所 有 通过 两 条 有 向 边 的 路 径 ， 该 路 “| 汪 硬 二 二 元 信 下 入 
径 能 从 最 左边 的 元 素 ， 经 过 一 个 中 间 元 素 ， 到 wp 
达 最 右边 的 元 素 。 站 2 2 4 蚊 

双亲 关系 与 自身 的 合成 设 尺 是 3 2 一 3 一 2 (2,2) 
所 有 人 集合 上 的 双亲 关系 ， 即 车 a 是 65 的 父 i 
母 , 则 (&, 的 ER。(a, c) ER sR， 当 和 且 仅 当 3 
存在 一 个 人 5b， 使 得 a 是 2 的 父母 且 4b 是 ec 的 


父母 。 换 各 话说 ，(a，c) ER 。R 当 且 仪 当 a 图 3 构造 S。R 
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是 c 的 祖父 母 或 外 祖父 母 。 
本 RR 的 需 。 





kn R*=— RoR、R: 二 R* ooR=(R 。R)。R， 等 等 。 
例 22 二 
解 ” 因 为 尺 =R 。R, 可 得 尺 二 {(1, 1), (2, 1), (3, 1)，(4，2)}。 又 因为 R=R 。R， 
所 以 R= 二 {4(1，1)，(2，1),，(3，1),，(4，1)}。 其 他 的 计算 可 显示 ，R 和 R 相同 ， 所 以 R= 
{(1，1)，(2，1)，(3，1)，(4，1)}。 由 此 可 得 R= 二 RI，n 二 5，6，7，…。 读 者 可 以 自行 验证 。 





下 面 的 定理 证 明 一 个 传递 关系 的 若是 该 关系 的 子 集 。5: 4 节 将 要 用 到 这 一 结果 。 





证 明 首先 证 明定 理 的 充分 条 件 。 假 设 对 n= 二 1，2，3，… 有 R"CR。 特 别 地 ， 有 RR， 
这 隐 舍 了 R 是 传递 的 。 注 意 ， 若 (a， 5b)ER 有 目 (5，c) ER，, 根据 合成 的 定义 就 有 (a,，c) ER’， 
因为 RCR， 这 就 意味 着 (a，c) ER。 因 此 R 是 传递 的 。 

我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 必要 条 件 。 当 n=1 时 ,定理 的 这 个 结果 显然 成 立 。 

假设 R*"CR， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 为 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 R” 也 是 R 的 子 集 。 为 证 
明 这 一 点 ,假设 (a，5b) E R"'， 那 么 因为 R 二 R"。R， 所 以 存在 元 素 rEA 使 得 (a,，z)ER 
且 (x,，6b)E€R"*。 由 归纳 假设 可 知 ，R"CR， 所 以 (x,，65)ER。 又 因为 RR 是 传递 的 ，(a,， zr)ER 


有 目 (x，)ER， 所 以 (a，5) ER。 这 就 证 明了 R” CR， 从 而 完成 了 证 明 。 可 

奇数 编号 练习 ” 

1. 列 出 从 4A=(0，1，2，3，4)} 到 B= 二 40，1，2，3} 的 关系 尺 中 的 有 序 对 ， 其 中 (a，6b) ER 当 且 仅 当 
a)a=b b)a 十 0 一 4 
ca>b d)alb 
e)gcd(a, b)=1 lem(a, b)=2 

，3. 对 集合 {1，2，3，4} 上 的 每 一 个 关系 ， 确 定 它 是 否 是 自 反 的 、 是 否 是 对 称 的 、 是 否 是 反对 称 的 、 是 否 

是 传递 的 。 


MR Bs Cs Bs 2 My C3 2)s CBr By C3 EY) 

WC Ti Cs 2 C2 TD te BY C3 BY G4 

C2, 4), (C4, 2)} 

A Ds 

yttls, Ls C2 2 5 7 

fy le Sy Cl Shy CD Bs Cos Ms Cr TAs Bs 4 
5. 确定 定义 在 所 有 Web 页 上 的 关系 RR 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (a, ER 当 

且 仅 当 

a) 每 个 访问 Web 页 a 的 人 也 访问 了 Web 页 5。 

b) 在 Web 页 a 和 2 上 没有 公共 链接 。 

c) 在 Web 页 c 和 上 至 少 有 一 条 公共 链接 。 


晶 ”为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获取 更 多 练习 ， 请 参考 (离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 4 离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 ， 原 书 第 8 版 ) 兴 预计 2020 年 春季 出 版 ) 。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注 意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 9 章 ， 故 请 查阅 第 9 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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d) 存 在 一 个 Web 页 ， 其 中 包含 了 到 Web 页 a 和 5b 的 链接 。 
7. 确定 所 有 整数 集合 上 的 关系 RR 是 否 是 目 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (zx，y)ER 当 且 


仅 当 

a)2 天 y b) zy 之 1 

c)Zz 一 y 十 1 或 = 一 y 一 1 d)z=y(Cmnod 7) 

ez 是 y 的 倍数 f)z 与 3 都 是 负数 或 都 是 非 负 数 
z= h)z>y’ 


9. 证 明定 义 在 空 集 S== 名 上 的 关系 R= 二名 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
如 果 对 于 每 个 aEA， 有 (a,， a) 儿 R， 那 么 集合 A 上 的 关系 尺 是 反 自 反 的 ， 即 如 果 A 中 没有 元 素 与 自身 有 
关系 ， 则 关系 尺 就 是 反 自 反 的 。 
11. 练习 3 中， 哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
13. 练习 5 中， 哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
15. 集合 上 的 关系 可 能 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 吗 ? 
17. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 的 一 个 反 自 反 关系 的 例子 。 
一 个 关系 RR 称 为 非 对 称 的 ， 若 (a, 5)ER 则 (5b5，a) 攻 FR。 练习 18 一 24 考察 非 对 称 关系 的 概念 。 其 中 ， 练 
习 22 侧重 非 对 称 关 系 和 反对 称 关系 的 区 别 。 
19. 练习 4 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
21. 练习 6 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
23. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 非 对 称 的 。 
25. 从 m 元 素 集 合 到 元 素 集 合 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 
[了 设 尺 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 。 从 集合 己 到 集合 A 的 道 关 系 ， 记 作 尺 '， 是 有 序 对 {(b, a) | (a, bE 
R} 的 集合 ， 补 关系 尺 是 有 序 对 {(a, 5) | (a，5) 儿 R) 的 集合 。 
27. 设 RR 是 正 整数 集合 上 的 关系 ，R={(a，6b) |a 整除 5}， 求 


a)R”™! b)R 
29. 设 从 A 到 B 的 函数 f 是 一 一 对 应 的 。 令 RR 是 和 f 的 图 相等 的 关系 ， 即 R=={(a，f(a)) |a€ A)。 道 关 
系 R-: 是 什么 ? 


31. 设 A 是 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 图 书馆 中 书 的 集合 。 设 R 和 R: 都 是 有 序 对 (we，b) 构 成 的 关系 ， 
在 Ri 中 ， 学 生 a 修一 门 课程 需要 读书 6， 在 Rs 中 ， 学 生 a 已 经 读 过 书 6。 描 述 在 下 面 每 个 关系 中 的 


有 序 对 。 

a) 尺 UUR， b) Ri 门 入 ， 
c)R DR， d) 尺 一下， 
e€)R,—R 


33. 设 关 系 尺 是 由 人 的 集合 上 的 有 序 对 (a，5) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 6b 的 父母 。 设 关系 S 是 由 人 的 集合 
上 的 有 序 对 (a，65) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 6 的 兄弟 姐妹 。S 。R 和 尺 。S 是 什么 关系 ? 
练习 34 一 38 涉及 的 都 是 实数 集合 上 的 关系 : 
R={(a, b)ER’ |a>>6b},“ 大 于 ”关系 
R,={(a, 6b)ER’ |a 宇 6},“ 大 于 或 等 于 ”关系 
R= 二 {(a,， 5)ER’ |a<=<0},“ 小 于 ”关系 
R= 二 {(a，6b)ER? |a 二 6b),， “小 于 或 等 于 ”关系 
R;= 二 {(a, b)ER’ |a 一 0 ，“ 等 于 ”关系 
Rs 二 {(a，6b)ER’ |a 关 65), “不 等 ”关系 


35. 求 
a)R, UR, b)R; URs Rs 门 Rs 
DR, NR e)R;—Rs f) Re —R; 
g) R, DRs h) Rs; 中 Ri 


37. 求 
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a)R, 0O RI b)R, S 及 ， c) 及 ; D9 R; 
d) R, | R; e)R; 2 及 ， f) R; D Rs, 
g)R, 0 Rs, h) Rs; 9 Rs, 


39%- 当 这 112 3 4 5,6 时 ， 求 S:， 其 中 ， 
Si 二 {(a, b) EZ |a 汪 b}， 大 于 关系 。 
S;= 二 {(a，b) EZ |a 之 5}， 大 于 等 于 关系 。 
S$; 二 {(a, EZ |a<=6)， 小 于 关系 。 
S, 二 {(a，b) EZ |a 二 6b) ， 小 于 等 于 关系 。 
S;= 二 {(a，b) EZ |a=6)}， 等 于 关系 。 
Ss 二 {(a，b) EZ |a 关 5b}， 不 等 于 关系 。 

41. 设 尺 是 定义 在 具有 博士 学 位 的 人 的 集合 上 的 关系 ，(a，6b) ER 当 且 仅 当 a 是 6 的 论文 导师 。 什 么 情况 
下 一 个 有 序 对 l(a， 把 在 R* 中 ? 什么 情况 下 一 个 有 序 对 (ae， 人 在 R" 中 ?这 里 nn 是正 整数 。( 假 设 每 个 
具有 博士 学 位 的 人 都 有 一 个 论文 导师 。) 

43. 设 R 和 R: 分 别 是 整数 集合 上 的 “ 模 3 同 余 ” 和 “ 模 4 同 余 ” 关 系 ， 即 Ri = 二 {(a， 0b) | 4 二 b(mod 3)) 
和 R= 二 {(a，6b) | oa 三 mod 4)}。 求 
a) Ri UR, b) R, 门 R， 对 天; —R, 

d)R: 一 Ri e)R 中 有 R， 

45. 集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 中 有 多 少 个 包含 了 有 序 对 (0，1)? 

47. a) 在 集合 {a,，b，c，d) 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

， 上 了) 在 集合 la，4b，c，d} 上 有 和 多少 个 关系 包含 有 序 对 (a，a)? 

49. nn 元素 集合 上 有 多 少 个 关系 是 
a) 对称 的 ? b) 反 对 称 的 ? c) 非 对 称 的 ? 

d) 反 自 反 的 ? e) 自 反 的 和 对 称 的 ? f) 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 ? 
51. 找 出 在 下 面 定理 证 明 中 的 错误 。 
“定理 ”; 设 尺 是 集合 A 上 的 对 称 的 和 传递 的 关系 ， 则 RR 是 自 反 的 。 
“证 明 ”: 设 aEA。 取 元 素 pEA 使 得 (ae，bER。 由 于 尺 是 对 称 的 ， 所 以 有 (2&，a) ER。 现在 使 用 传 
递 性 ， 由 (a，P)DER 和 (5，a)ER 可 以 得 出 (a,， a) ER。 

53. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 尺 是 对 称 的 当 且 仅 当 R=R'，， 其 中 R “' 是 R 的 逆 关 系 。 

$55. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 自 反 的 当 且 仪 当 其 逆 关 系 R “是 自 反 的 。 

57; 设 R 是 自 反 的 和 传递 的 关系 。 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n，R" 二 RR。 

59. 设 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整数 nx，R”" 也 是 自 反 的 。 

61. 假设 关系 R 是 反 自 反 的 ，R? 一定 是 反 自 反 的 吗 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 。 


5.2 mn 元 关系 及 其 应 用 


5.2.1 引言 

在 两 个 以 上 集合 的 元 素 中 常常 会 产生 某 种 关系 。 例 如 ， 学 生 的 姓名 、 学 生 的 专业 以 及 学 生 
的 平均 学 分 绩 点 之 间 的 关系 。 类 似 地 ， 一 个 航班 的 航空 公司 、 航 班 号 、 出 发 地 、 目 的 地 、 起 飞 
时 间 和 到 达 时 间 等 也 有 一 种 关系 。 在 数学 中 也 有 这 种 关系 。 例 如 ， 有 3 个 整数 ， 其 中 第 一 个 整 
数 比 第 二 个 整数 大 ， 而 第 二 个 整数 比 第 三 个 整数 大 。 另 一 个 例子 是 直线 上 的 点 之 间 的 关系 ， 即 
当 第 二 个 点 在 第 一 和 第 三 个 点 之 间 时 ， 这 三 个 点 有 关系 。 

本 节 我 们 将 研究 两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 这 种 关系 叫 作 于 元 关系 。 可 以 用 这 种 关 
系 表示 计算 机 数据 库 。 这 种 表示 有 助 于 回答 对 数据 库 中 所 存 信 息 的 查询 ， 例 如 ， 哪 个 航班 在 午 
夜 3 点 到 4 点 之 间 降 落 在 O'Hare 机场 ? 你 们 学 校 的 二 年 级 学 生 哪 些 是 主 修 数学 或 计算 机 科学 
的 ， 并 且 平 均 学 分 绩 点 大 于 3. 0? 公司 的 哪些 雇员 为 这 个 公司 工作 不 到 5 年 但 所 赚 的 钱 已 经 超 
过 50 000 美元 ? 


Links > 


5.2.2 n 元 关系 
我 们 从 建立 关系 数据 库 理 论 所 依据 的 基本 定义 开始 。 


Ee 
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R 是 NXNXN 上 的 三 元 组 (a,，4b，0c) 构 成 的 关系 ， 其 中 4a,， b,c 是 满足 a 二 5 二 c 的 整 
数 。 那 么 (1，2，3)ER,， 但 (2，4，3) 儿 R。 这 个 关系 的 阶 是 3。 它 所 有 的 域 都 等 于 自然 数 集 。 
网 
设 尽 是 ZXZXZ 上 的 三 元 组 Ca，2，c) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，25，c 构成 等 差 数列 ， 
即 (a，65，c) ER 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 k， 使 得 6 二 a 十 &，c 二 a 十 2k， 或 者 6 一 a 二 k，c 一 b= 二 =。 
注意 (1，3，5) ER， 因 为 3 二 1 十 2 和 5==1 十 2。2, 但 是 (2，5，9) 攻 RR， 因 为 5 一 2=3， 而 9 一 
5 一 4。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 所 有 域 均等 于 整数 集 。 这 
设 R 是 ZXZXZ* 上 的 三 元 组 (4a,，b5，m) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，5，m 都 是 整数 ， 且 
满足 m 宇 1 和 a 大 b(mod m)。 则 (8，2，,，3)、( 一 1，9,，5) 和 (14,，0，7) 都 属于 R,' 但 (7，2， 
3) 、( 一 2， 一 8，5) 和 (11，0，6) 都 不 属于 R， 因 为 8=2(mod 3)、 一 1 二 9(mod 5) 和 14 寺 0 
(mod 7)， 而 7 法 2(Cmod 3) 、 一 2 和 关 一 8(Cmod 5) 和 11 关 0(mod 6)。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 前 
两 个 域 是 全 体 整 数 的 集合 而 第 三 个 域 为 正 整数 集 。 4 
设 R 是 由 5 元 组 (A，N，S，D， 了 T) 构 成 的 表示 飞机 航班 的 关系 ， 其 中 A 是 航空 公 
司 的 集合 、N 是 航班 号 的 集合 、S 是 出 发 地 的 集合 、 是 目的 地 的 集合 、 工 是 起 飞 时 间 的 集 
合 。 人 例如， 如 果 Nadir 航空 公司 的 963 航班 15 : 00 从 Newark 到 Bangor， 那 么 (Nadir，963， 
Newark，Bangor，15 : 00) 属 于 R。 这 个 关系 的 阶 为 5， 并 且 它 的 域 是 所 有 航空 公司 的 集合 、 
航班 号 的 集合 、 城 市 的 集合 、 城 市 的 集合 以 及 时 间 的 集合 。 寺 


5.2.3 数据 库 和 关系 

操作 数据 库 中 信息 所 需要 的 时 间 依 赖 于 这 些 信息 是 怎样 存储 的 。 在 大 型 数据 库 中 ， 每 天 要 
执行 几 百 万 次 插入 和 删除 记录 、 更 新 记录 、 检 索 记 录 以 及 从 一 个 重 共 的 数据 库 中 组 合 记 录 的 操 
作 。 由 于 这 些 操作 的 重要 性 ， 已 经 开发 了 多 种 数据 库 的 表示 方法 。 我 们 将 讨论 其 中 的 一 种 基于 
关系 概念 的 方法 ， 称 为 关系 数据 模型 。 

数据 库 由 记录 组 成 ， 这 些 记录 是 由 域 构成 的 区 元 组 。 这 些 域 是 对 元 组 的 数据 项 。 例 如 ， 学 
生 记 录 的 数据 库 可 以 由 包含 学 生 的 姓名 、 学 号 、 专 业 、 平 均 学 分 绩 点 (GPA) 的 域 构 成 。 关 系数 
据 模 型 把 记录 构成 的 数据 库 表示 成 一 个 n 元 关系。 于 是 ， 学 生 记 录 可 以 表示 成 形 如 (学 生 姓 名 ， 
学 号 ， 专 业 ，GPA) 的 4 元 组 。 包含 6 条 记录 的 一 个 数据 库 样 本 是 : 

(Ackermann，231455， 计算 机 科学 ，3. 88) 

(Adams，888323， 物 理学 ，3. 45) 

(Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 

(Goodfriend，453876， 数 学 ，3. 45) 

(Rao，678543， 数 学 ，3. 90) 

(Stevens，786576 ， 心 理学 ，2. 99) 

用 于 表示 数据 库 的 关系 也 称 为 表 ， 因 为 这 些 关 系 常常 用 表 来 表示 。 表 中 的 每 个 列 对 应 于 数 
据 库 的 一 个 属性 。 例 如 ， 表 1 显示 了 同样 的 学 生 数 据 库 。 这 个 数据 库 的 属性 是 学 生 姓 名 、 学 
号 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 (GPA)。， 











Ackermann 231 455 


Adams 888 323 3. 45 
Chou 102 147 3.49 
Goodfriend 453 876 3. 45 
Rao 678 543 dad 





Stevens 786 576 


当 nn 元 组 的 某 个 域 的 值 能 够 确定 这 个 n 元 组 时 ,nn 元 关系 的 这 个 域 就 叫 作 主键 。 这 就 是 说 ， 
当 关 系 中 没有 两 个 元 组 在 这 个 域 有 相同 的 值 时 ， 这 个 域 就 是 主键 。 

常常 要 从 数据 库 中 增加 或 删除 记录 。 由 于 这 一 点 ， 一 个 域 是 主键 的 性 质 是 随时 间 而 改变 
的 。 所 以 ， 应 该 选择 那 种 无 论 数据 库 怎 样 改变 都 能 继续 存在 的 域 作 为 主键 。 一 个 关系 当前 含有 
的 所 有 元 组 称 为 该 关系 的 外 延 。 数 据 库 更 持久 的 内 容 ， 包 括 它 的 名 字 和 属性 ， 则 称 为 数据 库 
的 内 涵 。 选 择 主键 的 时 候 ， 应 当选 择 那 种 能 够 为 本 数据 库 所 有 可 能 的 外 延 充当 主键 的 域 。 要 做 
到 这 一 点 ， 就 必须 认真 考察 数据 库 的 内 涵 ， 以 便 理解 可 能 在 外 延 中 出 现 的 nn 元 组 集 。 

假设 将 来 不 再 增加 nn 元 组 ， 对 于 表 1 所 示 的 nn 元 关系 ， 哪 些 域 可 作为 主键 ? 

解 ” 因 为 在 这 个 表 中 ， 对 应 每 个 学 生 的 姓名 只 有 一 个 4 元 组 ， 学 生 姓 名 的 域 可 作为 主键 。 
类 似 地 ， 在 这 个 表 中 ， 学 号 是 唯一 的 ， 学 号 的 域 也 可 作为 主键 。 但 是 ， 所 学 专业 的 域 不 是 主 
键 ， 因 为 有 多 个 包含 同样 专业 的 4 元 组 。 平均 学 分 绩 点 的 域 也 不 是 主键 ， 因 为 有 2 个 4 元 组 包 
含 了 同样 的 GPA。 

在 一 个 nn 元 关系 中 ， 域 的 组 合 也 可 以 唯一 地 标识 n 元 组 。 当 一 组 域 的 值 确定 一 个 关系 中 的 
n 元 组 时 ， 这 些 域 的 笛 卡 儿 积 就 叫 作 复 合 主 键 。 

0 对 于 表 1 中 的 ”元 关系 ， 假 设 不 再 增加 浆 元 组 ， 专 业 域 与 平均 学 分 绩 点 域 的 笛 卡 儿 


积 是 复合 主键 吗 ? 
解 “这 个 表 中 没有 两 个 4 元 组 有 同样 的 专业 和 同样 的 GPA， 因 此 这 个 笛 卡 儿 积 是 一 个 复 
合 主键 。 | 


因为 主键 和 复合 主键 用 于 唯一 地 标识 数据 库 中 的 记录 ， 当 新 的 记录 被 加 入 这 个 数据 库 时 ， 
保持 主键 的 有 效 性 是 非常 重要 的 。 因 此 ， 应 该 对 每 个 新 记录 做 检查 ， 以 保证 在 这 个 或 这 些 相 应 
的 域 中 每 个 新 记录 与 表 中 所 有 其 他 的 记录 不 同 。 例 如 ， 若 没有 两 个 学 生 有 同样 的 学 号 ， 使 用 学 
号 作为 学 生 记 录 的 主键 是 有 意义 的 。 一 个 大 学 不 应 该 使 用 姓名 域 作 为 主键 ， 因 为 有 可 能 两 个 学 
生 有 同样 的 姓名 (如 John Smith) 。 


5.2.4 nn 元 关系 的 运算 
存在 多 种 作用 于 n 元 关系 上 的 运算 ， 以 构成 新 的 nn 元 关系 。 综 合 应 用 这 些 运 算 ， 能 够 回答 
对 数据 库 中 满足 特定 条 件 的 所 有 n 元 组 的 查询 。 

n 元 关系 上 一 个 最 基本 的 运算 是 在 这 个 元 关系 中 确定 满足 特定 条 件 的 所 有 nn 元 组 。 例如， 
我 们 想 在 学 生 记 录 的 数据 库 中 找 出 计算 机 科学 专业 的 所 有 学 生 的 记录 ; 找 出 所 有 平均 学 分 绩 点 
在 3.5 以 上 的 学 生 ; 找 出 所 有 计算 机 科学 专业 的 平均 学 分 绩 点 在 3.5 以 上 的 学 生 。 为 完成 这 些 
任务 ， 我 们 使 用 选择 运算 符 








@ 肪 为 了 找 出 表 1 所 示 的 n 元 关系 R 中 计算 机 科学 专业 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 
sc， 其 中 C 是 条 件 专业 二 “计算 机 科学 ”。 结 果 是 两 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计算 机 科 
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学 ，3. 88) 和 (Chou，102147， 计算 机 科学 ，3; 49)。 类 似 地 ， 为 了 在 这 个 数据 库 中 找 出 平均 学 
分 绩 点 在 3. 5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc。， 其 中 C; 是 条 件 GPA>3. 5。 结 果 是 两 个 4 
元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3.88) 和 (Rao，678543， 数 学 ，3.90)。 最 后 ， 为 找 
出 计算 机 科学 专业 的 GPA 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc ， 其 中 C; 是 条 件 ( 专 
业 王 “计算 机 科学 ”AGPA>3.5)。 结 果 由 一 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ， 
3. 88) 构 成 。 | 
使 用 投影 ， 可 以 删 去 关系 中 每 条 记录 的 相同 的 域 ， 从 而 得 到 一 个 新 的 n 元 关系 。 






换 名 话说， 投影 P; ;,…,i 删除 了 nn 元 组 的 n 一 m 个 分 量 ， 保留 了 第 i ，i,，…， 声 个 分 量 。 
加 了 较 当 对 4 元 组 (2，3，0， 4)、(Jane Doe，234111001， 地 理学 ，3. 14) 以 及 (al ，wz， 
as，as) 使 用 投影 已 ,时 ， 结 果 是 什么 ? 
解 ”P,,; 把 这 些 4 元 组 分 别 映 射 到 (2，0)、(Jane Doe， 地 理学 ) 和 (a, ，a;)。 4 
例 9 说 明了 怎样 使 用 投影 来 产生 新 的 关系 。 
电导 ) 当 对 表 1 中 的 关系 使 用 投影 P,, 时 ， 结 果 是 什么 ? 
解 ” 当 使 用 投影 P;,, 时 ， 表 的 第 二 列 和 第 三 列 被 删除 ， 得 到 了 表示 学 生 姓 名 和 平均 学 分 绩 
点 的 有 序 对 。 表 2 给 出 了 这 个 投影 的 结果 。 本 
当 对 一 个 关系 的 表 使 用 投影 时 ,有 可 能 使 行 变 少 。 当 关系 中 的 某 些 元 组 在 投影 的 m 个 分 量 中 
每 个 分 量 的 值 都 相同 ， 且 只 在 被 删除 的 分 量 中 有 不 同 的 值 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 如 例 10 所 示 。 
四 当 对 表 3 中 的 关系 使 用 投影 Pi,, 时 ， 可 得 到 什么 表 ? 
解 表 4 给 出 了 当 对 表 3 使 用 投影 Pi,, 时 得 到 的 关系 。 注 意 在 使 用 了 这 个 投影 后 ， 行 数 
减少 。 4 


表 2 GPAs 表 3 注册 




























Glauser 


Ackermann 
Glauser MS 475 
Adams 3 45 Glauser PY 410 
Chou 3..49 Marcus MS 511 
Goodfriend 3.45 Marcus MS 603 
Marcus (S322 
Rao 3. 90 


Miller 


Stevens Miller 


当 两 个 表 中 具有 某 些 相同 的 域 时 ， 连 接 运 算 可 将 这 两 个 表 
合成 一 个 表 。 例 如 ， 一 个 表 中 的 域 包含 航空 公司 、 航 班 号 和 登 
机 口 ， 另 一 个 表 中 的 域 包含 航班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 间 。 可 以 Glauser 
将 这 两 个 表 合成 一 个 包含 航空 公司 、 航 班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 Mareus 
间 域 的 表 Miller 
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换 句 话说 ， 连 接 运 算 符 J ,将 m 元 组 的 后 p 个 分 量 与 元 组 的 前 p 个 分 量 相 同 的 第 一 个 关 
ee m 元 组 和 第 二 个 关系 的 所 有 元 组 组 合 起 来 产生 了 一 个 新 的 关系 。 

当 用 连接 运算 符 J, 组 合 表 5 和 表 6 中 的 关系 时 ， 所 得 到 的 关系 是 什么 ? 

解 ee 去 算 符 J], 产生 的 关系 如 表 7 所 示 。 4 


表 5 教学 课程 表 6 教室 安排 
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从 已 知 关系 产生 新 关系 的 运算 除了 投影 和 连接 运算 以 外 还 有 其 他 运算 。 对 这 些 运算 的 描述 
可 以 在 讨论 数据 库 理论 的 书 中 找到 。 


SL 

数据 库 查 询 语言 SQL(Structured Query Language， 结 构 化 查询 语言 )， 可 以 用 来 实现 本 节 
> 例 12 说 明了 SQL 命令 与 nn 元 关系 上 的 运算 的 关系 。 

通过 使 用 SQL 对 表 8 做 一 次 关于 航班 的 查询 来 说 明 怎样 用 SQL 来 表达 查询 。SQL 
ae 


SELECT Departure time 
FROM Flights 
WHERE Destination=’Detroit!’ 


是 用 于 在 航班 数据 库 中 找 出 满足 条 件 : Destination 二 “Detroit” 的 5 元 组 ， 并 求 投影 P; (在 起 飞 
时 间 属 性 上 )。 输 出 是 一 个 以 底特律 为 目的 地 ， 包含 航班 时 间 的 列表 ， 即 08 : 10、08 : 47 和 
09 : 44。SQL 语句 使 用 FROM 子 句 标识 查询 语 ti 
运算 的 条 件 ， 而 SELECT 子 句 说 明 将 被 使 用 的 投影 运算 。( 注 意 : SQL 使 用 SELECT 表示 一 

投影 ， 而 不 是 一 个 选择 运算 。 这 是 一 个 令 人 遗憾 的 术语 不 一 致 的 例子 。) 4 
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航空 公司 起 飞 时 间 
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SELECT Professor, Time 
FROM Teaching _ assignments, Class_schedule 
WHERE Department=’Mathematics' 


用 于 找 出 在 数据 库 ( 表 7) 中 满足 Department 二 “Mathematics” 条 件 的 5 元 组 的 投影 Pi.;， 这 个 数据 

库 是 由 表 5 中 的 教学 课程 和 表 6 中 的 教室 安排 进行 连接 运算 J, 得 到 的 。 输 出 仅 包含 一 个 2 元 组 

(Rosen，3 : 00P. M. )。 这 里 的 SQL FROM 子 句 用 于 求 出 两 个 不 同 数据 库 的 连接 。 号 
本 节 我 们 仅仅 接触 到 关系 数据 库 的 基本 概念 。 更 多 的 信息 可 以 在 LAhUl195]j 中 找到 。 


5.2.6 数据 挖掘 中 的 关联 规则 

现在 我 们 将 介绍 来 自 数 据 挖掘 (data mining) 的 概念 ， 这 是 一 门 旨 在 从 数据 中 获取 有 用 信息 
的 学 科 。 特 别 是 ， 我 们 将 讨论 可 以 从 事务 数据 库 中 收集 到 的 信息 。 我 们 将 专注 于 超市 事务 ,但 
我 们 提出 的 想法 与 其 他 广泛 的 应 用 相关 

关于 事务 ， 我 们 指 的 是 客户 在 访问 商店 期 间 购 买 的 一 些 商 品 的 集合 ， 如 {牛奶 、 鸡 蛋 、 面 
包 ) 或 { 检 汁 、 香 礁 、 酸 奶 、 奶 油 }。 商 店 收集 可 用 于 帮助 他 们 管理 业务 的 大 型 事务 数据 库 。 我 
们 将 讨论 如 何 使 用 这 些 数据 库 来 解决 这 个 问题 ， 如 果 已 知客 户 同时 购买 一 个 或 多 个 特定 商品 的 
集合 ， 那 么 他 们 购买 某 个 商品 的 可 能 性 有 多 大 ? 

我 们 把 商店 里 的 每 一 件 商品 都 称 为 项 ， 项 集合 称 为 项 集 。& 项 集 是 一 个 包含 恰好 & 项 的 项 
集 。 术 语 事 务 和 购物 篮 与 项 集 同 义 。 当 商店 中 及 个 商品 a;，a; ，…，a, 待 售 时 ， 每 个 事务 都 
可 以 用 一 个 nn 元 组 5,，6,，…，b, 表示 ， 其 中 6b 是 二 进 制 变量 ， 它 告诉 我 们 a 是 否 发 生 在 这 个 
事务 中 。 也 就 是 说 ， 如 果 a; 在 这 个 事务 中 ， 则 5 二 1， 否 则 5;= 二 0。( 注 意 ， 我 们 只 关心 某 项 是 
否 发 生 在 事务 中 ， 而 不 关心 它 发 生 了 多 少 次 。) 我 们 可 以 用 形 为 (事务 号 ，b ，65,，…，6b,) 的 
(n 十 1) 元 组 表示 事务 。 所 有 这 些 (n 十 1) 元 组 的 集合 构成 了 事务 数据 库 。 

我 们 现在 定义 与 购买 特定 项 集 相 关 的 问题 研究 中 使 用 的 其 他 术语 。 









对 于 特定 的 应 用 ， 会 指定 一 个 支持 度 阅 值 ;。 
集 工 的 过 程 。 这 些 项 集 被 称 为 频繁 项 集 。 
1 时 在 卖 苹果 、 巢 、 苹 果酒 、 甜 甜 疾 和 芒果 的 展台 上 ， 早 盘 交 易 如 表 9 所 示 。 在 表 10 
中 ， 我 们 给 出 了 相应 的 二 进 制 数据 库 ， 其 中 每 个 记录 都 是 一 个 (n 十 1) 元 组 ， 由 事务 号 和 表示 该 
项 集 的 二 进 制 条 目 组 成 。 因 为 苹果 出 现在 8 个 事务 中 的 5 个 中 ， 所 以 我 们 得 到 o( 苹 果 )==5， 


support({ 苹 果 }) 二 5/8。 同 样 ， 由 于 项 集 { 苹 果 ， 苹 果酒 ) 是 8 个 事务 中 4 个 事务 的 子 集 ， 因 此 
我 们 有 ol {苹果 ， 苹 果酒 )})= 二 4，support({ 苹 果酒 })= 二 4/8= 二 1/2， 





频繁 项 集 挖 握 是 寻找 支持 度 大 于 等 于 * 的 项 








表 9 一 个 事务 集 
区 事务 
| “( 妾 划 ;全 = 证 村 1 了 二 二 5 | ( 本 " 弟 果 注 ， 期 各国 ) 
2 | { 识 , 间 果酒 | 6 | (和 悄 , 重 果酒, 甜 甜 国 
3 {苹果 ， 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 ， 芒 果 ) ( 梨 ， 甜 甜 圈 } 
4 | _{ 草 果 , 梨 ,， 苹果 酒 ， 甜 甜 立 ) |  s | _{ 芋 果 , 梨 , 苹果 酒 ) 


表 10 表 9 中 事务 的 二 进 制 数 据 库 








和 

1 1 1 0 0 1 
2 0 1 1 0 0 
3 1 0 1 1 1 
4 1 1 1 1 0 
5 1 0 1 1 0 
6 0 | 1 1 0 
0 1 0 1 0 
8 1 | 和 0 0 


如 果 我 们 将 支持 度 浆 值 设置 为 0.5， 那 么 如 果 某 项 在 8 个 事务 中 的 至 少 4 个 事务 中 出 现 ， 
该 项 就 是 频繁 项 。 因 此 ， 有 了 这 个 支持 度 冰 值 ， 苹 果 、 梨 、 甜 甜 图 和 苹果 酒 是 频繁 项 。 项 集 
(苹果 ， 苹 果酒 } 是 频繁 项 集 ， 但 是 项 集 { 甜 甜 圈 ， 梨 } 不 是 频繁 项 集 。 4 

若 已 知 顾客 会 购买 某 个 项 集中 的 所 有 商品 (可 能 只 是 一 个 商品 )， 则 可 以 使 用 一 组 事务 来 帮 
助 我 们 预测 顾客 是 否 会 购买 某 个 特定 的 商品 。 在 讨论 这 类 问题 之 前 ， 我 们 先 介 绍 一 些 术语 。 如 
果 S 是 一 组 项 的 集合 ， 工 是 一 组 事务 的 集合 ， 那 么 关联 规则 就 是 形 如 三 ~ 的 荀 含 式 ， 其 中 
和 J 是 S 的 不 相交 的 子 集 。 尽 管 这 个 符号 借用 了 逻辑 里 蕴含 的 符号 ,但 它 的 含义 并 不 完全 是 可 
类 比 的 。 关 联 规则 I>J 不 是 这 样 的 命题 ， 即 当 了 是 事务 的 子 集 时 ， J 也 必须 是 事务 的 子 集 。 
相反 ， 关 联 规则 的 强度 是 根据 它 的 支持 度 ( 包 含 T 和 J 的 事务 频率 ) 以 及 置信 和 度 ( 包 含 J 时 也 包 
含 工 的 事务 频率 ) 来 衡量 的 。 






品 天 上 加 对 于 例 14 中 的 事务 集 ， 关 联 规则 {苹果 酒 ， 甜 甜 圈 } 一 (苹果) 的 支持 度 和 置信 度 是 
多 少 ? 

解 ” 关 联 规则 的 支持 度 是 oa({ 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } U {苹果 })/|T| 。 因 为 oc({ 苹 果酒 ， 甜 甜 图 } 
U {苹果 })=o({ 苹 果酒 ， 甜 甜 图 ， 苹 果 })= 二 3，|T| =8， 可 得 这 条 规则 的 支持 度 是 3/8 王 0. 375。 

该 规则 的 置信 度 是 c({ 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 }U {苹果 ))/ol({ 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 })= 二 3/4 二 0.75。 4 

数据 挖掘 中 的 一 个 重要 问题 是 寻找 强 关 联 规则 ， 这 些 规则 的 支持 度 大 于 或 等 于 最 小 支持 
度 ， 且 置信 度 大 于 或 等 于 最 小 置信 和 度 。 找 到 有 效 的 算法 来 确定 强 关 联 规则 十 分 重要 ， 因 为 可 用 
项 的 数量 可 能 非常 大 。 例 如 ， 一 家 超市 可 能 有 数 万 甚至 数 十 万 的 商品 库存 。 通 过 计算 所 有 可 能 
的 关联 规则 的 支持 度 和 置信 和 度 ， 以 寻找 有 足够 大 的 支持 度 和 和 置信 和 度 的 关联 规则 的 蛮 力 方法 是 不 
可 行 的 ， 因 为 此 类 关联 规则 的 数量 是 指数 级 的 ( 见 练习 41)。 目 前 ,研究 人 员 已 经 开发 出 几 种 
广泛 使 用 的 比 蛮 力 更 有 效 的 算法 。 这 些 算法 首先 查找 频繁 项 集 ， 然 后 将 注意 力 集中 到 查找 到 的 


频繁 项 集 上 ， 寻 找 所 有 具有 高 置信 度 的 关联 规则 。 详 细 信 息 请 参阅 数据 挖掘 相关 文献 ， 如 
[LAG15]。 ; 
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尽管 我 们 仅 以 商场 中 的 购物 篮 为 例 展 示 了 关联 规则 ， 但 它们 在 其 他 各 类 应 用 中 也 非常 有 
用 。 例 如 ， 关 联 规则 可 用 于 改进 医疗 诊断 ， 其 中 项 集 是 测试 结果 或 症状 的 集合 ， 事 务 是 在 患者 
记录 中 找到 的 测试 结果 和 症状 的 集合 。 关 联 规则 也 可 用 在 搜索 引擎 中 ， 其 中 项 集 是 关键 字 ， 事 
务 是 网 页 上 的 单词 集合 。 使 用 关联 规则 还 可 以 发 现 抄袭 的 情况 ， 其 中 项 集 是 句子 的 集合 ， 事 务 
是 文档 的 内 容 。 关 联 规则 在 计算 机 安全 的 各 个 方面 也 发 挥 着 有 益 的 作用 ， 例 如 入 侵 检测 ， 其 中 
项 集 是 模式 的 集合 ， 事 务 是 网 络 攻击 期 间 传输 的 字符 串 。 感 兴趣 的 读者 可 以 通过 搜索 网 页 找到 
更 多 这 样 的 应 用 程序 。 


奇数 编号 练习 
1. 列 出 关系 {(a，b5，c) |a,， 5b 和 c 是 整数 且 0 天 ae 一 0 一 c<<5)} 中 的 三 元 组 。 
3. 列 出 表 8 所 示 关 系 中 的 5 元 组 。 
5. 假设 不 增加 新 的 nn 元 组 ， 对 于 表 8 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 航空 
公司 。 
7. 3 元 关系 中 的 3 元 组 表示 了 一 个 学 生 数 据 库 中 的 下 述 属 性 : 学 号 、 姓 名 、 电 话 号 码 。 
a) 学 号 可 能 是 主键 吗 ? 
b) 姓 名 可 能 是 主键 吗 ? 
c) 电 话 号 码 可 能 是 主键 吗 ? 
9. 5 元 关系 中 的 5 元 组 表示 了 美国 所 有 人 的 王 述 属性 : 姓名 、 社 会 保险 号 、 住 址 、 城 市 、 州 。 
a) 对 这 个 关系 确定 一 个 主键 。 
b) 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 ) 是 复合 主键 ? 
c) 在 什么 条 件 下 (〈 姓 名、 住址 、 城 市 ) 是 复合 主键 ? 
11. 设 C 是 条 件 : 目的 地 = 底特律 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 
13. 设 C 是 条 件 :〈 航 空 公 司 =Nadir) V (目的 地 三 丹佛 )。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 
得 到 什么 ? 
15. 哪个 投影 映射 用 于 删除 一 个 6 元 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 分 量 ? 
17. 给 出 使 用 投影 已 .: 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 
19. 构造 把 连接 运算 符 J, 应 用 到 表 11 和 表 12 的 关系 中 所 得 到 的 表 。 


表 11 零件 需求 表 12 零件 库存 
零件 号 
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颜色 代码 














-二 
0 殉 这 关 


21. 证 明 : 如 果 Cr 和 Cs 是 nn 元 关系 R 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 Sc, 《sc (R)) $c; (sc (下 ) ) 。 

23. 证 明 : 如 果 C 是 nn 元 关系 R 和 5S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (RMS)=sc(R) 门 sc (5S)。 

25. 证 明 : 如 果 尺 和 S 是 n 元 关系 ,那么 P; ,i (RUS)=Pi i (R)UPi ,i (S)。 

27. 给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 R 和 S 是 两 个 nn 元 关系 ， 那么 Pi .ss 《及 一 S) 可 能 与 Pi i (R) 一 
Pi ma XLS) 布 同 。 

29. a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 


SELECT Supplier, Project 
FROM Part needs, Parts_inventory 
WHERE Quantity < 10 


b) 假 设 以 表 11 和 表 12 的 数据 库 作为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
31. 试 确定 例 3 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 
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33. 假设 便利 店 在 某 个 晚上 的 交易 是 : {面包 ， 和 牛奶 ， 尿布 ， 果汁)，{ 面 包 ， 和 牛奶， 尿布， 鸡蛋 }，{ 牛 
奶 ， 尿 布 ， 啤 酒 ， 鸡 和 蛋 }，{ 面 包 ， 啤 酒 )，{ 和 牛奶， 尿布 ， 鸡 蛋 ， 果汁 ) 和 {牛奶 ， 尿 布 ， 啤 酒 }。 
a) 求 尿布 的 计数 和 支持 度 。 
b) 如果 阔 值 为 0.6， 求 所 有 的 频繁 项 集 。 

35. 在 练习 33 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {啤酒 ) 一 {尿布 } 的 支持 度 和 置信 度 。( 这 个 关联 规则 在 该 主题 的 
发 展 中 起 到 了 重要 作用 。) 

37. 假设 工 是 一 个 事务 集中 具有 正 计数 的 项 集 。 求 关联 规则 > 名 的 置信 和 度 。 

39. 关联 规则 三 ~jJ 的 提升 度 等 于 support(ITU J 了)/(support(1T)support(J))， 其 中 I 和 J 是 一 个 事务 集中 具 
有 正 支 持 度 的 项 集 。 
a) 证 明 当 support( 站 和 support(]) 均 为 正 数 时 ，I 一 J 的 提升 度 等 于 1， 当 和 且 仅 当 在 交易 中 发 生 了 和 在 
交易 中 发 生 J 是 独立 事件 。 
b) 在 练习 33 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {啤酒 )} 一 {尿布 ;的 提升 度 。 
c) 在 练习 34 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {进化 } 一 { 尼 安 德 特 人 ， 丹 尼 索 万 人 } 的 提升 度 ，。 

41. 已 知 n 个 不 同 的 项 ,证 明 存 在 3” 个 形 如 I 一 J 的 关联 规则 ， 其 中 I 和 J 是 所 有 项 的 集合 的 不 相交 子 
集 。 当 然 允 许 在 关联 规则 中 的 工 为 空 或 J 为 空 或 两 者 都 为 空 。 


5.3 关系 的 表示 
5.3.1 引言 

本 节 及 本 章 的 剩余 部 分 研究 的 所 有 关系 均 为 二 元 关系 ， 因 此 ， 在 这 些 内 容 中 出 现 的 “ 关 
系 ” 一 词 都 表示 二 元 关系 。 有 多 种 方式 表示 有 穷 集 之 间 的 关系 。 如 在 5. 1 节 中 看 到 的 ， 一 种 方 
式 是 列 出 它 的 有 序 对 ; 男 一 种 方式 是 使 用 表 ， 如 5. 1 节 中 例 3 所 示 。 本 节 将 讨论 另外 两 种 表示 
关系 的 方式 : 一 种 方式 是 使 用 0-1 和 矩阵; 另 一 种 方式 是 使 用 称 为 有 向 图 的 图 形 表达 方式 ， 这 种 
方法 将 在 本 市 后 面 进行 讨论 。 

一 般 说 来 ， 和 矩阵 适用 于 计算 机 程序 中 关系 的 表示 。 男 一 方面 ， 人 们 常常 发 现 使 用 有 向 图 来 
表示 关系 对 理解 这 些 关 系 的 性 质 是 很 有 用 的 。 


5. 3.2 用 和 矩阵 表示 关系 
可 以 用 0-1 和 矩阵 表示 一 个 有 穷 集 之 间 的 关系 。 假设 R 是 从 A={al, a;，…,， a,} 到 B= 
{D1，b,，…，b,) 的 关系 。( 这 里 集合 A 和 集合 B 的 元 素 已 经 按照 某 一 特定 的 次 序列 出 ， 该 次 
序 是 任意 的 。 此 外 ， 当 A 王 如 时 我 们 对 A 和 B 使 用 同样 的 次 序 。) 关 系 尺 可 以 用 和 矩阵 Ma 一 [mv ] 
来 表示 ， 其 中 
1 (awb,) ER 
多 (ajsb,) FR 
换 句 话说 ， 当 a; 和 内 有 关系 时 表示 R 的 0-1 和 矩阵 的 (i， 站 项 是 1， 当 a; 和 bb; 没关系 时 ， 该 项 是 
0( 这 种 表示 依赖 于 A 和 B 中 元 素 的 次 序 )。 
下 面 通过 例 1 一 6， 说明 如 何 用 和 矩阵 来 表示 关系 。 
假设 A={1,，2,，3}, B= 二 {1,，2}。 令 R 是 从 A 到 B 的 关系 ， 如果 aE€EA, bEB 且 
a>b， 则 尺 包 含 (a，5)。 若 a 二 1,， a = 二 2, as 一 3， 页 三 1 丈 三 2 外 表示 六 的 矩阵 是 什 次 ? 
解 ” 因 为 R=={(2，1)，(3,，1)，(3，2)}， 所 以 表示 R 的 和 矩阵 是 


0 0 
办 
Mx 中 的 1 说 明了 有 序 对 (2，1)、(3，1) 和 (3，2) 属 于 R， 0 说 明了 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R。 


恒 
设 A=={al， U2， as}， B= {b， bs bs, b, bs}s 哪些 有 序 对 在 下 面 的 矩阵 所 表示 的 
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关系 尺 中 ? 


和 
1 


解 ” 因 为 R 是 由 ms; 二 1 的 有 序 对 (a,;，6b;) 构 成 的 ， 所 以 
RE (Corb ba (as a rd ya Key 局 
表示 定义 在 一 个 集合 上 的 关系 的 矩阵 是 一 个 方 了 泗 ， 可 以 用 这 个 矩阵 确定 关系 是 否 有 某 种 性 
质 。 铬 对 于 每 个 a€ A 有 (a，a) ER， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 R 是 自 反 的 。 所 以 ，R 是 自 反 
的 当 且 仅 当 对 i 二 1，2，*…，n，(ais 4:)ER。 因 此 ，R 是 自 反 的 当 且 仅 当 对 i=1，2，…,，n， 
mi 二 1。 换 句 话 说 ， 如 果 Mx 的 主 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 等 于 1， 那么 RR 是 自 反 的 ， 如 图 1 所 
示 。 注 意 ， 非 主 对 角 线 上 的 元 素 可 以 是 0 或 1。 
奇 (a，6b)ER 则 (5，a) ER, 那么 关系 尺 是 对 称 的 。 因 此 集合 A 二 {al，as，…，a,} 上 的 关 
系 尺 是 对 称 的 ， 当 上 且 仅 当 只 要 (a;, a;)ER 就 有 (a;，a;)ER。 用 和 矩阵 Ma 来 说 ，R 是 对 称 的 当 
有 目 仅 当 只 要 mj 二 1 就 有 mi 二 1。 这 也 意味 着 只 要 m, 二 0 就 有 m; = 二 0。 因 此 R 是 对 称 的 ， 当 上 且 
仅 当 对 所 有 的 整数 对 i，j( 其 中 i=1，2，…，n，j 二 1，2，…，n) 都 有 m; 二 mr;。 回 顾 2.6 节 
中 和 矩 阵 转 置 的 定义 ， 可 以 得 到 R 是 对 称 的 当 且 仅 当 
My = CCM) 
即 Ma 是 对 称 和 矩阵 。 对 称 关 系 的 矩阵 形式 如 图 2a 所 示 ，。 
] 
> 0 
] 





0 


I a) 对 称 的 b) 反对 称 的 


图 1 自 反 关系 的 0-1 矩阵 ( 非 主 对 角 线 上 图 2 ”对称 和 反对 称 关系 的 0-1 和 矩阵 
的 元 素 可 为 0 或 1) 
关系 尺 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 铬 (a,，5)ER 且 (65,，a)ER 则 a 二 5。 因 此 ， 反 对 称 关 系 的 甜 
阵 有 下 述 性 质 : 如 果 mi 二 1，i 隆 j， 则 mi 三 0。 或 者 ， 换 名 话说 ， 当 i 隆 j 时 ,ms 二 0 或 mi 二 0。 
反对 称 关 系 的 矩阵 形式 如 图 2b 所 示 。 
假设 集合 上 的 关系 R 由 和 矩阵 


yy 0 
Ms: = | 1 :| 
1 | 


表示 ， 玉 是 自 反 的 、 对 称 的 和 /或 反对 称 的 吗 ? 

解 ” 因 为 这 个 矩阵 中 所 有 的 对 角 线 元 素 都 等 于 1， 所 以 R 是 自 反 的 。 又 由 于 Mx 是 对 称 的 ， 
所 以 RR 是 对 称 的 。 也 容易 看 出 民 不 是 反对 称 的 。 4 

布尔 运算 并 和 交 可 以 用 来 (在 2. 6 节 讨 论 的 ) 求 两 个 关系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 。 假 设 集合 A 
上 的 关系 R, 和 Rs 分 别 由 矩阵 Mi 和 M 来 表示 。M 或 Mi 在 某 个 位 置 为 1， 则 表示 关系 的 并 
的 矩阵 的 相应 位 置 为 1。MR 和 Mex, 在 某 个 位 置 同时 为 1， 则 表示 关系 的 交 的 和 矩阵 的 相应 位 置 为 
1。 于 是 ， 关 系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 是 

Mk UR, MMR V NM， ? Me nR， i Me 和 人 Me, 


已 县) 假设 集合 A 上 的 关系 R! 和 R, 由 下 述 和 矩阵 表示 ，R, U R, 和 开门 R 的 和 矩阵 表示 
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1 0 1 6 0 
Ms 三 :|1 © :0|; ,MM = 16 1.1 
0 1 0 LL 
解 这 两 个 关系 的 矩阵 是 
i 
Ma us = MV 一 由 ui 
i 
1 0 1 
Was = | | 
0 0 0 


现在 我 们 来 考虑 怎样 确定 关系 合成 的 矩阵 。 这 个 矩阵 可 以 通过 关系 矩阵 的 布尔 积 ( 见 2.6 
节 ) 得 到 。 特 别 地 ， 假 设 R 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 且 S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 又 假 
设 A、B 和 C 分 别 有 m、n 和 个 元 素 。 令 S。R、R 和 S 的 0-1 和 矩阵 分 别 为 Ms 三 [三 了 ]、 
Mx 二 Lryj]、Ms 二 Lsy (这 些 矩 阵 的 大 小 分 别 为 mX p、mXn 和 nXp)。 有 序 对 (a;，c;) 属 于 
S 。R 当 和 且 仅 当 存在 元 素 b, 使 得 (a;，b,) 属 于 RR 并且 (6b，c;) 属 于 S。 由 此 得 出 it; 二 1， 当 上 且 仅 当 
存在 某 个 上 满足 7; 二 5 二 1。 根 据 布尔 积 的 定义 ， 可 得 
Msor = Mr OMs 
求 关系 S 。R 的 矩阵 ， 其 中 表示 R 和 S 的 矩阵 分 别 是 
1 0 1 lr 0 
0 和 Ms= 二 10 0 1 
0 有 总 直 
解 ”表示 SR 的 矩阵 是 ， 
i ee 
Msor = MOMs= 10 1 1 | 
有 
表示 两 个 关系 合成 的 矩阵 可 以 用 来 求 Me 的 和 矩阵， 特别 地 ， 由 布尔 才 的 定义 有 
Me = Mi 
本 节 练 习 35 要 求证 明 这 个 公式 。 
求 关系 R 的 矩阵 表示 ， 其 中 R 的 矩阵 表示 是 


:i Wl: 
M:=|0 1 1 
下 
解 R” 的 矩阵 表示 是 
由 
M:=M. =|1 1 1 是 
匠 Wi 


5. 3.3 用 图 表示 关系 

前 面 已 经 提 到 ， 关系 可 以 通过 列 出 它 所 有 的 有 序 对 或 使 用 0-1 矩阵 来 表示 。 还 有 一 种 重要 
的 表示 关系 的 方法 就 是 图 。 把 集合 中 的 每 个 元 素 表示 成 一 个 点 ， 每 个 有 序 对 表示 成 一 条 带 有 往 
头 的 弧 ， 弧 上 的 稍 头 标明 了 弧 的 方向 。 当 我 们 把 一 个 有 穷 集 上 的 关系 看 作 有 向 图 时 ， 就 可 以 使 
用 这 种 图 形 表示 。 





形 如 (a，a) 的 边 用 一 条 从 顶点 a 到 自身 的 弧 表示 。 这 种 边 叫 作 环 。 

具有 顶点 a、6b6、c 和 d， 边 (a, B)、(a, d)、(b, b)、(b, d)、(c, a)、 (ec, b) 和 (d,， 
b) 的 有 问 图 如 图 3 所 示 。 对 

集合 A 上 的 关系 RR 表示 成 一 个 有 癌 图 ， 这 个 图 以 A 的 元 素 作 为 顶 
点 ， 以 有 序 对 (a，5) 作 为 边 ， 其 中 (a，6) ER。 这 就 在 集合 A 上 的 关系 
和 以 A 作为 顶点 集 的 有 向 图 之 间 构 成 了 一 一 对 应 。 于 是 ， 每 一 个 关于 关 
系 的 论述 对 应 着 一 个 关于 有 向 图 的 论述 ， 反 之 亦 然 。 有 回 图 将 关系 中 包 
含 的 信息 进行 了 图 形 化 表示 。 因 此 ， 也 常常 用 图 研究 关系 及 其 性 质 。 
(注意 ， 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 可 以 用 一 个 有 向 图 表示 ， 其 中 集合 A 
中 的 每 个 元 素 和 集合 B 中 的 每 个 元 素 都 用 顶点 表示 ， 如 5.1 节 所 示 。 然 4 c 
而 ， 当 A==B 时 ， 这 种 表示 方法 对 关系 中 包含 的 信息 的 表示 比 本 节 描 述 图 3 一 个 有 向 图 
的 有 向 图 表示 法 要 少 得 多 .) 例 8 一 10 说 明了 怎样 用 有 向 图 来 表示 定义 在 
一 个 集合 上 的 关系 。 

定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 

RK = (le (Dd a 

的 有 向 图 表示 如 图 4 所 示 。 攻 

图 5 中 的 有 向 图 所 表示 的 关系 R, 中 的 有 序 对 是 什么 ? 


] 2 


a b 


十 3 
图 4 关系 Ri 的 有 问 图 图 5 关系 Rs 的 有 问 图 


解 ” 关系 中 的 有 序 对 (x，y) 是 
R= (Cl.3) (Ld 1 L220 3 

每 个 有 序 对 都 对 应 了 有 向 图 的 一 条 边 ， 其 中 (2，2) 和 (3，3) 对 应 了 环 。 4 

表示 关系 的 有 向 图 可 以 用 来 确定 关系 是 否 具 有 各 种 性 质 。 例 如 ， 一 个 关系 是 自 反 的 ， 当 且 
仅 当 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 。 因 此 ， 每 个 形 如 Cz，z) 的 有 序 对 都 出 现在 关系 中 。 一 个 关系 是 
对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 有 问 图 不 同 顶 点 之 间 的 每 一 条 边 都 存在 一 条 方向 相反 的 边 ， 因 此 ， 只 要 
(rz，y) 在 关系 中 就 有 (>，z) 在 关系 中 。 类 似 地 ， 一 个 关系 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 在 两 个 不 同 
的 顶点 之 间 不 存在 两 条 方向 相反 的 边 。 最 后 ， 一 个 关系 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 只 要 存在 一 条 从 项 
点 工 到 顶点 y 的 边 和 一 条 从 顶点 y 到 顶点 z 的 边 ， 就 有 一 条 从 顶点 工 到 顶点 = 的 边 ( 完 成 一 个 
三 角形 ， 其 中 每 条 边 都 是 具有 正确 方向 的 有 问 边 )。 

评注 ”对称 关 系 可 以 用 无 向 图 表示 ， 这 个 图 中 的 边 没 有 方向 。 我 们 将 在 第 6 章 研 究 无 
向 图 。 

判断 图 6 中 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 

解 ”因为 关系 $ 的 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 ， 所 以 它 是 自 反 的 。S, 既 不 是 对 称 的 也 不 是 
反对 称 的 ， 因 为 存在 一 条 从 a 到 2 的 边 , 但 没有 从 5 到 a 的 边 ， 并且 5 和 * 两 个 方向 都 有 边 。 
最 后 ，S, 不 是 传递 的 ， 因 为 从 a 到 5 有 边 ， 从 5 到 cc 有 边 ; 但 是 从 a 到 cc 没有 边 。 

因为 在 有 向 图 S, 中 ， 不 是 所 有 的 顶点 都 有 环 ， 所 以 关系 S; 不 是 自 反 的 。 关 系 S; 是 对 称 
的 ， 不 是 反对 称 的 ， 因 为 在 不 同 顶 点 之 间 的 每 条 边 都 伴随 着 一 条 方向 相反 的 边 。 从 有 向 图 中 不 
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难看 出 ， S; 不 是 传递 的 ， 因 为 (c， a) 和 (a， b) 属 于 S, ， 但 (c， b) 不 属于 Sz o | 
RR 
a 
b C C d 
a) 5S, 的 有 问 图 b) 5S, 的 有 癌 图 


图 6 关系 RR 和 S 的 有 向 图 


育 数 编号 练习 
1. 用 和 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3) 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 )。 
a){(l, DD), (1, 2), (1, 3)} 
bY{ CT DN 1 (2 2 C3 BD} 
Vl De 2 Cl, 37, (2 D3 (2 3 (3 
d){(1，37，(35 1)} 
3. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3) 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 整数 )。 
i 于 0 li Pp 
"| 1 0 下 加 | 四 
1 0 1 0 1 0 LL 3 
5. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 尺 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 
7. 确定 练习 3 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 
9. R 是 包含 了 前 100 个 正 整数 的 集合 A 二 {1，2，…，100)} 上 的 关系 ， 如 果 尺 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表示 R 





的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 
a){(a, b) |a>b) b){(a, b) |ab)} {Ca, b) |a 一 0 十 1) 
d){(a, 6b) | a 一 1) e){(a, b) |ab=1)} 


11. 当 尺 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 补 R 的 矩阵 ? 
13. 设 尺 是 矩阵 


Mer = 





所 表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 。 
a)R-! b)R c)R? 
15. 设 尺 是 矩阵 


表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 
a)R:? b) Rs OR 

17. 设 尺 是 ”元 素 集合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 和 矩阵 Me 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那么 在 表示 R 的 
补 R 的 矩阵 ME 中 存在 多 少 个 非 0 元素 ? 

19. 画 出 表示 练习 2 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

21. 画 出 表示 练习 4 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

在 练习 23 一 28 中 ， 列 出 由 下 述 有 向 图 所 表示 的 关系 中 的 有 序 对 。 


23, 入 人 b 27 sa b 


b Ce 
C d a 
29. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 
31. 确定 练习 23 一 25 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 
33. 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 R 的 有 癌 图 得 到 表示 关系 的 逆 R 的 有 向 图 ? 
35. 证 明 : 如 果 Mx 是 表示 关系 R 的 矩阵 ， 那 么 Mk 是 表示 关系 R" 的 矩阵 。 


5.4 关系 的 闭 包 
5.4.1 引言 

一 个 计算 机 网 络 在 波士顿 、 芝 加 哥 、 丹 佛 、 底 特 律 、 纽 约 和 圣迭戈 设 有 数据 中 心 。 从 波 士 
顿 到 芝加哥 、 波 士 顿 到 底特律 、 芝 加 哥 到 底特律 、 底 特 律 到 丹佛 和 纽约 到 圣迭戈 都 有 单 向 的 电 
话 线 。 如 果 存 在 一 条 从 数据 中 心 & 到 2 的 电话 线 ，(a，D 就 属于 关系 及。 我 们 如 何 确定 从 一 个 中 
心 到 另 一 个 中 心 是 否 存 在 一 条 或 多 条 电话 线路 (可 能 不 直接 ) 相 连 ? 由 于 并 不 是 所 有 的 链接 都 是 
直接 相连 的 ， 例 如 从 波士顿 可 通过 底特律 到 丹佛 ， 所 以 不 能 直接 使 用 关系 尺 来 回答 这 个 问题 。 
用 关系 的 语言 说 ，R 不 是 传递 的 ， 因 此 它 不 包含 所 有 能 被 链接 的 有 序 对 。 在 本 节 ， 我 们 可 以 通过 
构造 包含 关系 R 的 传递 关系 S， 上 和 且 S 是 所 有 包含 关系 尺 的 传递 关系 的 子 集 ， 来 找 出 所 有 有 线路 相 
连 的 数据 中 心 对 。 这 里 ，S 是 包含 关系 R 的 最 小 的 传递 关系 。 这 个 关系 称 为 R 的 传递 闭 包 。 


5.4.2 不 同类 型 的 闭 包 


在 及 是 集合 A 上 的 关系 ， 它 可 能 具有 或 者 不 具有 某 些 性 质 P， 例 如 自 反 性 、 对 称 性 或 传递 
性 。 当 民 不 具 有 性 质 P 卫 时 ， 我们 将 求 在 集合 A 上 ,包含 关系 RR 且 具 有 人 性质 P 的 最 小 关系 S。 





若 存在 一 个 关系 S 是 每 一 个 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 集 ， 则 它 必 是 唯一 的 。 为 了 
说 明 这 一 点 ， 假 设 关 系 S$S 和 工 都 具有 性 质 己 并且 都 是 每 一 个 包含 尺 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 
集 。 则 S 和 T 卫 互 为 子 集 ， 所 以 它们 是 相等 的 。 这 样 的 关系 车 存在 ， 则 是 包含 R 的 具有 性 质 P 
的 最 小 关系 ， 因 为 它 是 每 一 个 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 集 。 

我 们 将 说 明 怎 样 求 关系 的 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 。 在 本 节 的 练习 15 和 35， 给 定 
性 质 P， 你 将 看 到 一 个 关系 的 具有 性 质 P 的 闭 包 不 一 定 存在 。 

集合 妈 二 {1，2，3} 上 的 关系 民 二 {C1 1)，(1，。2)，(2，1)， (3，2)} 不 是 自 反 的 。 我 们 炬 
样 才能 得 到 一 个 包含 关系 R 的 尽 可 能 小 的 自 反 关系 呢 ? 这 可 以 通过 把 (2，2) 和 (3，3) 加 到 R 
中 来 做 到 ， 因 为 只 有 它们 是 不 在 RR 中 的 形 如 (a，a) 的 有 序 对 。 这 个 新 关系 包含 了 关系 RR。 此 
外 ,任何 包含 关系 尺 的 自 反 关系 一 定 包 含 (2，2) 和 (3，3)。 因 为 这 个 关系 包含 了 RR， 所 以 是 自 
反 的 ， 并 且 包 含 于 每 一 个 包含 关系 R 的 自 反 关系 中 ， 因 此 它 就 是 关系 RR 的 自 反 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 给 定 集合 A 上 的 关系 尺 ， 对 于 aE€R， 可 以 通过 把 不 在 尺 中 的 所 有 形 
如 (a，a) 的 有 序 对 ， 加 到 关系 R 中， 得 到 关系 尺 的 自 反 闭 包 。 加 入 这 些 有 序 对 后 ， 产 生 了 一 
个 新 的 目 反 的 、 包 含 关系 R 的 关系 ， 并 且 该 关系 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 自 反 关 系 中 。 
由 此 可 得 ， 关 系 RR 的 自 反 闭 包 等 于 RUA， 其 中 A=={(a, a)|a€EA}) 是 A 上 的 对 角 关 系 。( 读 者 
应 对 此 进行 验证 。) 

整数 集 上 的 关系 R=={(a，5) |a<6)} 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 自 反 闭 包 是 


关 系 233 


RUA= {tad |a< BU (wa la EZ = {Dd la 澡 

(和 EE 药 范本 本 1 人 令吉 有 《为 王 孙 其 对 称 的 5 
如 何 产生 一 个 包含 关系 R 的 尽 可 能 小 的 对 称 关 系 呢 ?” 只 需 增加 (2，1) 和 (1，3)， 因 为 只 有 它们 
是 具有 (4a，5)ER 而 (6，a) 不 在 R 中 的 (56，a) 对 。 这 个 新 关系 是 对 称 的 ， 且 包含 了 关系 尺 。 此 
外 ,任何 包含 了 关系 R 的 对 称 关 系 一 定 包 含 这 个 新 关系 ， 因 为 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 
系 一 定 包 含 (2，1) 和 (1，3)。 因 此 ， 这 个 新 关系 叫 作 关 系 R 的 对 称 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 增加 所 有 形 如 (56，a) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 
(a， 引 在 关系 R 中 而 (5，a) 不 在 关系 R 中 。 增 加 这 些 有 序 对 后 产生 了 一 个 新 的 关系 ， 它 是 对 称 
的 ， 包 含 了 R， 并 且 它 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 系 中 。 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 
求 关 系 与 它 的 道 ( 在 5. 1 节 练 习 26 的 前 导 文 中 定义 ) 的 并 来 构造 ， 即 RUR™ 是 关系 R 的 对 称 闭 
包 ， 其 中 R”!=={(5，a) | (a，6)ER}。 这 个 结果 由 读者 自行 验证 。 

包罗 正 整 数 集合 上 的 关系 R= 二 {(a，65) |a 二 6b} 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 对 称 闭 包 是 关系 

RU RY = (tb |aS DD Udima a ,= Cap) la 人 

最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 RR 包含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 大 于 第 二 元 素 ， 
R 包含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 小 于 第 二 元 素 。 二 

假设 关系 RR 不 是 传递 的 ， 我们 如 何 得 到 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 并 使 得 这 个 新 的 关系 包 
含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 中 ?关系 RR 的 传递 闭 包 能 否 通过 已 经 在 关系 尺 中 的 (a，5b) 
和 (5b，c)， 增 加 所 有 形 如 (a，c) 的 有 序 对 构成 ? 考虑 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 R= 二 {(1，3)， 
(1，4)，(2，1)，(3，2)}。 这 个 关系 不 是 传递 的 ， 因 为 对 于 在 R 中 的 (a，) 和 (5，c)， 它 不 包含 
所 有 形 如 (a，o 疏 的 有 序 对 。 这 种 不 在 尺 中 的 有 序 对 是 ，2)、(2，3)、(2，4) 和 (3，1)。 把 这 些 
有 序 对 加 到 R 中 并 不 能 产生 一 个 传递 关系 ， 因 为 所 得 的 结果 关系 包含 (3，1) 和 (1，4)， 但 不 包含 
(3，4) 。 这 说 明 构 造 关 系 的 传递 闭 包 比 构造 它们 的 自 反 闭 包 或 对 称 闭 包 更 复杂 。 下 面 将 介绍 构造 
关系 的 传递 闭 包 的 算法 。 正 如 本 节 后 面部 分 将 要 说 明 的 ， 关系 的 传递 财 包 可 以 通过 增加 那些 一 
定 会 出 现 的 有 序 对 来 得 到 ， 不断 重复 这 个 过 程 ， 直 到 没有 新 增加 的 有 序 对 为 止 。 


5.4.3 有 向 图 中 的 路 径 

我 们 将 看 到 用 有 向 图 表示 关系 有 助 于 构造 关系 的 传递 闭 包 。 为 此 ， 先 引入 某 些 将 要 用 到 的 

术语 。 | 

通过 沿 着 有 向 图 中 的 边 (按照 边 的 箭头 指示 的 相同 方向 ) 移 动 ， 就 可 以 得 到 一 条 有 向 图 中 的 路 径 。 
人 






有 向 图 的 一 条 路 径 可 以 多 次 通过 一 个 顶点 。 此 外 ， 有 回 
图 的 一 条 边 也 可 以 多 次 出 现在 一 条 路 径 中 。 

下 面 哪些 是 图 1 中 的 有 向 图 中 的 路 径 : a，5，e， 
di Ws Es Ey dn Bi ba drs by shen by dd i slby, By 
e，b，a，b，a，b，e? 这 些 路 径 的 长 度 是 多 少 ? 这 个 列表 中 
的 哪些 路 径 是 回路 ? 

解 ” 因 为 (a, 凡 、(5，e) 和 (e，d) 都 是 边 ， 所 以 <，2，e， 
d 是 长 为 3 的 路 径 。 因 为 (c，d) 不 是 边 ， 所 以 a, e, c，d, bb 图 1 一 个 有 向 图 
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不 是 路 径 。 因 为 (6 &)、(as 0 、(c6y .0)、(5，a)、La， a) 和 (a,) 都 是 边 ， 所 以 6, a, c，b, a， 
4 0 是 长 为 6 的 路 径 。 同 理 ， 因 为 (dc) 是 边 ， 所 以 4d,c 是 长 为 1 的 路 径 。(c， 5) 和 (6b，a) 是 
边 ， 所 以 c，65，a 是 长 为 2 的 路 径 。(e，0) 、(5，a) 、(a， 下 、(0 4)、(a,， 5)、(b，e) 都 是 边 ， 
因此 e,， 6b,， a, 65,，a，b,，e 是 长 为 6 的 路 径 。 

两 条 路 径 5，a，c，65,， a,，a;b 和 e,，65, a，b,，a,，b, ee 是 回路 ， 因 为 它们 开始 和 结束 于 同 
一 顶点 。 路 径 a,， 5，e,，d; c，b，a 和 d,，, cc 不 是 回路 。 a 

术语 路 径 也 用 于 关系 。 把 有 向 图 中 的 定义 推广 到 关系 可 知 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 的 序列 a， 
Kis Bn iv bs Blas BHAERS (nr rE Ross) 人手 民 那么 在 民 中 存在 一 
条 从 a 到 5 的 路 径 。 从 关系 中 的 路 径 定义 可 以 得 到 定理 1。 















证 明 使 用 数学 归纳 法 。 根 据 定 义 ， 从 a 到 5 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 当 和 且 仅 当 (a, 5) € 
R。 因 此 当 n==1 时 ， 定 理 为 真 。 

归纳 假设 ,假定 对 于 正 整 数 n， 定 理 为 真 。 从 a 到。 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 
存在 元 素 cE A 使 得 从 a 到 < 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 即 (a，c) ER， 以 及 一 条 从 c 到 5 的 长 为 n 
的 路 径 ， 即 (c，6)E€ R"。 因 此 ， 由 归纳 假设 ， 从 a 到 b 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 存 
在 一 个 元 素 c， 使 得 (a, x)ER 目 (c，65b)ER"s 但 基 若 存在 这 样 一 个 元 素 ,， 当 县 仅 当 (455) E 
R”'。 因 此 ， 从 a 到 b。5 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 上 且 仅 当 (a，6) ER”!。 定 理 得 证 。 4 


5. 4. 4 传递 闭 包 
下 面 证 明 求 一 个 关系 的 传递 闭 包 等 价 于 在 相关 的 有 向 图 确定 哪些 顶点 对 之 间 存 在 路 径 。 由 
此 ， 要 定义 一 个 新 的 关系 。 


tr 



























es 


R* 是 所 


和 


因为 R" 由 有 序 对 (ae， 已 构成， 使 得 存在 一 条 从 顶点 < 到 6 的 长 为 n 的 路 
有 R" 的 并 集 。 换 句 话说 ， 


时 


径 ， 所 以 


R =\jR’ 

许多 模型 中 都 用 到 连通 性 关系 。 

设 R 是 定义 在 世界 上 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 认识 5， 那 么 尺 包 含 (a，5)。 
R" 是 什么 ?其 中 是 大 于 1 的 正 整 数 。R' 是 什么 ? 

解 ” 如 果 存 在 c 使 得 (a，c)ER 且 (c，65)ER， 即 存在 c 使 得 a 认识 c<，c 认识 6565， 那么 关系 
及 世人 党 (a3 0 类 似 地 ， 如 存在 sR zi-i 使 得 a 认识， Ti 认识 lp: Zi 了 认识 
b， 那 么 R" 包含 所 有 这 样 的 有 序 对 (Ca，2) 。 

如 果 存 在 从 & 开 始 至 2 终止 的 序列 ， 使 得 序列 中 的 每 个 人 都 认识 序列 中 的 下 一 个 人 ， 那 么 
R’ 包含 (a， 中 有 序 对 。( 关 于 R" 存在 许多 有 趣 的 猜想 。 你 认为 这 个 连通 关系 包含 以 你 作为 第 一 
元 素 ， 蒙 古 的 总 统 作为 第 二 元 素 的 一 对 元 素 吗 ” 在 第 6 章 中 我 们 将 用 图 建立 这 个 应 用 模型 .) 4 

设 尺 是 定义 在 纽约 市 所 有 地 铁 站 集合 上 的 关系 。 如 果 可 以 从 a 站 不 换 车 就 能 到 达 ， 
站 ， 那 么 尺 包含 有 序 对 (a,， 5)。 当 nn 是正 整数 时 ，R” 是 什么 ? R' 是 什么 ? 

解 如果 换 n 一 1 次 车 就 可 以 从 a 站 到 达 2& 站 ， 关 系 R" 就 包含 这 样 的 有 序 对 (a，65)。 如 果 
需要 可 以 换 车 任意 多 次 ， 能 够 从 a 站 到 4&5 站， 关系 R' 就 由 这 样 的 有 序 对 (a，b) 组 成 。( 读 者 可 以 自 
行 验 证 这 些 论断 。) 4 

设 RR 是 定义 在 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 如果 a 州 和 5 州 有 公共 的 边界 ， 那 么 RR 
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包含 (ae， 妨 。 民 ' 是 什么 ?其 中 是 正 整 数 。R" 又 是 什么 ? 

解 ”关系 R" 由 可 以 从 a 州 恰好 跨越 n 次 州 界 到 达 b 州 的 有 序 对 (a， 扩 构成 。R" 由 可 以 从 a 
州 跨越 任意 多 次 边界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a，5) 构 成 (读者 可 自行 验证 这 些 论 断 ,) 只 有 那些 包含 
与 美国 大 陆 不 相连 的 州 ( 即 含有 阿拉 斯 加 或 夏威夷 ) 的 有 序 对 是 不 在 R* 中 的 。 区 
定理 2 将 证 明 一 个 关系 的 传递 闭 包 和 相关 的 连通 性 关系 是 等 同 的 。 





| 


证 明 注意 由 定义 可 知 ，R" 包含 R。 为 证 明 R" 是 R 的 传递 闭 包 ,我们 必须 证 明 R* 是 传 
递 的 且 对 一 切 包 含 R 的 传递 关系 S， 有 R* 和 5S。 
首先 ， 我 们 证 明 R* 是 传递 的 。 如 果 (a, 四 ER 有 上 且 (b5，c)ER"， 那么 在 R 中 存在 从 a 到 6。 
和 从 5b 到 < 的 路 径 。 我 们 由 从 a 到 6 的 路 径 开 始 ， 并 且 沿 着 从 5 到 c 的 路 径 就 得 到 一 条 从 a 到 cc 
的 路 径 。 因 此 ，(a，c) ER" 。 这 就 得 出 R* 是 传递 的 。 
现在 假设 S 是 包含 R 的 传递 关系 。 因 为 S 是 传递 的 ， 所 以 S" 也 是 传递 的 (读者 可 自行 验证 


这 一 点 )， 并 且 S"CS( 由 5.1 节 定理 1)。 此 外 ， 因 为 


Sr 

和 SSS， 所 以 S' 全 S。 注意 ， 如 果 RCS， 那么 R" 壬 S" ， 因 为 任何 在 R 中 的 路 径 也 是 S 中 的 路 径 。 
因此 ，R" CS" CS。 于 是 ,任何 包含 RR 的 传递 关系 也 一 定 包含 R" 。 因 此 ，R* 是 R 的 传递 闭 包 。 避 
既然 我 们 知道 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 ， 我 们 考虑 这 个 关系 的 计算 问题 。 在 一 个 有 限 的 有 
向 图 中 ， 确 定 两 个 顶点 之 间 是 否 存在 一 条 路 径 ， 不 需要 检测 任意 长 的 路 径 。 正 如 下 面 的 引 理 1 
所 示 ， 检 测 不 超过 n 条 边 的 路 径 就 足够 了 ,这 里 n 是 集合 中 的 元 素 个 数 。 


| A 区 wi A 
3 ‘i! em 所 | 局 党 人 这 Ei a py 
站 后 “A - 六 党 一 人 \ 

A -3 9& \ ap A ”- n :9 ug ys -MAE 
eo ; 6 





























有 
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上 全 2 人 人 ~ Re a A 7 p 
nw er ed We "A MM 
kh cS 8 a 


证 明 假设 在 R 中 存在 从 a 到 5 的 路 径 。 令 mx 是 其 中 最 短路 径 的 长 度 。 假设 zx: 运 ， 
Tis “9 mn 一 19 Tm 是 一 条 这 样 的 路 径 ， 其 中 wo 5 

假设 as=2 且 浆 >?2， 可 得 双 过 2 十 1。 由 锐 巢 原理 ,因为 A 中 有 7 个 顶点 ， 所 以 在 z ，zi， 
Xz，"…，Xn-1 这 m 个 顶点 中 ， 至少 有 两 个 是 相同 的 ( 见 图 2) 。 





可" 1 oA 
PR 和 - 人 | 本 (a 2 、 全 一 一 
~ “2 区 一 ee 一 [人 as 全 
Doc 一 站 = 一 人 ZJ 
Ps . 





Xi+2 





a=X0 加 Xx) Ki 丙 = 娘 太 和 Xxnm=b 
图 2 产生 一 条 长 度 不 超过 的 路 径 
假设 zx; 二 x;， 其 中 0 二 i<j 二 mm 一 1。 那 么 这 条 路 径 包 含 一 条 从 六 到 z 自身 的 回路 。 可 以 
把 这 条 回路 从 由 a 到 4b 的 路 径 中 删除 ， 剩 下 的 路 径 为 Tos Ti "Yr 13 Titly "9 Vn-1? Tm? 
是 从 a 到。 的 一 条 更 短 的 路 径 。 因 此 ， 具 有 最 短 长 度 的 路 径 的 长 度 一 定 小 于 等 于 n。 
a 关 b 的 情况 留 给 读者 作为 练习 。 本 
由 引 理 1， 可 以 得 到 R 的 传递 闭 包 是 RR，R* ，R’ ，…，R" 的 并 集 。 这 是 由 于 在 R" 中 的 两 
个 顶点 之 间 存 在 一 条 路 径 ， 当 且 仅 当 对 某 个 正 整 数 i(i<<n)， 在 R' 中 的 这 些 顶 点 之 间 也 存在 一 
条 路 径 。 因 为 
RRURURUEUR 


unks 


Linkes > 
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并 且 表 示 关 系 的 并 集 的 0-1 矩阵 是 表示 这 些 关 系 的 0-1 矩阵 的 并 ， 所 以 表示 传递 闭 包 的 0-1 乞 
阵 是 尺 的 前 ”次 震 的 0-1 矩阵 的 并 。 








求 关系 RR 的 传递 闭 包 的 0-1 矩阵 ， 其 中 
1 


解 ” 由 定理 3，R" 的 0-1 和 矩阵 是 
Mi: 一 MeV Me V Me 


因为 
1 1 1 1 1 
We sr GF Vt Ma | 
es | i 
所 以 
| iQ 和 ' 节 CN 
Ys 
Ws 证 A "oe .由 4 


定理 3 可 以 作为 计算 关系 R* 的 矩阵 的 算法 基础 。 为 求 出 这 个 矩阵， 要 连续 计算 Mx 的 布 
尔 备 ， 直 到 第 n 次 窒 为 止 。 当 计算 每 次 瞪 时 ， 就 求 出 这 个 竹 与 所 有 和 较 小 的 禾 的 并 。 当 进行 到 第 
n 次 响 时 ， 就 得 到 关于 R" 的 矩阵 。 这 个 过 程 见 算法 1。 


算法 1 计算 传递 闭 包 的 过 各 
procedure transitive closure(Mr : nXn 的 0-1 短 阵 ) 
A :二 Me 


fori :一 2 ton 
A :二 AC)Mk 
B:=BVA 
return B{B 是 表示 R* 的 0-1 矩阵 ) 





我 们 可 以 容易 地 求 出 用 算法 虐 求 关系 的 传递 闭 包 所 使 用 的 比特 运算 次 数 。 计 算 布 尔 寡 Mix， 
MR. ，…，Mx" 需要 求 出 2 一 1 个 2Xz 的 0-1 和 抢 阵 的 布尔 积 。 计 算 每 个 布尔 积 使 用 之 (2x 一 1) 次 
比特 运算 。 因 此 ， 计 算 这 些 乘 积 使 用 rn (2n 一 1)(n 一 1) 次 比特 运算 。 

为 从 个 Mx 的 布尔 寡 求 Mk" ， 需 要 求 n 一 1 个 0-1 和 矩阵 的 并 。 计 算 每 一 个 并 运算 使 用 ww 次 
比特 运算 。 因 此 ， 在 这 部 分 计算 中 使 用 (n 一 1)w 次 比特 运算 。 所 以 ， 当 使 用 算法 1 计算 定义 在 n 
个 元 素 的 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 的 矩阵 时 ， 需 要 用 《62n 一 1)(x 一 1]) 十 (rn 一 Dx 二 2r (nn 一 1) 次 
比特 运算 ， 即 该 算法 复杂 度 为 O(n')。 本 节 后 面部 分 将 要 描述 一 个 更 有 效 的 求 传递 闭 包 的 算法 。 


5.4.5 沃 会 尔 算 法 

沃 舍 尔 算法 得 名 于 史 带 芬 。 沃 舍 尔 ， 他 在 1960 年 给 出 该 算法 。 这 个 算法 能 够 高 效 地 计算 
关系 的 传递 闭 包 。 算 法 1 求 出 定义 在 n 元素 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 需 要 使 用 2n (n 一 1) 次 比 
特 运 算 。 而 沃 舍 尔 算法 只 需要 使 用 27 次 比特 运算 就 可 以 求 出 这 个 传递 闭 包 。 


评注 ” 沃 舍 尔 算法 有 了 时 也 叫 作 罗 伊 沃 使 尔 算法 ， 因 为 伯 纳 德 ， 罗 伊 (B。Roy) 在 1959 年 描 
述 了 这 个 算法 。 

假设 尺 是 定义 在 ”个 元 素 集合 上 的 关系 。 设 就， 内，…，w 是 这 个 元 素 的 任意 排列 。 沃 
舍 尔 算法 中 用 到 一 条 路 径 的 内 部 顶点 的 概念 。 如 果 a，zi，zxs，…，x,_1，b 是 一 条 路 径 ， 它 的 
内 部 顶点 是 zi; ，zx;，…，z,_1， 即 除了 第 一 和 最 后 一 个 顶点 之 外 出 现在 路 径 中 的 所 有 顶点 。 例 
如 ， 有 向 图 中 的 一 条 路 径 a，c，d，f，g，hh，6s jj 的 内 部 顶点 是 c,d,， ff， g, hh, b, a, ce， 
d，a，f， 的 内 部 顶点 是 <，d，a，f。( 注 意 这 条 路 径 的 起 点 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 这 条 路 径 再 
次 访问 它 ， 且 不 是 作为 终点 来 访问 的 。 类 似 地 ， 这 条 路 径 的 终点 也 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 它 在 这 
之 前 曾 被 这 条 路 径 访问 过 ， 且 不 是 作为 起 点 来 访问 的 。) 

沃 舍 尔 算法 的 基础 是 构造 一 系列 的 0-1 和 矩阵。 这些 和 矩阵 是 W。，W,，…，W,， 其 中 W, = 
MA 是 这 个 关系 的 0-1 矩阵 ， 且 W 二 [ws，]。 如 果 存 在 一 条 从 v; 到 wv 的 路 径 使 得 这 条 路 径 的 所 
有 内 部 顶点 都 在 集合 {，v,，…， 尺 }( 表 中 的 前 个 顶点 ) 中 ， 那 么 w= 二 1]， 否 则 为 0( 这 条 路 
径 的 起 点 和 终点 可 能 在 表 中 的 前 个 顶点 的 集合 之 外 )。 注 意 W, 二 Mr: ， 因 为 Mr: 的 第 (i， 
项 是 1， 当 且 仅 当 存 在 一 条 从 vw; 到 vw) 的 路 径 ， 且 全 部 内 部 顶点 都 在 集 。 4 g 
合 { 妈 ，ww，…，w,}) 中 (但 这 些 就 是 有 向 图 中 的 所 有 顶点 )。 例 8 说 明了 
和 矩阵 W 表示 的 是 什么 。 

CC 国 设 尺 是 一 个 关系 ， 它 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 设 a, b,c,，d 是 

合 元 素 的 排列 。 求 矩阵 W, ，W, ， 岗 , ， 克 , ， 克 , 。 和 矩阵 克 , 是 关系 尺 的 2 


ww 6 
传递 闭 包 。 图 3 关系 RR 的 有 向 图 
解 ” 令 访 二 a， 区 = 二 5， 汤 二 ec， 久 4 二 d。W 是 这 个 关系 的 和 矩阵， 于 是 

0 0 yr 

Ee i 
Wo = 

ee 

So 


如 果 存 在 一 条 从 v 到 w 的 且 只 有 wi 二 a 作为 其 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 (i， 站 项 为 1。 
注意 因为 所 有 长 为 1 的 路 径 没 有 内 部 项 点， 所 以 仍旧 可 以 使 用 这 些 路 径 。 此 外 存在 一 条 从 5 到 
d 的 路 径 ， 即 56，a，d。 因 此 

0 & & 1 

WwW. = 1 0 .1 

1 0 1 
0 0 1 0 

如 果 存 在 一 条 从 wv; 到 wv 的 且 只 有 wi 二 a 和 /或 v= 二 5 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wo 的 (i, 站 
项 为 1。 因为 没有 边 以 5 作为 终点 ， 所 以 当 我 们 允许 5 作为 内 部 顶点 时 不 会 得 到 新 的 路 径 。 因 
此 ，W, 二 Wi 。 

若 存 在 一 条 从 v; 到 vv; 的 只 有 vi 二 a、w 二 5b 和 /或 v= 二 cc 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 W 的 (i， 
站 项 为 1。 现在 有 从 d 到 a 的 路 径 ， 即 4，c,， a 和 从 4d 到 4 的 路 径 ， 即 4，c，4d。 因 此 
0 箔 号 1 

外 有 1 
W, = 

15 0 "DO" 
TQ ¥ 

最 后 ， 如 果 存 在 一 条 从 wv; 到 w; 的 路 径 ， 并 且 以 WW 二 a、w 二 5、ws 二 c 和 /或 wv 二 4d 作为 内 
部 项 点， 那么 W, 的 人 (z，7) 项 为 1。 因为 这 些 是 图 的 全 部 顶点 ， 所 以 此 项 为 1， 当 且 仅 当 存 在 一 


条 从 U; 到 | 也 的 路 径 。 因此 
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@ 是 主 
1011 
Wi = 
.条 扫 
1 
这 个 最 后 的 矩阵 W, 就 是 传递 闭 包 的 矩阵 。 4 


沃 舍 尔 算法 通过 有 效 地 计算 W, 二 Mk，Wi，W;，…，W, 三 Mx: 来 计算 Mr 。 不 难看 出 ， 
可 以 直接 从 Wi 计算 W: 存在 一 条 从 Ui 到 ， 的 只 以 wi， Wn 中 的 顶点 作为 内 部 顶点 的 
路 径 ， 当 且 仅 当 要 么 存在 一 条 从 v; 到 ww, 的 且 内 部 顶点 是 列表 中 前 & 一 1 个 顶点 的 路 径 ， 要 么 存 
在 从 v; 到 wi 的 路 径 和 从 wv 到 w 的 路 径 ， 且 这 些 路 径 的 内 部 顶点 仅 在 列表 中 的 前 一 1 个 顶点 
中 。 这 就 是 说 ， 要 么 在 v 被 允许 作为 内 点 之 前 从 vw; 到 vw 已 经 存在 一 条 路 径 ， 要 么 允许 v 作为 
内 部 顶点 产生 一 条 从 vi; 到 wv 然后 从 vi 到 vw 的 路 径 。 这 两 种 情况 如 图 4 所 示 。 


VU, 





情况 1 WR 和 
vv Vv DSS 
一 一 村 一 
{Vi, ts, Vi} {Us Wh ys Ve } 0 
中 的 全 部 内 点 中 的 全 部 内 点 


图 4 把 区 加 到 允许 使 用 的 内 部 顶点 集中 
第 一 种 类 型 的 路 径 存在 当 且 仅 当 内“ 一 1， 第 二 种 类 型 的 路 径 存在 当 且 仅 当 册 “=1 和 


[一 器 
TW 


[4—1] 


=1。 于 是 ,wy 等 于 1 当 且 仅 当 或 者 由 一 1 或 者 让 也 =1 和 地， 一 1。 由 此 得 到 引 理 2。 












” 引 理 2 提供 了 高 效 计算 和 矩阵 W,(&=1，2，…， 站 的 方法 。 我 们 使 用 引 理 2 把 沃 含 尔 算法 


的 伪 码 在 算法 2 中 给 出 。 


算法 2 沃 舍 尔 算法 
procedure Warshall(Mx : nXn 的 0-1 矩阵) 
W := Mex 
for &k :=] ton 
for z :一 1 ton 
for ) :一 1 ton 


Ws :VWs V (wa NM ws ) 
return W{‘W= Lrw; ] 是 Me:: ) 





沃 舍 尔 算法 的 计算 复杂 度 可 以 很 容易 地 以 比特 运算 的 次 数 进行 计算 。 使 用 引 理 2， 从 项 
、w “和 wi “ 求 出 项 wy 需要 2 次 比特 运算 。 从 Wi_, 求 出 W 的 所 有 mn 个 项 需要 2 
次 比特 运算 。 因 为 沃 舍 尔 算法 从 W, = 于 Me 开始 ， 所 以 计算 nn 个 0-1 矩阵 的 序列 W,，W,，…， 
W, 二 Mr ， 使 用 的 比特 运算 总 次 数 是 nn，2n 二 2n。 
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育 数 编号 练习 
1. 设 RR 是 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ，R 中 包含 有 序 对 (0，1)， (1,， 1) (1, 2)s (2, 0)， 


(2 2) 和 (3， 0), 求 
a)R 的 自 反 闭 包 b)R 的 对 称 闭 包 


3. 设 尺 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a，6b) |a 整除 6)}，R 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 
在 练习 5 一 7 中 ， 务 出 给 定 有 向 图 所 表示 的 关系 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 。 


~、 


7 
19. 


21. 


23. 
25, 


27. 
29. 


31. 


$3, 
35, 


b r b 


d d 


9. 对 于 练习 5 一 7 的 有 问 图 表示 的 关系 ， 找 出 关系 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 。 
11. 
13. 
15. 


对 于 练习 5 一 7 的 每 个 有 向 图 表示 的 关系 ， 求 包含 它 的 最 小 的 自 反 且 对 称 的 关系 的 有 向 图 。 

假设 有 穷 集 A 上 的 关系 及 由 矩阵 Mx 表示 ， 证 明 表 示 R 的 对 称 闭 包 的 矩阵 是 Mr V MI。 

什么 时 候 可 能 定义 一 个 关系 R 的 反 自 反 闭 包 ， 即 一 个 包含 R 的 关系 是 反 自 反 的 且 被 包含 在 每 一 个 包 
含 R 的 反 自 反 关系 中 ? 

求 出 练习 16 的 有 向 图 中 所 有 长 为 3 的 回路 。 

设 尺 是 集合 {1，2，3，4，5} 上 的 关系 ， 尺 包含 有 序 对 (1，3)，,(2,， 4)，(3，1), (3, 5)，(4， 3)， 
(Sr 3T7 (5, CES D7 夹 

a)R’ b) Rs c)R: 

d) Rs e) R’ DR’ 

设 尺 是 所 有 学 生 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 了 关 5 且 a 和 6b 至少 有 一 门 是 公共 课程 ， 则 R 包含 了 有 序 对 
(a，5b)。 什 么 时 候 (a， 中 在 下 面 的 关系 中 ? 

a)R’ b) Rs OR’ 

假设 关系 R 是 对 称 的 ,证明 R" 是 对 称 的 。 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

SE Sy 

BE. TE CB BD Ss Lh Cs CT 

eC Oss By Ts a CG Ds Bs A 

di 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 25 中 关系 的 传递 闭 包 。 

求 出 包含 关系 {(1，2)，(1，4)，(3，3)，(4，1)}) 的 最 小 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 和 传递 的 b) 对 称 的 和 传递 的 c) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 

已 经 设计 出 算法 用 O(n**) 次 比特 运算 来 计算 两 个 nXn 的 0-1 矩阵 的 布尔 积 。 假 设 可 以 使 用 这 些 算 
法 ， 给 出 用 算法 1 和 沃 舍 尔 算 法 求 n 元 素 集 合 上 关系 的 传递 闭 包 所 用 比特 运算 次 数 的 大 OO 估计 。 
修改 算法 1 找 出 n 元素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 ，。 

证 明 : 集合 {0，1，2} 上 的 关系 R= 二 {(0,，0)，(0,，1)，(1，1)，(2，2)}) 关 于 下 述 性 质 P 的 闭 包 不 存 
在 ， 如 果 P 的 性 质 是 

a) “不 是 自 反 的 ” b) “有 奇数 个 元 素 ” 


5.5 等 价 关 系 
5i5 秆 了 引言 


在 一 些 程序 设计 语言 中 ， 变 量 的 命名 可 以 包含 无 数字 符 。 然 而 ， 当 编译 器 要 检查 两 个 变量 


是 否 相 同时 ， 对 字符 的 数量 就 有 限制 。 例 如 ， 在 传统 的 C 中 ， 编 译 器 只 检查 变量 名 的 前 8 个 字 
符 ( 这 些 字 符 是 大 写 或 小 写字 母 、 数 字 或 下 划 线 )。 所 以 ， 对 于 长 度 大 于 8 的 字符 串 ， 若 它们 的 
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前 8 个 字符 一 样 ， 编 译 器 就 认为 它们 是 相同 的 串 。 设 尺 是 定义 在 字符 串 集合 上 的 关系 ，* 和 1 
是 两 个 字符 串 ， 如 果 * 和 z 至 少 有 8 个 字符 长 且 s 和 上 的 前 8 个 字符 相同 ， 或 者 ;==:， 则 sRt。 
容易 得 出 RR 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 而 且 ，R 把 所 有 字符 串 的 集合 分 成 多 个 类 ， 传统 C 的 
编译 器 认为 在 特定 类 中 的 所 有 字符 串 是 相同 的 。 

如 果 4 整除 a 一 bp， 整数 a 和 6&5 有 模 4 同 余 的 关系 。 后 面 我 们 将 证 明 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 
称 的 和 传递 的 。 不 难看 出 a 和 4 相关 ， 当 和 且 仅 当 被 4 整除 时 ，a 和 6 有 相同 的 余数 。 这 个 关系 
将 整数 集 划 分 成 4 个 不 同 的 类 。 当 我 们 仅 关 心 一 个 整数 被 4 整除 的 余数 时 ， 我们 只 需要 知道 它 
在 哪个 类 而 不 必 知 道 它 的 特定 值 。 

R 和 模 4 同 余 这 两 个 关系 是 等 价 关系 的 例子 ， 即 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 本 节 将 
证 明 这 种 关系 把 集合 划分 成 由 等 价 元 素 构 成 的 不 相交 的 类 。 当 我 们 仅 关心 集合 的 一 个 元 素 是 否 
在 某 个 元 素 类 中 ， 而 不 介意 它 的 具体 值 时 ， 就 出 现 了 等 价 关 系 。 


5.5.2 等 价 关 系 
nay 在 这 一 节 ， 我 们 将 研究 具有 一 组 特殊 性 质 的 关系 ， 可 以 用 这 组 性 质 为 在 某 一 方面 类 似 的 相 
关 个 体 之 间 建 立 联系 。 





等 价 关 系 在 数学 和 计算 机 科学 中 都 很 重要 。 原 因 之 一 是 ， 在 等 价 关 系 中 ， 硅 两 个 元 素 有 关 
联 ， 就 可 以 说 它们 是 等 价 的 。 





为 了 使 等 价 元 素 的 概念 有 意义 ， 每 个 元 素 都 应 该 等 价 于 它 自身 ， 因为 对 于 等 价 关 系 来 说 ， 
自 反 性 是 一 定 成 立 的 。 i 说 a 和 2 是 相互 关联 也 是 正确 的 (而 不 仅 是 a 关联 于 5)， 
因为 如 果 a 关联 于 5， 由 对 称 性 ，65 也 关联 于 a。 此 外 ， 因 为 等 价 关系 是 传递 的 ， 所 以 如 果 a 和 
b 等 价 且 5 和 c 等 价 ， 则 可 得 出 a 和 < 也 是 等 价 的 。 

例 1 一 5 说 明了 等 价 关 系 的 概念 。 


设 R 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 ， 满 足 aR6b 当 且 仅 当 a 二 5 或 4 二 一 6。 在 5.1 节 中 ,我 
SF 对 称 的 和 传递 的 。 因 此 R 是 等 价 关 系 。 4 
somas 设 尺 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 “一 "是 整数 。 尺 是 等 价 关 系 吗 ? 


e 因为 对 所 有 的 实数 we，a 一 4a=0 是 整数 ， 即 对 所 有 的 实数 a， 有 aRa， 因 此 RR 是 自 反 
的 。 假 设 aR6， 那 么 a 一 5 是 整数 ， 所 以 5 一 a 也 是 整数 。 因 此 有 5Ra。 由 此 ，R 是 对 称 的 。 如 
果 aRb 且 5bRc， 那么 a 一 b 和 6 一 c 是 整数 ， 所 以 a 一 c= 二 (a 一 中 十 (5 一 ) 也 是 整数 。 因 此 aRc。 所 
以 ，R 是 传递 的 。 综 上 所 述 ，R 是 等 价 关系 。 a 

最 广泛 使 用 的 等 价 关 系 之 一 是 模 m 同 余 关 系 ， 其 中 m 是 大 于 1 的 整数 。 

模 m 同 余 设 交 是 大 于 1 的 整数 。 证 明 以 下 关系 是 定义 在 整数 集 上 的 等 价 关 系 。 

R= {(asb) |a = b(mod m)} 

解 a 夺 b(mod m)， 当 和 且 仅 当 m 整除 a 一 6。 注意 4a 一 a 二 0 能 被 m 整除 ， 因 为 0 二 0，m。 
此 a 硅 a(mod m2)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 自 反 的 。 假 设 4 三 b(mod m)， 那 么 a 一 b 能 被 m 整除 ， 
即 a 一 5 二 km， 其 中 上 有 是 整数 。 从 而 6 一 a 二 (一 kj)jm， 即 6 二 a(mod m)， 因 此 模 m 同 余 关 系 是 对 
称 的 。 下 面 假设 c 反 & mod m) 和 6b 三 c(mod m)， 那 么 mm 整除 a 一 b 和 6b 一 c。 因 此 ， 存 在 整数 有 和 
1， 使 得 a 一 6 二 km 和 64 一 c= 二 lim。 把 这 两 个 等 式 加 起 来 得 4 一 c= (4a 一) 十 (5 一 c) = 二 km 十 lm 二 
(k 十 mx。 于 是 ，a 硅 c(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 传递 的 。 综 上 所 述 ， 模 mx 同 余 关 系 是 等 
价 关系 。 a 
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局 且 ) 设 RR 是 定义 在 英文 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 i(a)= 
1(b)， 其 中 !(Cz) 是 字符 串 工 的 长 度 。 尺 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ”因为 !(a) 王 上 (ea)， 所 以 只 要 a 是 一 个 字符 串 ， 就 有 aRa， 故 RR 是 自 反 的 。 其 次 ， 假 设 
aRb， 即 i(a) 二 1(5)。 那 么 有 bRa， 因 为 1(5)= 二 l(a)， 所 以 R 是 对 称 的 。 最 后 ,假设 aRb 是 
bRc， 那 么 有 i(a)= 二 1(5) 和 1(65)= 二 l(c)。 因 此 la) 二 lc)， 即 aRc， 从 而 尺 是 传递 的 。 由 于 R 是 
自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 所 以 R 是 等 价 关系 。 本 

设 n 是正 整 数 ，S 是 字符 串 集合 。 假 定 尺 ,是 S 上 的 关系 ，sRt 当 且 仅 当 三 上 或 者 
和 上 都 至 少 含有 n 个 字符 ， 且 和 : 的 前 n 个 字符 相同 。 就 是 说 ， 少 于 nn 个 字符 的 字符 串 只 与 它 
自身 以 关系 及, 相关 联 ; 一 个 至 少 含 有 7 个 字符 的 字符 串 s 与 字符 串 上 相关 联 当 且 仅 当 上 也 含有 
至 少 nn 个 字符 且 t 以 :最 前 面 的 n 个 字符 开始 。 例 如 ， 设 n=3，S 是 所 有 比特 串 的 集合 ，sR:i 
当 s 二 或 者 s 和 + 均 为 长 度 至 少 为 3 的 比特 串 ， 且 前 3 个 比特 相同 。 例 如 ，01 R, 01、00111 R; 
00101， 但 01 RR, 010、01011 RR, 01110。 

证 明 : 对 所 有 的 字符 串 集 S 和 所 有 的 正 整 数 n，R, 是 定义 在 S 上 的 等 价 关 系 。 

解 设 * 是 S 中 的 一 个 字符 串 ， 由 =， 可 得 sR,s， 所 以 关系 尺 , 是 自 反 的 。 如 果 sR,z， 
那么 或 者 := 上 或 者 ys 和 : 都 至 少 含有 个 字符 ， 且 以 相同 的 个 字符 开始 。 这 意味 着 tR,s 成 
立 。 所 以 R, 是 对 称 的 。 

现在 假设 sR,t 目 tR,u。 则 有 s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含 有 2 个 字符 且 以 相同 的 个 字符 开 
始 ， 还 有 三 x 或 者 和 xz 都 至 少 含 有 ?2 个 字符 且 以 相同 的 2 个 字符 开始 。 由 此 可 以 推出 s 二 或 
者 s 和 w 都 至 少 含有 7 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开始 (因为 在 这 种 情形 下 ， 我们 知道 s、t+ 和 
都 至 少 有 个 字符 ， 且 s 和 w 都 与 t 一 样 以 相同 的 n 个 字符 开始 )。 所 以 R, 是 传递 的 。 综 上 所 
述 ，R, 是 一 个 等 价 关系 。 和 

在 例 6 和 例 7 中 ， 将 看 到 两 个 非 等 价 的 关系 。 

2 证 明 : 定义 在 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 不 是 等 价 关 系 。 

解 由 5.1 节 中 的 例 9 和 例 15 可 知 ,“ 整 除 ” 关 系 是 自 反 和 传递 的 。 但是， 由 5.1 节 中 的 
例 12 可 知 ， 此 关系 不 是 对 称 的 (例如 ，214 但 4 少 2)。 所 以 得 出 ， 正 整数 上 的 “整除 ”关系 不 
是 等 价 关 系 。 二 

设 尺 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 z 和 >y 是 差 小 于 1 的 实数 ， 即 | z 一 >| 二 1。 
证 明 R 不 是 等 价 关系 。 

解 RR 是 自 反 的 ， 因 为 只 要 xzE€ER， 就 有 |zx 一 zx|= 二 0 二 1。R 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 zRy，z 
和 y 是 实数 ,那么 有 |zx 一 y| 二 1， 由 此 |y 一 x|= 二 |x 一 y| 二 1， 因此 yRz。 然 而 ，R 不 是 等 价 关 
系 ， 因 为 它 不 是 传递 的 。 取 x=2.8，、y=1.9 和 z=1.1， 这 样 |x 一 y|==|2.8 一 1.9|==0. 9 过 1、 
1y 一 z| = 二 |1.9 一 1.1|==0.8 过 1, 但 是 |x 一 z|= 二 |2.8 一 1.1|=1.71。 这 就 是 说 ，2. 8R1. 9、 
loRL Ll dE Rl a 





5.5.3 等 价 类 

设 A 是 所 有 的 高 中 毕业 生 的 集合 。 考 虑 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 ，R 由 所 有 的 对 (zx，y) 
构成 ， 其 中 工 和 y 从 同一 高 中 毕业 。 给 定 学 生 xz， 我 们 可 以 形成 与 x 具有 R 等 价 关 系 的 所 有 学 
生 的 集合 。 这 个 集合 由 与 工 在 同一 高 中 毕业 的 所 有 学 生 构成 。A 的 这 个 子 集 叫 作 这 个 关系 的 一 


















wy 


a ey Ny 

ww) Ri 上 可 下 本 po Os 一 -oe ee 
ee 从 六 RU | v 入 > 时 4 ht hi Bs ee We “bE 
v So a 2 生 -i wi “me b -i i iE* 4 | 
f " 和 . 页 于 二 9 人 南 于 时 1 时 下 


集合 A 上 的 等 价 关系 ， 则 元 素 a 的 等 价 类 是 
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换 句 话说 ， 如 果 R 是 定义 在 


[alk = {s|(a;s) € R} 
如 果 bELajs，5 叫 作 这 个 等 价 类 的 代表 元 。 一 个 等 价 类 的 任何 元 素 都 可 以 作为 这 个 类 的 代表 
元 。 也 就 是 说 ， 选 择 特定 元 素 作 为 一 个 类 的 代表 元 没有 特殊 要 求 。 
对 于 例 1 中 的 等 价 关系 ， 一 个 整数 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 ” 在 这 个 等 价 关 系 中 ， 一 个 整数 等 价 于 它 自身 和 它 的 相反 数 。 从 而 Laj= 二 {一 a，a}。 这 
个 集合 包含 两 个 不 同 的 整数 ， 除 非 a 二 0。 例 如 , [7 二 4 一 7， 7}、 上 一 5 避 = (一 5，5)、[L0j = 
{0}。 4 
对 于 模 4 同 余 关系 ，0 和 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 0 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 0(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 能 被 4 整除 的 那些 
整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，0 的 等 价 类 是 
[0] 二 各， 一 8， 一 4 0, 4，8，…) 
1 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 1(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 1 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，1 的 等 价 类 是 
[i 7 3 1 9 ) 
2 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 2(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 2 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，2 的 等 价 类 是 
[2]={…， 一 6， 一 2，2，6，10，…} 
3 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 3(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 3 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，3 的 等 价 类 是 
[3 = 7 117 
注意 ， 每 一 个 整数 都 恰好 在 四 个 等 价 类 的 一 个 中 ， 并 且 整 数 在 包含 i mod 4 的 类 中 。 4 
在 例 9 中 找到 了 0，1，2 和 3 关于 模 4 同 余 的 等 价 类 。 用 任何 正 整 数 m 代替 4， 很 容易 把 
例 9 加 以 推广 。 模 m 同 余 关系 的 等 价 类 叫 作 模 m 同 余 类 。 整 数 a 模 m 的 同 余 类 记 作 [Laj,， 满 
足 [ej, = 二 人 {1%va 一 2m， 4 一 1 ay 4 十 机 wa 十 2m，~…}}。 例如 ， 从 例 9 得 出 [0],=={…， 一 8， 
40 LB Es 3 1 879 we}s 
对 于 例 5 中 所 有 比特 串 集合 上 的 等 价 关 系 R; 而 言 ， 串 0111 的 等 价 类 是 什么 ? ( 回 
顾 sR:z 当 且 仅 当 s、t 是 满足 如 下 条 件 的 比特 串 : s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 个 比特 ， 且 s 和 1 
的 前 3 个 比特 相同 。) 
解 等 价 于 0111 的 是 以 011 开始 ， 至 少 含有 3 个 比特 的 比特 串 。 它 们 是 011，0110， 
0111w01100» 01101，01110，01111 等 。 所 以 
[011]x ={011, 0110, .0111，01100，01101，01110，01111，…) 4 
C 程序 设计 语言 中 的 标识 符 ” 在 C 语言 中 ,标识 符 是 变量 、 函 数 或 者 其 他 类 型 的 实 
体 的 名 字 。 每 个 标识 符 是 一 个 非 空 字符 串 ， 串 中 的 每 个 字符 可 以 是 大 写 或 小 写 的 英文 字母 、 数 
字 或 下 划 线 ， 而 且 第 一 个 字符 必须 为 大 写 或 小 写 的 英文 字母 。 标 识 符 的 长 度 是 任意 的 ， 这 就 使 
得 开发 者 可 以 按照 自己 的 意愿 使 用 一 定数 量 的 字符 来 命名 一 个 实体 ， 比 如 变量 。 然 而 ， 对 于 某 
些 版 本 的 C 编译 器 来 说 ， 当 比较 两 个 名 字 看 它们 是 否 表 示 同 一 事物 的 时 候 ， 实 际 检查 的 字符 个 
数 是 有 限制 的 。 例 如 ， 当 两 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 时 ， 标 准 C 编译 器 就 认为 它们 是 相同 
的 。 所 以 ， 开 发 者 就 必须 小 心 ， 不 要 使 用 前 31 个 字符 相同 的 标识 符 来 表示 不 同 的 事物 。 我 们 
可 以 看 出 ， 如 果 两 个 标识 符 由 例 5 中 的 关系 R;,, 联 系 起 来 ,那么 它们 将 被 视 做 相同 。 由 例 5 知 
道 ， 在 标准 C 的 标识 符 集 上 ， 关 系 R, 是 一 个 等 价 关 系 。 
考虑 标识 符 Number of tropical storms、Number of named tropical_ storms、Number_of_ 
named_tropical _ storms_in_ the Atlantic in 2017， 它 们 的 等 价 类 各 是 什么 ? 
解 ”注意 当 一 个 标识 符 的 长 度 小 于 31 的 时 候 ， 根 据 Rs 的 定义 ， 它 的 等 价 类 只 包含 它 目 
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身 。 因 为 标识 符 Number_of tropical_storms 只 含有 25 个 字符 ， 所 以 它 的 等 价 类 只 含有 一 个 元 
素 ， 即 它 自 己 。 标 识 符 Number_ of named_tropical _storms 的 长 度 刚 好 为 31。 以 这 31 个 字符 开 
始 的 标识 符 就 与 它 等 价 。 所 以 ， 每 个 长 度 至 少 为 31， 且 以 Number_of_named_tropical_storms 
开始 的 标识 符 都 与 这 个 标识 符 等 价 。 所 以 得 出 ，Number_of_named_tropical_storms 的 等 价 类 是 
所 有 以 Number of named _tropical _ storms 这 31 个 字符 开始 的 标识 符 的 集合 。 

一 个 标识 符 与 Number_ of_ named_tropical _ storms_in the Atlantic in 2017 等 价 ， 当 且 仅 当 
它 以 Number of named tropical storms_in_the_Atlantic_in_ 2017 的 前 31 个 字符 开始 。 因 为 这 
31 个 字符 是 Number_of_named_tropical_storms， 所 以 我 们 看 到 一 个 标识 符 与 Number of 
named_tropical_storms_in_the Atlantic in 2017 等 价 ， 当 且 仅 当 它 与 Number_of named_ 
tropical_storms 等 价 。 就 是 说 ， 最 后 这 两 个 标识 符 的 等 价 类 是 相同 的 。 本 


5.5,4 等 价 类 与 划分 

设 A 是 你 们 学 校 恰好 主 修 一 个 专业 的 学 生 的 集合 ，R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 如 果 工 和 y 
是 主 修 同一 专业 的 学 生 ， 则 (xz，y) 属 于 R。 那 么 正如 读者 可 以 验证 的 ，R 是 等 价 关 系 。 我 们 可 
以 看 出 RR 将 A 中 的 所 有 学 生 分 成 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 包 含 某 个 特定 专业 的 学 生 。 例 
如 ， 一 个 子 集 包含 所 有 (只 主 修 ) 计 算 机 专业 的 学 生 ， 第 二 个 子 集 包 含 所 有 主 修 历史 专业 的 学 
生 。 而 且 这 些 子 集 是 R 的 等 价 类 。 这 个 例子 说 明 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 怎样 把 一 个 集合 划分 成 
不 相交 的 非 空子 集 。 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 把 这 些 概念 进一步 精确 化 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 定 理 1 将 证 明 A 中 两 个 元 素 所 在 的 等 价 类 或 者 是 相 
等 的 或 者 是 不 相交 的 。 





证 明 首先 证 明 (i 推 出 (iD 。 假 设 <R2， 我 们 将 通过 [ojJjSLo 和 [Lo 三 Laj 来 证 明 Loj 王 LO 。 
假设 cELaj， 那 么 aRc。 因 为 aRb 上 且 尺 是 对 称 的 ， 所 以 Ra。 又 由 于 尺 是 传递 的 以 及 PRa 和 
aRc， 就 得 到 bRc， 所 以 cE Lb]。 这 就 证 明了 [LajSL5]。 类 似 地 ， 可 证 明 L5] 和 [a], 证明 留 给 读 
者 作为 练习 。 

其 次 我 们 将 证 明 (i) 推出 (ii)。 假 设 [Laj=[ 拉 。 这 就 证 明了 [dg 站 [9 天 名 ， 因 为 Lo] 是 非 空 
的 (由 R 的 自 有 反 性 a ELaj)。 

下 面 证 明 (ii) 推 出 (1)。 假 设 Laj 门 L6j 关 名 ， 那 么 存在 元 素 cc 满足 cELaj 且 cE15]。 换 句 话 
说 ，aRc 有 是 5Rc。 由 对 称 性 ， 有 cR2。 再 根据 传递 性 ， 由 aRc 和 <cR5， 就 有 aRb。 

因为 (D 推 出 G) 、(iD 推 出 (ii 、(Cii 推 出 (GD ， 所 以 三 个 命题 CD 、(i 和 (ii) 是 等 价 的 。 4 

我 们 现在 将 说 明 一 个 等 价 关 系 怎样 划分 一 个 集合 。 设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，R 
的 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 集合 A， 因为 A 的 每 个 元 素 a 都 在 它 自己 的 等 价 类 ， 即 Lajs 中 。 换 
句 话 说 ， 


(J [Las = A 
此 外 ， 由 定理 1， 这 些 等 价 类 或 者 是 相等 的 或 者 
是 不 相交 的 ， 因 此 当 [ajx 关 Lbjs 时 ， 
Lan 站 [bl 2 
这 两 个 结论 证 明了 等 价 类 构成 A 的 划分 ， 因 为 它 < 


们 将 A 分 成 不 相交 的 子 集 。 更 确切 地 说 ,集合 S 的 划 
分 是 S 的 不 相交 的 非 空 子 集 构成 的 集合 ， 且 它们 的 并 
集 就 是 S$。 换 句 话 说 ,一族 子 集 A;，iE€E I, (其 中 I 是 图 1 集合 的 划分 
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下 标的 集合 ) 构 成 S 的 划分 ， 当 且 仅 当 


Ai 天 邓 1iET 
AiNA= 8 i 
和 
Ua.-s 
(这 里 符号 UsiA, 表示 对 于 所 有 的 ziET， 集 合 A, 的 并 集 。 a 
CG 假设 S={1,，2，3，4，5; 6}， 一 族 集合 4 = 二 {1，2，3}、A, = 二 {4，5} 和 "As 二 {6) 
构成 S 的 一 个 划分 ， 因 为 这 些 集合 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 是 S。 本 


我 们 已 经 看 到 集合 上 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 了 这 个 集合 的 划分 。 这 个 划分 中 的 子 集 就 是 这 
些 等 价 类 。 反 过 来 ， 可 以 用 集合 的 每 个 划分 来 构成 等 价 关 系 。 两 个 元 素 关 于 这 个 关系 是 等 价 
的 ， 当 且 仅 当 它 们 在 S 的 划分 中 的 同一 子 集中 。 

为 得 到 这 一 点 ， 假设 {A; 1i€E7T} 是 S 的 划分 。 设 RR 是 S 上 的 由 有 序 对 (x，y) 组 成 的 等 价 关 
系 ， 其 中 xz 和 >y 属于 这 个 划分 的 同一 子 集 A;。 为 证 明 R 是 等 价 关 系 ， 我 们 必须 证 明 RR 是 自 反 
的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

对 于 每 个 a€ S 有 (a，a) ER， 因 为 a 和 它 自己 在 同一 子 集中 ， 所 以 R 是 自 反 的 。 如 果 
(a, 5)ER， 那 么 5 和 a 在 这 个 划分 的 同一 子 集中 ， 因 此 有 (5，a) ER。 从 而 R 是 对 称 的 。 如 果 
(a， 5)ER 和 (5b5，c)ER， 那 么 在 划分 中 ，a 和 2 在 S 的 同一 子 集 X 中 ,而且 5 和 c 也 在 S 的 同 
一 子 集 Y 中 。 因 为 划分 的 子 集 是 不 相交 的 ， 并 且 5 属于 X 和 YY， 所 以 必 有 六 二 Y。 因 此 在 划分 
中 , a 和 cc 在 S 的 同一 子 集中 ， 即 (a，c) ER。 于 是 RR 是 传递 的 。 

这 就 证 明了 R 是 一 个 等 价 关系 。R 的 等 价 类 由 S 的 子 集 构成 ， 这 些 子 集 包 含 了 S 中 有 关系 
的 元 素 ， 且 根据 R 的 定义 ,它们 就 是 划分 的 子 集 。 定 理 2 总 结 了 我 们 建立 的 等 价 关 系 和 划分 之 
间 的 这 种 联系 。 


> 1 wpe . - pe i 2 < 个 A - ” 
‘ay pe 4 a a 


5 说 明了 怎样 从 一 个 划分 构造 一 个 等 价 关系 。 

Ai 一 {(1，2，3}，4 一 {4，5}，A: 王 (6} 是 例 12 给 出 的 集合 S 二 {1，2，3，4，5， 
列 出 这 个 划分 所 产生 的 等 价 关 系 R 中 的 有 序 对 。 

解 ” 划 分 中 的 子 集 是 R 的 等 价 类 。 有 序 对 (a，6b)ER， 当 上 且 仅 当 a 和 4 在 划分 的 同一 个 子 
集中 。 由 于 Al = 人 入，2，3} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (1, 1), (1, 2), (1，3),， (2，1),，(2， 
2)，(25 .3)5 (3; 1)s (3，2)w《3，3) 属 于 RR; 由 于 A; 二 {4，5} 是 一 个 等 价 类 所 以 有 序 对 
(4，4)5 (4; 5)，(《5， 4)，(5,.5) 也 属于 RR; 最后， 由 于 {6} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (6， 
6) 属 于 R。 此 外 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R，。 司 

模 m 同 余 类 对 定理 2 提供 了 一 个 有 用 的 说 明 。 当 一 个 整数 除 以 mx 时， 可 能 得 到 m 个 不 同 
的 余数 ， 因 此 存在 个 不 同 的 模 m 同 余 类 。 这 m 个 同 余 类 记 作 [0],， [1j,，…,， [Lm 一 1j,。 
它们 构成 了 整数 集合 的 划分 。 

四 是 EE》 模 4 同 余 产 生 的 整数 划分 中 的 集合 是 什么 ? 

解 ” 存 在 4 个 同 余 类 ， 对 应 于 [0],、[1],、[L2j, 和 [3],， 它 们 是 集合 








[0 三 (人 oo 一 8 一 4 0 4 8 } 
[1 一 (1… 一 7, 一 3,1,5,9,…) 
[2 = {wn 0, 22 5G 10 rs) 


[3 = (0 By L377 ,11° 
这 些 同 余 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 整数 恰好 在 它们 中 的 一 个 。 换 名 话说 ， 正 如 定理 2 所 说 ， 这 
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些 同 余 类 构成 了 一 个 划分 。 4 
现在 举 一 个 例子 : 所 有 字符 串 集合 上 的 等 价 关 系 产 生 的 一 个 划分 。 

设 R; 为 例 5 中 的 关系 。 在 所 有 比特 串 的 集合 上 ， 由 R; 产生 的 该 集合 的 划分 中 的 集 
合 是 什么 ?(s、t 是 比特 串 ，sR;t， 如 果 :一 上 或 者 y 和 上 都 至 少 含有 3 个 比特 ， 且 它们 的 前 3 个 
比特 相同 。) 

解 : 注意 ， 每 个 长 度 小 于 3 5 它 自身 等 价 。 因 此 [Ajs 三 (4A})，[L0jas 二 {0)， 
Ls ={13. Lo0 ln = 00), LOl y= {9 电流 二 (10}, [11jr 二 {11}。 每 个 长 度 大 于 或 等 
于 3 的 比特 串 必 和 000，001，010，011， i 101, 110，111 这 8 个 比特 串 之 一 等 价 ， 我 们 有 

[000] 一 {000，0000，0001，00000，00001，00010，00011，…} 

[001 上 下 ={001, 0010, 0011, 00100, 00101, 00110, 00111, »…)} 

[O10]r ={010, 0100, 0101, 01000, 01001, 01010, 01011, »…)} 

[011]r ={011, 0110, 0111, 01100, 01101, 01110, 01111, ») 

[100]r ={100, 1000,1001, '10000,10001,，10010,，10011, …:} 

[101]s ={101, 1010, 1011, 10100, 10101, 10110, 10111, »…)} 

[110]x ={110, 1100, 1101, 11000, 11001, 11010, 11011, »…)} 

[111J]s ={111, 1110, 1111s-11100," 11101% iMI0% 11111, “} 

这 15 个 等 价 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 比特 申 都 恰好 属于 它们 之 一 正如 定理 2 告诉 我 们 
的 ， 这 些 等 价 类 是 所 有 比特 串 构 成 的 集合 的 一 个 划分 。 4 


育 数 编号 练习 

1. 下 面 是 定义 在 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 中 所 缺少 的 等 价 关系 应 具 
有 的 性 质 。 
站 代 05 O04 人 天 5 业 人 
WG OF CO CS KE OF Zs 2 C2, BF (ya DD} 
oe Oe lo I CL 2 V2. BD dB 5 DD) 
05 Os CI TYs (OL: a. ts 2 Cs She Is C3 Ws (a 
elo Ds (0. I Kh Qs Cs Os Ue Dslant) X30 2 la 3 

3. 下 面 是 定义 在 从 Z 到 Zz 的 所 有 函数 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ?给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 
关系 应 具有 的 性 质 。 
a){(f, g)|f(1)=g(1)) 
b){(f, g)|f(0)=g(0) 或 f(1)=g(1)} 
c){(f，g) | 对 所 有 的 XEZ, f(x) 一 g(x)==1) 
d){(f，g) | 对 某 个 CEZPWH， 对 所 有 的 XEZ， f(x) 一 g(x)==C} 
e){(f, g)|f(0)=g(1) 8 f(1)=g(0)) 

5. 在 大 学 校园 里 的 建筑 物 集合 上 定义 3 个 等 价 关系 ， 确 定 关 于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 ，。 

7. 证 明 : 定义 在 所 有 复合 命题 集合 上 的 逻辑 等 价 关 系 是 等 价 关 系 。 这 里 TT 和 下 的 等 价 类 是 什么 ? 

9. 假设 A 是 非 空 集合 EE SIE PT EO 
(TzT，y) 属 于 R。 
a) 证 明 R 是 A 上 的 等 价 关 系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 

11. 设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 比特 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (zx，y) 构 成 ， 其 距 和 yy 是 长 度 至 
少 为 3 的 比特 串 ， 且 它们 的 前 3 个 比特 相同 。 证 明 R 是 等 价 关系 。 

13. 设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 比特 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (x，y) 构 成 ， 其 中 xz 和 y 在 它们 的 
第 1 个 比特 和 第 3 个 比特 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

15. 设 尺 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a，，(c，d))ER 当 上 且 仅 当 a 十 d==b 十 ce。 
证 明 R 是 等 价 关系 。 
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17. 〈 需 要 微 积 分 知识 ) 

a) 设 尺 是 定义 在 从 及 到 R 的 所 有 可 微分 函数 的 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ， 其 中 
对 所 有 实数 zx，jj(z)=g (Cz)。 证 明 尺 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 F(z) 王 z: 在 同一 个 等 价 类 中 ? 

19. 设 RR 是 定义 在 所 有 URL( 或 Web 地 址 ) 集 合 上 的 关系 ，zR y 当 且 仅 当 在 zx 的 Web 页 与 在 > 的 Web 
页 相同 ,证 明 尺 是 等 价 关系 。 

在 练习 21 一 23 中 ， 判断 有 向 图 中 所 示 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 

21. 23， 二 p 





25. 设 R 是 定义 在 所 有 比特 串 集合 上 的 关系 ，s Rt 当 上 且 仅 当 * 和 + 上 包含 相同 个 数 的 1， 证 明 R 是 等 价 关系 。 
27. 练习 2 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
29. 对 于 练习 25 中 的 等 价 关系 ， 比 特 串 011 的 等 价 类 是 什么 ? 
31. 对 于 练习 12 中 的 等 价 关 系 ， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 。 
33. 对 于 例 5 中 所 有 比特 串 集合 上 的 等 价 关 系 Ri ， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 ?比特 串 *、z 在 
关系 尺 , 下 等 价 ， 当 且 仅 当 s=t 或 者 s 和 1 都 至 少 含有 4 个 比特 ， 且 它们 的 前 4 个 比特 相同 。) 
35. 当 nn 为 下 列 各 数 时 ， 同 余 类 [nj];( 即 n 关 于 模 5 同 余 的 等 价 类 ) 是 什么 ? 
a)2 b)3 c)6 dd)—3 
37. 给 出 每 一 个 模 6 同 余 类 的 描述 。 
39. a) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关系 R， 解释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 差 a 一 b 对 应 (a，b)。] 
41. 下 面 哪 些 子 集 族 是 {1，2，3，4，5，6}) 的 划分 ? 
a hs RD 0 Dy 3 
GE Ms OF AL 3 3) 人 yy 4, By (27 00 
43. 下 面 哪些 子 集 族 是 长 度 为 8 的 比特 串 集合 上 的 划分 ? 
a) 以 1 开始 的 比特 串 集合 ， 以 00 开始 的 比特 串 集 合 ， 以 01 开始 的 比特 串 集合 。 
b) 包 含 串 00 的 比特 串 的 集合 ， 包含 串 01 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 10 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 11 的 
比特 串 的 集合 。 
c) 以 00 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 01 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 10 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 11 结尾 的 比特 串 
集合 。 
d) 以 111 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 011 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 00 结尾 的 比特 串 集 合 。 
e) 含 3k 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 为 非 负 整数 ; 含 3k 十 1 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 为 非 负 整 
数 ; 含 3k 十 2 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 有 是正 整数 。 
45. 下 面 哪些 是 整数 的 有 序 对 的 集合 ZXZ 上 的 划分 ? 
a) 工 或 y 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; 工 是 偶数 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; > 是 偶数 的 有 序 对 (x，y) 
的 集合 。 
bz 和 yy 都 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; x 和 yy 只 有 一 个 是 奇数 的 有 序 对 (xz，y) 的 集合 ; 和 yy 都 
是 偶数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 
c)z 是 正 数 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; y 是 正 数 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 和 yy 都 是 负数 的 有 序 对 (x， 
y) 的 集合 。 
dz 和 yy 都 被 3 整除 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; 工 被 3 整除 且 y 不 被 3 整除 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; x 
不 被 3 整除 且 y 被 3 整除 的 有 序 对 (r+，y) 的 集合 ; zx 和 yy 都 不 被 3 整除 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 。 
e)z>0 且 y>0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; zx 二 0 且 y<0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; x 三 0 且 y 盖 0 的 有 序 
对 (zx，y) 的 集合 ; x 二 0 且 > 和 0 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 。 
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47. 


f)x 关 0 且 y 天 0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 二 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 了 关 0 且 y==0 的 有 序 
对 (zxz，y) 的 集合 。 

列 出 由 40，1，2，3，4，5}) 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 

ntoF kl Zs {3, LO 3) 

b) {0 1}; {2, 3}, {4,§) 

DR W345 5} 

dO 4 Mls, (Ss (4 (D} 


如 果 在 划分 Pl 中 的 每 个 集合 都 是 划分 Ps 中 每 个 集合 的 子 集 ， 则 已 叫 作 Ps 的 加 细 。 


49. 
Sl 


证 明 : 由 模 6 同 余 类 构成 的 划分 是 模 3 同 余 类 构成 的 划分 的 加 细 。 
证 明 : 对 于 16 位 的 比特 串 集合 ， 最 后 8 位 相同 的 比特 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 是 由 最 后 4 位 相同 的 
比特 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 的 加 细 。 


在 练习 52 和 练习 53 中 ，R, 表示 例 5 中 定义 的 等 价 关 系 族 。 字 符 串 s、t 满足 sR,t， 如 果 s 二 1 或 者 5s 和 1 
都 至 少 含有 了 个 字符 ， 且 它们 的 前 nn 个 字符 相同 。 
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Ss 
S57, 


61. 
* 63. 
65. 


67. 
69. 


证 明 : 由 等 价 关 系 Rs 对 应 的 标识 符 等 价 类 构成 的 C 语 言 中 所 有 标识 符 的 划分 是 由 等 价 关系 Rs 对 应 
的 标识 符 等 价 类 构成 的 划分 的 加 细 。( 旧 的 C 语言 编译 器 只 要 多 个 标识 符 的 前 8 个 字符 相同 就 将 它们 
视 为 相同 ， 而 标准 C 的 编译 器 需要 多 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 才 将 它们 视 为 相同 。) 

求 出 在 集合 {a，65，c，ad，e} 上 包含 关系 {(a，5)，(&a，c)，(qd，e)}) 的 最 小 的 等 价 关 系 。 

考虑 例 2 中 的 等 价 关系 ， 即 R={(zx，y) |x 一 y 是 整数 )。 

a) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1/2 的 等 价 类 是 什么 ? 


. 设 R 是 定义 在 2X2 棋盘 的 所 有 涂 色 集 合 上 的 关系 ， 其 中 4 个 方 格 中 的 二 
每 一 个 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 。 设 C 和 Cs 是 被 这 样 涂 色 的 2 久 2 棋盘 ， 红 
(Cl!，C; ) 属 于 民 当 上 且 仅 当 C; 可 以 由 旋转 Ci 或 旋转 Ci 然后 再 翻转 Ci 
得 到 。 
a) 证 明 R 是 等 价 关系 。 珠子 3 珠子 2 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? ” 蓝 日 


通过 列举 说 明定 义 在 3 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关系 的 个 数 。 

当 我 们 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 
假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 等 价 关 系 RR 构造 一 个 划分 PP。 如果 再 次 使 用 定理 2 从 P 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 那 么 得 到 的 等 价 关系 R 是 什么 ? 

设计 一 个 算法 ， 找 出 包含 一 个 给 定 关 系 的 最 小 的 等 价 关 系 。 

用 练习 68 求 n 元 素 集合 上 的 不 同等 价 关 系 的 个 数 ， 其 中 是 不 超过 10 的 正 整数 。 


5.6 偏 序 
5.6.1 引言 


我 们 常常 用 关系 对 集合 的 某 些 元 素 或 全 体 元 素 排 序 。 例 如 ， 使 用 包含 字 对 (x，y) 的 关系 


对 字 排 序 ， 其 中 xz 按照 字典 顺序 排 在 y 的 前 面 。 使 用 包含 有 序 对 (zx，y) 的 关系 安排 课题 ， 其 
中 z 和 y 是 课题 中 的 任务 并 且 zx 必须 在 y 开始 之 前 完成 。 使 用 包含 有 序 对 (zx，y) 的 关系 对 整 
数 集合 排序 ， 其 中 z 小 于 y。 当 我 们 把 所 有 形 如 (x，xz) 的 有 序 对 加 到 这 些 关 系 中 时 ， 就 得 到 
了 一 个 自 反 、 反 对 称 和 传递 的 关系 。 这 些 都 是 刻画 对 集合 中 的 元 素 进 行 排序 的 关系 特征 的 
性 质 。 






我 们 在 例 1~3 中 给 出 偏 序 集 的 例子 。 


tinks > 
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证 明 :“ 大 于 或 等 于 ”关系 (三) 是 整数 集合 上 的 偏 序 。 
解 ” 因 为 对 所 有 整数 a 有 a 宇 a， 所 以 三 是 自 反 的 。 如 果 a 宇 b 上 且 5 宇 a， 那么 a 二 bp， 因此 宇 
是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 a 宇 6b 且 5 之 c 蕴含 a 宇 c， 所 以 三 是 传递 的 。 从 而 三 是 整数 集合 上 的 偏 


序 且 (Z， 宇 ) 是 偏 序 集 。 司 
整除 关系 “|” 是 正 整 数 集合 上 的 偏 序 ， 因 为 如 5.1 节 所 述 ， 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 
和 传递 的 。 我 们 得 到 (2Z* ，|) 是 偏 序 集 (Z ”表示 正 整数 集合 ) 。 二 


证 明 : 包含 关系 壬 是 定义 在 集合 S 的 需 集 上 的 偏 序 。 

解 ” 因 为 只 要 A 是 S 的 子 集 ， 就 有 ASA， 所 以 所 是 自 反 的 。 因 为 AGEB 和 BSA 草 含 
A 一 B， 所 以 它 是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 ASEB 和 BEC 萄 含 AEC， 所 以 握 是 传递 的 。 因 此 ， 
和 是 P(S) 上 的 偏 序 ， 且 (P(S)， 己 ) 是 偏 序 集 。 | 

例 4 给 出 了 一 个 不 是 偏 序 的 关系 。 


设 尺 是 定义 在 由 人 构成 的 集合 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 zx 和 yy 是 人 ， 且 xz 年纪 大 于 


yo 证 明 : R 不 是 偏 序 。 

解 ” 注 意 R 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 有 一 个 人 x 比 男 一 个 人 yy 年 长 ， 那么 y 就 不 会 比 xz 年 
长 。 也 就 是 说 ， 如 果 zRy， 那 么 7 及 工 。 关 系 尺 是 传递 的 ， 因 为 如 果 工 比 y 年 长 ,而 > 又 比 z 
年 长 ， 那 么 工 肯 定 比 z 年 长 。 就 是 说 ， 如 果 zrRy，y R z， 那么 zxzRz。 但 是 ，R 不 是 自 反 的 ， 因 
为 没有 谁 会 比 自己 年 长 。 即 对 于 所 有 的 人 z，xz 及 z。 这 就 意味 着 尺 不 是 偏 序 。 本 

在 不 同 的 偏 序 集中 ， 会 使 用 不 同 的 符号 表示 偏 序 ， 如 三 、 己 和 | 。 然 而 ， 我们 需要 一 个 符 
号 用 来 表示 任意 一 个 偏 序 集中 的 序 关 系 。 通 常 ， 在 一 个 偏 序 集 (S，R) 中 ， 记 号 a<b 表示 (a， 
b) ER。 使 用 这 个 记号 是 由 于 “小 于 或 等 于 ”关系 是 偏 序 关系 的 范例 ， 而 且 符 号 二 和 二 很 相似 。 
(注意 符号 过 用 来 表示 任意 偏 序 集中 的 关系 ， 并 不 仅仅 是 “小 于 或 等 于 ”关系 ,) 记 号 a<6b 表示 
a 二 5b， 但 a 隆 5。 如 果 a<2， 我 们 说 “a 小 于 02” 或 “2 大 于 a”。 

当 4 与 5 是 偏 序 集 (S，< ) 的 元 素 时 ,不 一 定 有 a5 或 6a。 例如， 在 (P(Z)， 己 ) 中 ， 
和，2}) 与 {1，3)} 没 有 关系 ， 反 之 亦 然 ， 因 为 没有 一 个 集合 被 男 一 个 集合 包含 。 类 似 地 ， 在 
(Z*+ ，|) 中 ,2 与 3 没有 关系 ，3 与 2 也 没有 关系 ， 因 为 243 且 3/ 2。 由 此 得 到 定义 2。 












在 偏 序 集 (Z* ，|) 中 ， 整 数 3 和 9 是 可 比 的 吗 ? 5 和 7 是 可 比 的 吗 ? 
解 ” 整 数 3 和 9 是 可 比 的 ， 因 为 319。 整 数 5 和 7 是 不 可 比 的 , 因为 5 人 7 且 75。 二 
用 形容 词 “部 分 的 ( 偏 的 )” 描 述 偏 序 ， 是 因为 有 些 元 素 对 可 能 是 不 可 比 的 。 当 集合 中 的 每 


对 元 素 都 可 比 时 ， 这 个 关系 称 为 全 序 。 





偏 序 集 (Z， 三 ) 是 全 序 集 ， 因 为 只 要 a 和 4 是 整数 ， 就 有 ab 或 5<a。 司 
偏 序 集 (Z+ ，| ) 不 是 全 序 集 ， 因 为 它 包 含 着 不 可 比 的 元 素 ， 例 如 5 和 7。 有 


在 第 3 章 我 们 注意 到 (Z”， 夺 ) 是 良 序 的， 其 中 夺 是 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 。 我 们 现 
在 定义 良 序 集 。 












正 整 数 的 有 序 对 的 集合 ，Z+ XZ1+， 与 过 构成 良 序 集 ， 其 中 如 果 a, 二 b， 或 如 果 
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4 一 锯 且 w 委 六 (字典 顺序 )， 则 (a,，a;) 二 (6b,，6b,)。 有 关 的 验证 留 作 节 后 的 练习 53。 集合 Z 
与 通常 的 三 不 是 良 序 的 ， 因 为 负 整 数 集合 是 Z 的 子 集 ， 但 没有 最 小 元 素 。 4 

我 们 说 明了 怎样 使 用 良 序 归纳 原理 ( 称 为 广义 归纳 法 ) 证 明 关 于 一 个 良 序 集 的 结论 。 现 在 我 
们 叙述 并 证 明 这 个 证 明 技 术 是 有 效 的 。 





证 明 假设 P(z) 不 对 所 有 的 zxES 为 真 。 那 么 存在 一 个 元 素 yE S 使 得 PC(y) 为 假 。 于 是 集 
合 A={(zES|P(Cz) 为 假 } 是 非 空 的 。 因 为 S 是 良 序 的 ， 所 以 集合 A 有 最 小 元 素 a。 根 据 a 是 选 
自 A 的 最 小 元 素 ， 我 们 知道 对 所 有 的 zES 且 z<a 都 有 P(z) 为 真 。 由 归纳 步骤 可 以 推出 PCa) 
为 真 。 这 个 矛盾 就 证 明了 P(z) 必 须 对 所 有 zE S 为 真 。 本 

评注 使 用 良 序 归纳 法 进行 证 明 时 ， 不 需要 基础 步骤 。 因 为 若 zo 是 良 序 集 的 最 小 元 素 ， 
由 归纳 步骤 可 知 P(zu ) 为 真 。 因 为 不 存在 ES 且 工 <z， 所 以 (使 用 空 证 明 ) P(z) 对 所 有 ES 
县 zx 必 Xo 为 真 。 

良 序 归纳 原理 对 证 明 关 于 良 序 集 的 结论 是 一 种 通用 的 技术 。 即 使 可 以 使 用 关于 正 整 数 集合 
的 数学 归纳 法 证 明 一 个 定理 时 ,使 用 良 序 归纳 原理 甚至 可 能 更 简单 。 


5. 6.2 字典 顺序 

字典 中 的 单词 是 按照 字母 顺序 或 字典 顺序 排列 的 ， 字 典 顺序 是 以 字母 表 中 的 字母 顺序 为 基 
础 的 。 这 是 从 一 个 集合 上 的 偏 序 构造 一 个 集合 上 的 字符 串 的 排序 的 特例 。 我 们 将 说 明 在 任意 一 
个 偏 序 集 上 如 何 进行 这 种 构造 。 

首先 ， 我们 将 说 明 怎样 在 两 个 偏 序 集 (A,，<1) 和 (A,;，<,) 的 笛 卡 儿 积 上 构造 一 个 仿 序 。 
在 A! XA, 上 的 字典 顺序 和 定义 如 下 : 如 果 第 一 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 第 二 个 
有 序 对 的 第 一 个 元 素 ， 或 者 第 一 个 元 素 相等 ,但 是 第 一 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 
第 二 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ， 那 么 第 一 个 有 序 对 小 于 第 二 个 有 序 对 。 换 句 话 说 ，(ai ，w ) 小 于 
(bl ，b,)， 即 

(a1, a;)< (bb , b,) 

或 者 ai 之,8， 或 者 a 二 bi 且 a 过,b;。 





[9 3 & a 
把 相等 增加 到 A, Xx As 的 序 < 上 ， 就 得 | (1,7) (2,7) (6,7) (7,7) 

到 一 个 偏 序 入 。 这 个 验证 留 作 练习 。 有 
确定 在 偏 序 集 (ZXZ， 光 ) 中 是 否 “| (06) (2,6) (6,6) 07,6) 

有 {3,5) <(4s 8 {3 8 Kds BY 和 CG, | 5 遇 Hs 
9) 过 (4，11)? 这 里 过 是 由 通常 定义 在 Z 上 | ‘15) (2,5) (6,5) (7,5) 

的 二 关系 构造 的 字典 顺序 。 e o . 本 
解 ” 因 为 3 二 4， 所 以 (3, 5) 过 (4,8) 目 114) (2,4) (6,4) (7.4) 

(3，8) 才 (4，5)。 因 为 (4，9) 与 (4，11) 的 第 | 。 局 本 中 | 商 志 
一 元 素 相同 ,但 是 9 二 11， 所 以 有 (4, 9) 过 | 人 (13) (23) (oa 

Cs a jn i Ww J 
在 图 1 中 高 亮 地 显示 了 2Z+ XZ+ 中 比 (3， | (12) (2,2) (6,2) (7,2) 

4) 小 的 有 序 对 。 可 以 在 nn 个 偏 序 集 (Al， O O 外 i 
<,)，(As. 过 :)，…,(A,. 过 ,) 的 笛 卡 儿 积 上 | GD G2.D (SD. 0D 


定义 字典 顺序 。 如 下 定义 Al X A,X…XA, 图 1 按照 字典 顺序 ， 比 (3，4) 小 的 有 序 对 
上 的 偏 序 ， 矢 


(ay U7» ”9 ET b;， eet. b,) 


如 果 w <iw， 或 者 如 果 人 存在 整数 ;六 0， 使 得 w 三 记 ，…，ai 王 访 . 且 ar < 。 换 名 话说， 
如 果 在 两 个 对 元 组 首次 出 现 不 同 元 素 的 位 置 上 第 一 个 无 组 的 元 素 小 于 第 二 个 元 组 的 元 素 ， 
那么 第 一 个 n 元 组 小 于 第 二 个 nn 元 组 。 

GE 注意 0， 2, 3, 5)<(1，2, 4，3)， 因 为 这 些 4 元 组 的 前 两 位 相同 , 但 是 第 一 个 4 
元 组 的 第 三 位 3 小 于 第 二 个 4 元 组 的 第 三 位 4( 这 里 的 4 元 组 上 的 字典 顺序 是 通常 在 整数 集合 上 
的 “小 于 或 等 于 ”关系 导出 的 字典 顺序 ) 。 4 

我 们 现在 可 以 定义 字符 串 上 的 字典 顺序 。 考 虑 偏 序 集 S 上 的 字符 串 ajas…a, 和 bb,*…b,， 
假定 这 些 字 符 串 不 相等 。 设 i 是 mx、n 中 较 小 的 数 。 定 义 字 典 顺序 如 下 : wa …a。 小 于 bb,*… 
b,， 当 且 仪 当 

(ar va ss 
(Qi syQ29 sa) 【《Di oo sb) FE mn 

其 中 ， 这 个 不 等 式 中 的 过 表示 S' 中 的 字典 顺序 。 换 句 话 说 ， 为 确定 两 个 不 同 字符 串 的 顺序 ， 
较 长 的 字符 串 被 截取 为 较 短 的 字符 串 的 长 度 上， 即 :二 min(mx，n)。 然 后 使 用 S 上 的 字典 顺序 比 
较 每 个 字符 串 的 前 上 位 组 成 的 上 元 组 。 如 果 对 应 于 第 一 个 串 的 上 元 组 小 于 第 二 个 串 的 上 元 组 ， 或 
者 这 两 个 上 元 组 相等 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 ， 那 么 第 一 个 串 小 于 第 二 个 串 。 这 是 一 个 偏 序 的 验 
证 ， 作 为 练习 38 留 给 读者 。 

人 辐 胸 考虑 由 小 写 英 文字 母 组 成 的 字符 串 的 集合 。 使 用 字母 在 字母 表 中 的 顺序 ， 可 以 构造 
在 字符 串 的 集合 上 的 字典 顺序 。 如 果 两 个 字符 串 在 首 个 位 置 出 现 不 同 字 母 时 ， 第 一 个 字符 串 中 
的 字母 排 在 第 二 个 字符 串 中 的 字母 前 面 ， 或 者 如 果 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 字符 串 在 所 有 的 位 都 
相同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 有 更 多 的 字母 ， 那 么 第 一 个 字符 串 小 于 第 二 个 字符 串 。 这 种 排序 和 字 
典 中 使 用 的 排序 相同 。 例 如 ， 

discreet< discrete 
因为 这 两 个 字符 串 在 第 7 位 首次 出 现 不 同 字 母 ， 并 且 e<t。 同 样 ， 
discreet<discreetness 

因为 这 两 个 字符 串 前 8 个 字母 相同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 更 长 。 此 外 ， 


discrete< discretion 


因为 
discrete< discreti 本 
5.6.3 哈 塞 图 
在 有 穷 偏 序 集 的 有 向 图 中 ， 有 许多 边 可 以 不 必 显 示 出 来 ， 因 为 它们 是 必须 存在 的 。 例 如 ， 
考虑 在 集合 付 ，2，3，4} 上 的 偏 序 {(a，6) | a 二 4 4 4 


0b} 的 有 问 图 ， 见 图 2a。 因 为 这 个 关系 是 偏 序 的 ， 

所 以 它 是 自 反 的 并 且 有 向 图 在 所 有 的 顶点 都 有 

环 。 因 此 ， 我 们 不 必 显 示 这 些 环 ， 因 为 它们 是 3 

必须 出 现 的 。 在 图 2b 中 没有 显示 这 些 环 。 由 于 

偏 序 是 传递 的 ， 所 以 我 们 不 必 显 示 那 些 由 于 传 

递 性 而 必须 出 现 的 边 。 例 如 ， 在 图 2c 中 没有 显 

示 边 (1,，3)、《(1,，4) 和 (2，4)， 因 为 它们 是 必 

须 出 现 的 。 如 果 假 设 所 有 边 的 方向 是 向 上 的 (如 ] l l 

图 2 所 示 )， 我 们 不 必 显 示 边 的 方向 ， 图 2c 没有 a) b) c) 

是 邓 视 闻 疝 ， 图 2 构造 关于 ({1，2，3，4}， 之 ) 的 哈 塞 图 
一 般 说 来 ， 我们 可 以 使 用 下 面 的 过 程 表示 

一 个 有 穷 的 偏 序 集 (S，<)。 从 这 个 关系 的 有 向 图 开始 。 由 于 偏 序 是 自 反 的 ， 所 以 在 每 个 顶点 


a 都 有 一 个 环 (a，a)。 移 走 这 些 环 。 下 一 步 ， 移 走 所 有 由 于 传递 性 必须 出 现 的 边 ， 因 为 存在 一 
些 其 他 的 边 而 且 偏 序 是 传递 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 元 素 xE S 如 果 Zz<z 且 z<y， 则 移 走 所 有 这 
样 的 边 (x，y)。 最 后 ， 排 列 每 条 边 使 得 它 的 起 点 在 终点 的 下 面 ( 正 如 在 纸 上 所 画 的 )。 移 走 有 问 
边 上 所 有 的 箭头 ， 因 为 所 有 的 边 “向 上 ”指向 它们 的 终点 。 

这 些 步 又 是 有 明确 定义 的 ， 并 且 对 于 一 个 有 穷 偏 序 集 只 有 有 限 步 需要 执行 。 当 所 有 的 步骤 
执行 以 后 ， 就 得 到 一 个 包含 足够 的 表示 偏 序 信息 的 图 ， 我 们 将 在 后 面 进行 解释 。 这 个 图 称 为 
(S, 入 ) 的 哈 塞 图 ， 它 是 用 20 世纪 德国 数学 家 赫 尔 姆 。 哈 塞 的 名 字 命 名 的 ， 哈 塞 广泛 使 用 了 这 
些 图 。 

设 (S， 委 ) 是 一 个 偏 序 集 。 若 zy 且 不 存在 元 素 zE 5 使 得 z+ 过 zy， 则 称 元 素 yE S 覆盖 
元 素 xE S。y 覆盖 zx 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 称 为 (S， 坏 ) 的 覆盖 关系 。 从 对 偏 序 集 的 哈 塞 图 的 
描述 中 ,我们 可 以 看 出 , 在 (S， 和) 的 哈 塞 图 中 的 边 是 指向 上 面 的 边 并 且 与 (S， 科 ) 的 覆盖 天 
系 中 的 有 序 对 相对 应 。 而 且 ， 我 们 可 以 从 偏 序 集 的 覆盖 关系 中 得 到 这 个 偏 序 集 ， 因 为 它 是 它 的 
覆盖 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。( 练 习 31 要 求 给 出 这 个 事实 的 证 明 。) 这 就 告诉 我 们 ， 可 以 从 
它 的 哈 塞 图 中 构造 一 个 偏 序 。 

画 出 表示 {1，2，3，4，6，8，12} 上 的 偏 序 {(a，65) |a 整除 0 的 哈 塞 图 。 

解 ” 从 这 个 偏 序 的 有 向 图 开始 ， 如 图 3a 所 示 。 移 走 所 有 的 环 ， 如 图 3b 所 示 。 然 后 删除 所 有 
由 传递 性 可 以 得 到 的 边 。 这 些 边 是 (1，4)、(1，6)、(1，8)、(1，12)、(2，8)、(2，127 和 (3， 
12) 。 排 列 所 有 的 边 使 得 方向 向 上 ， 并 且 删 除 所 有 的 箭头 得 到 哈 塞 图 。 结 果 如 图 3c 所 示 。 4 
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a) b) c) 
图 3 构造 ((L，2，3，4，6，8，12}，| ?上 的 哈 塞 图 


画 出 究 集 P(CS) 上 的 偏 序 {(A，B)1ASEB)} 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,c})。 

解 ”关于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 是 由 相关 的 有 向 图 得 到 的 ， 先 删除 所 有 的 环 和 所 有 由 传递 性 产 
生 的 边 ， 荐 (匠人 ( 僻 6})、(B ss (ae 《GO {ties RO May Ws RIChalsetdy, &s 
Cc))、({6}，{a,， b,c)) 和 ({c}，{a,， 0，c)) 。 最 后 ， 使 所 有 的 边 方向 向 上 并 删除 箭头 。 得 到 的 
哈 塞 图 如 图 4 所 示 。 地 


5.6.4 极 大 元 与 极 小 元 

具有 极 值 性 质 的 偏 序 集中 的 元 素 有 许多 重要 应 用 。 偏 序 集中 的 一 个 元 素 称 为 极 大 元 ， 当 它 
不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 当 不 存在 5€ S 使 得 a<<5， 4a 在 偏 序 集 (S，< ) 中 是 极 大 
元 。 类 似 地 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 称 为 极 小 元 ， 如 果 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 如 
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果 不 存在 bE S 使 得 5<a， 则 “ 在 偏 序 集 (S， 关 ) 中 是 极 小 元 。 使 用 哈 塞 图 很 容易 识别 极 大 元 与 
机 它们 是 图 中 的 “ 顶 ” 元 素 与 “ 底 ” 元 素 。 
GE 偏 序 集 ({2, 4, 5, 10, 12, 20，25)， |) 中 的 哪些 元 素 是 极 大 元 ， 哪些 是 极 小 元 ? 
角 在 这 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 ， 图 5 中 ， 显 示 了 极 大 元 是 12，20 和 25， 极 小 元 是 2 和 5。 通 


过 这 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 极 大 元 和 多 个 极 小 元 。 可 
{a, bcj} 
7 [44> 
图 4 (P({a,，b，c})， 己 ) 的 蛤 蹇 图 图 5 偏 序 集 的 哈 塞 图 


有 时 在 偏 序 集中 存在 一 个 元 素 大 于 每 个 其 他 的 元 素 。 这 样 的 元 素 称 为 最 大 元 。 即 a 是 偏 序 集 
(S， 二 ) 的 最 大 元 ， 如 果 对 所 有 的 65ES 有 6 二 a。 当 最 大 元 存在 时 ， 它 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 
40a]。 类 似 地 ， 一 个 元 素 称 为 最 小 元 ， 当 它 小 于 偏 序 集 的 所 有 其 他 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (S，<) 
的 最 小 元 ， 如 果 对 所 有 的 bES 有 a<6b。 当 最 小 元 存在 时 ， 它 也 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 40bj]。 
确定 图 6 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 有 最 大 元 和 最 小 元 。 


b C d d e d d 
a a b a b a 
a) b) Cj d) 

图 6 四 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 ” 哈 塞 图 6a 表示 的 偏 序 集 的 最 小 元 是 a。 这 个 偏 序 集 没 有 最 大 元 。 哈 塞 图 6b 表示 的 仿 
序 集 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 险 塞 图 6c 表示 的 的 偏 序 集 没 有 最 小 元 ， 它 的 最 大 元 是 d。 哈 
塞 图 6d 表示 的 偏 序 集 有 最 小 元 a 和 最 大 元 & 。 3 

设 S 是 集合 。 确 定 偏 序 集 (P(S)， 己 ) 中 是 否 存 在 最 大 元 与 最 小 元 。 

解 ” 最 小 元 是 空 集 ， 因 为 对 于 S 的 任何 子 集 T， 有 名 己 T。 集 合 S 是 这 个 偏 序 集 的 最 大 元 ， 
因为 只 要 全 是 S 的 子 集 ， 就 有 TS S。 可 

在 偏 序 集 (Z+ ， | ) 中 是 否 存在 最 大 元 和 最 小 元 ? 

解 1 是 最 小 元 ， 因 为 只 要 ”是 正 整 数 ， 就 有 1|n。 因 为 没有 被 所 有 正 整 数 整除 的 整数 ， 
所 以 不 存在 最 大 元 。 三 

有 了 时候 可 以 找到 一 个 元 素 大 于 或 等 于 偏 序 集 (S，< ) 的 子 集 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 v* 是 S 
中 的 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€E€ A， 有 au， 那 么 4 称 为 A 的 一 个 上 界 。 类 似 地 ， 也 可 能 存 
在 一 个 元 素 小 于 或 等 于 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 ! 是 S 中 的 一 个 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€ A 
有 Li<a， 那么 ! 称 为 A 的 一 个 下 界 。 
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找 出 图 7 中 的 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 集 的 子 集 {a， b，, es 173 h} 和 {a， Cs 3 说 的 下 


界 和 上 窜 。 
解 {a， 5，c} 的 上 界 是 e、f、j7 和 及 ， 它 的 唯一 的 下 界 是 a。1{7，h}) 没 有 上 界 ， 它 的 下 界 
是 a、 b、 Cn、 ad， ee 和 了。 {Q， Gy ‘ts 应 的 上 界 是 了 及 和 j， 它 的 下 界 是 a。 | 


元 素 工 叫 作 子 集 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 z 是 一 个 上 界 并 上 且 它 小 于 A 的 任何 其 他 的 上 界 。 因 
为 如 果 存 在 ， 则 只 存在 一 个 这 样 的 元 素 ， 从 这 个 意义 上 ， 称 这 个 元 素 为 最 小 上 界 [ 见 本 节 练 习 
42a) ]。 即 若 任意 acEA 有 a 和 z， 并 且 对 于 A 的 任意 上 界 z， 有 <z< 和 z， 则 xz 就 是 A 的 最 小 上 界 。 
类 似 地 ， 如 果 y 是 A 的 下 界 ， 并 且 对 于 A 的 任意 下 界 z， 有 z< 和 y， 则 > 就 是 A 的 最 大 下 界 。 
如 果 存 在 ，A 的 最 大 下 界 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 42b]。 一 个 子 集 A 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 分 别 
记 作 glbCA) 和 lub(A) 。 站 

在 图 7 所 示 的 偏 序 集中 ， 如 果 存在 , 求 出 {5，d，g} 的 h 
最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 

解 {5，d，g} 的 上 界 是 g 和 天。 因为 &<A， 所 以 g 是 最 小 上 8 / 
界 。{56，d，g}) 的 下 界 是 a 和 465。 因为 a<b5， 所 以 5 是 最 大 下 界 。 外 

在 偏 序 集 (Z+ ，| ) 中 ， 如 果 存 在 , 求 出 集合 {3, 9, 12} 4 e 
和 {t1，2，4，5，10} 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 

解 如果 3、9、12 被 一 个 整数 整除 ， 那 么 这 个 整数 就 是 {3，9， 4。 c 
12} 的 下 界 。 这 样 的 整数 只 有 1 和 3。 因为 1|13， 所 以 3 是 {3，9， 

12} 的 最 大 下 界 。 集 合 {(L，2，4，5，10} 关 系 到 | 的 下 界 只 有 1， 因 
此 1 是 {1，2，4，5，10}) 的 最 大 下 界 。 图 7 偏 序 集 的 哈 塞 图 

一 个 整数 是 {3，9，12} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 3、9 和 12 整除。 具有 这 种 性 质 的 整数 就 
是 那些 被 3、9 和 12 的 最 小 公 倍 数 36 整除 的 整数 。 因 此 ，36 是 (43，9，12) 的 最 小 上 界 。 一 
个 正 整 数 是 集合 {1，2，4，5，10} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 1、2、4、5 和 10 整除。 具有 这 种 
性 质 的 整数 就 是 被 这 些 整数 的 最 小 公 倍 数 20 整除 的 整数 。 因 此 ，20 是 411，2，4，5，10)} 的 
最 小 上 界 。 司 
5.6.5 格 

如 果 一 个 偏 序 集 的 每 对 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 就 称 这 个 偏 序 集 为 格 。 格 有 许多 特 
殊 的 性 质 。 此 外 ， 格 有 许多 不 同 的 应 用 ， 如 用 在 信息 流 的 模型 中 ， 格 在 布尔 代数 中 也 有 重要 的 
作用 。 

确定 图 8 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 是 格 。 
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图 8 三 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 ”在 图 8a 和 图 8c 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 格 ， 因 为 在 每 个 偏 序 集中 每 对 元 素 都 有 最 
小 上 界 和 最 大 下 界 ， 读者 可 自行 验证 。 男 一 方面 ,图 8b 所 示 的 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集 不 是 格 ， 


Extro 》 
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因为 元 素 5 和 c 没有 最 小 上 界 。 注 意 ， 虽然 4d、e 和 f 都 是 上 界 ， 但 这 3 个 元 素 中 的 任何 一 个 在 
这 个 偏 序 集中 的 顺序 都 不 出 现在 其 他 2 个 之 前 。 六 

偏 序 集 (Z* ，| ) 是 格 吗 ? 

解 ” 设 a 和 4 是 两 个 正 整 数 。 这 两 个 整数 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 它们 的 最 小 公信 和 数 
和 最 大 公约 数 ， 读 者 应 自行 验证 。 因 此 这 个 偏 序 集 是 格 。 4 

确定 偏 序 集 ({1，2，3，4，5}，|) 和 ({1，2，4，8，16}，|) 是 否 为 格 。 

解 因为 2 和 3 在 ((1，2,， 3，4，5}，|) 中 没有 上 界 ， 所 以 它们 当然 没有 最 小 上 界 。 因 此 
第 一 个 偏 序 集 不 是 格 。 

第 二 个 偏 序 集中 的 每 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 这 个 偏 序 集中 两 个 元 素 的 最 小 
上 界 是 它们 中 间 较 大 的 元 素 ， 而 两 个 元 素 的 最 大 下 界 是 它们 中 间 较 小 的 元 素 。 读 者 应 自行 验 
证 。 因 此 第 二 个 偏 序 集 是 格 。 本 

确定 (P(S)， 己 ) 是 否 是 格 ， 其 中 S 是 集合 。 

解 设 A 和 B 是 S 的 两 个 子 集 。A 和 B 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 AUB 和 A 站 3B， 读 
者 可 自行 证 明 。 因 此 (P(S)， 己 ) 是 格 。 

信息 流 的 格 模型 ”在 许多 设置 中 ， 从 一 个 人 或 计算 机 程序 到 另 一 个 人 或 计算 机 程序 
的 信息 流 要 受到 限制 ， 这 可 以 通过 安全 权限 来 实现 。 我 们 可 以 使 用 格 的 模型 来 表示 不 同 的 信息 
流 策略 。 例 如 ， 一 个 通用 的 信息 流 策略 是 用 于 政府 或 军事 系统 中 的 多 级 安全 策略 。 为 每 组 信息 
分 配 一 个 安全 级 别 ， 并 且 每 个 安全 级 别 用 一 个 序 对 (A，C) 表 示 ， 其 中 A 是 权限 级 别 ，C 是 种 
类 。 然 后 允许 人 和 计算 机 程序 从 一 个 被 特别 限制 的 安全 类 的 集合 中 访问 信息 。 

在 美国 政府 中 ， 使 用 的 典型 的 权限 级 别 是 不 保密 (0)、 秘 密 (1)、 机 密 (2) 和 绝密 (3)。( 若 
信息 是 秘密 、 机 密 或 绝密 的 ， 就 称 信息 被 分 类 了 。) 在 安全 级 别 中 使 用 的 种 类 是 一 个 集合 的 子 
集 ， 这 个 集合 含有 与 一 个 特定 行业 领域 相关 的 所 有 的 分 部 ， 每 个 分 部 表示 一 个 指定 的 对 象 域 。 
例如 ， 如 果 分 部 的 集合 是 {密探 ， 间 谍 ， 双 重 间谍 }， 那 么 存在 8 个 不 同 的 种 类 ， 每 个 种 类 分 别 
对 应 于 分 部 集合 中 的 8 个子 集 ,， 例如 {密探 ， 间 谍 }。 

我 们 可 以 对 安全 种 类 排序 ， 规定 (A} ，Ci) 才 (A;，G) 当 上 且 仅 当 Al 声 A, 和 CEC 。 信 息 人 允许 
从 安全 类 (Al，CG) 流 向 安全 类 (A;， GG) 当 且 仅 当 (Ai，CG) 二 (hi;，C)。 例 如， 信息 人 驳 许 从 安全 
类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 和 问安 全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 })， 相 反 ， 信 息 不 允许 从 安 
全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 }) 或 (绝密 ，!{ 密 探 ))。 

我 们 将 它 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 48) 证 明 ， 所 有 安全 类 的 集合 与 在 这 个 例子 中 所 定义 的 序 
构成 一 个 格 。 4 


5.6.6 拓扑 排序 
假设 一 个 项 目 由 20 个 不 同 的 任务 构成 。 茶 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 之 后 完成 。 如 何 找 
到 关于 这 些 任务 的 顺序 ? 为 了 对 这 个 问题 建 模 ， 我 们 在 任务 的 集合 上 构造 一 个 偏 序 ， 使 得 a<。 
当 且 仅 当 a 和 2 是 任务 且 直 到 a 结束 后 6b 才能 开始 。 为 安排 好 这 个 项 目 ， 需 要 得 出 与 这 个 偏 序 
相 容 的 所 有 20 个 任务 的 顺序 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 
我 们 从 定义 开始 。 如 果 只 要 aRb 就 有 < 和 2， 则 称 一 个 全 序 科 与 偏 序 尺 是 相 容 的 。 从 一 个 
偏 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 称 为 拓扑 排序 ” 。 我 们 需要 使 用 引 理 1 。 


“人 在- 太 









昌 “拓扑 排序 ”是 计算 机 科学 中 用 到 的 术语 ; 在 数学 中 用 到 的 术语 是 “ 偏 序 的 线性 化 ”。 在 数学 中 ,拓扑 是 几何 
的 一 个 分 支 ， 用 于 研究 几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 还 能 保持 不 变 的 一 些 特性 。 在 计算 机 科学 中 ， 拓扑 是 把 对 
象 进 行 安排 ， 使 它们 能 够 通过 边 相 连 。 
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证 明 选择 S 的 一 个 元 素 a。。 如 果 a 不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 w ， 满 足 wa <a。。 如 果 
a 不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 a;， 满 足 a, a 。 继 续 这 一 过 程 ， 使 得 如 果 a, 不 是 极 小 元 ， 那 
么 存在 元 素 ai+l 满 足 TS 因为 在 这 个 偏 序 集 只 有 有 穷 个 元 素 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 结束 
并 且 具 有 极 小 元 a,。 

我 们 将 要 描述 的 拓扑 排序 算法 对 任何 有 穷 非 空 偏 序 集 都 有 效 。 为 了 在 偏 序 集 (A，< ) 上 害 
义 一 个 全 序 ， 首 先 选择 一 个 极 小 元 素 wm 。 由 引 理 1 可知， 这样 的 元 素 存 在 。 接 着 ， 正 如 读者 应 
自行 验证 的 ，(A 一 {ta}，) 也 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 它 是 非 空 的 ， 选 择 这 个 偏 序 集 的 一 个 极 小 
元 az。 然后 再 移出 Q2， 如 果 还 有 其 他 的 元 素 留 下 来 ， 在 A 一 {a， ss } 中 选择 一 个 极 小 元 a3。 继 
续 这 个 过 程 ， 只 要 还 有 元 素 留 下 来 ， 就 在 A 一 {a;，a;，…，as} 中 选择 极 小 元 ai+i。 

因为 A 是 有 穷 集 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 终止 。 最 终 产生 一 个 元 素 序列 wa ，as，…，a,。 所 
需要 的 全 序 <, 定义 为 

Gr < a <adn 

这 个 全 序 与 初始 偏 序 相 容 。 为 看 出 这 一 点 ， 注 意 如 果 在 初始 偏 序 中 5<c，c 在 算法 的 某 个 阶段 
b 已 经 被 移出 时 ， 被 选择 为 极 小 元 ,否则 c 就 不 是 极 小 元 。 算 法 1 给 出 了 关于 这 个 拓扑 排序 算 
法 的 伪 码 。 


算法 1 拓扑 排序 
procedure topological sort((S， 二 ); 有 穷 偏 序 集 ) 
k :一 ] 
while S 关 CI 


a : 王 S 的 极 小 元 {由 引 理 1 可知， 这 样 的 元 素 一 定 存 在 } 
S :一 和 一 cx/ 
k :二 上 十 1 

return cl ，d ，… ，wr{lal，az，…，a 是 与 S 相 容 的 全 序 ) 





找 出 与 偏 序 集 ({1，2，4，5，12，20}，|) 相 容 的 一 个 全 序 。 

解 ” 第 一 步 是 选择 一 个 极 小 元 。 这 个 元 素 一 定 是 1， 因为 它 是 唯一 的 极 小 元 。 下 一 步 选择 
({2，4，5，12，20}，|) 的 一 个 极 小 元 。 在 这 个 偏 序 集中 有 两 个 极 小 元 ， 即 2 和 5。 我 们 选择 
5。 剩 下 的 元 素 是 (2，4，12，20}。 在 这 一 步 ， 唯 一 的 极 小 元 是 2。 下 一 步 选择 4， 因为 它 是 
(C{4，12，20}，|) 的 唯一 极 小 元 。 因 为 12 和 20 都 是 ({12，20};，| ) 的 极 小 元 ， 下 一 步 选 哪 一 
个 都 可 以 。 我 们 选 20， 只 剩 下 12 作为 最 后 的 元 素 。 这 产生 了 全 序 

1]<h-<2<X4KR20< 12 
这 个 排序 算法 所 使 用 的 步骤 在 图 9 中 给 出 。 二 





选择 极 小 f 素 1 | 5 | ” | + | | 
图 9 ({1，2，4，5，12，20}，|) 的 拓扑 排序 
在 项 目的 安排 中 会 用 到 拓扑 排序 。 
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局 有 一 个 计算 机 公司 的 开发 项 目 需要 完成 7 个 任务 。 G 
其 中 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 后 才能 开始 。 考 虑 如 下 建 Dp F 


立 任务 上 的 偏 序 ， 如 果 任 务 Y 在 X 结束 后 才能 开始 ， 则 任务 
X< 任 务 Y。 这 7 个 任务 对 应 于 这 个 偏 序 的 喻 塞 图 如 图 10 所 


示 。 求 一 个 任务 的 执行 顺序 ， 使 得 能 够 完成 这 个 项 目 。 

解 ” 可 以 通过 执行 一 个 拓扑 排序 得 到 7 个 任务 的 排序 。 
排序 的 步骤 显示 在 图 11 中 。 这 个 排序 的 结果 ，A<<C<B< A E 
E<F<D<G,， 给 出 了 一 种 可 行 的 任务 次 序 。 本 10 关于 7 个 任务 的 哈 塞 图 





TT rr De WI 


图 11 任务 的 拓扑 排序 


育 数 编号 练习 
1. 以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 哪 些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 
哪些 性 质 。 


a){(0, 0), C1, 1), (2, 2), (3, 3))} 
{0 0 (1s ls (2 OY C8, 273 2, 3 C3 27, C3 8) 
TOs O00 Cls 1)s Uls 2)4 《2 2): (9 3)} 
{C0 OF, Che I). tl 2 Cls Bs C2 2 (2 BY Ca 3 
,0 0 1 0 DD, CLOW C1 DY 2 (2, 07, {25 DD 853 
3. 设 a 和 6b 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a, -5)€ER。 请问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 





a)a 比 b5 的 个 子 高 b)a 不 比 2 高 
c)x 一 0 或 a 是 2 的 祖先 d)a 和 5 有 共同 的 朋友 
5. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 
和 KZ = p(T) c)(Z， 宇 ) dE 水 
7. 确定 以 下 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 
i 1 1 
站 br 
4 
"| | » hv c) 
0 10& 2 .1 
0 0 1 @ Ol 
| 
在 练习 9 一 11 中 确定 有 向 图 所 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


9. > < ) 
(> x ) 


C d 


13. 求 下 面 偏 序 集 的 对 偶 。 
a)({0, 1, 2}, <) b)(Z， 宇 ) 


1s. 


17， 


19. 


21. 
23. 


2597 


c) (PZ), 二 =) 

在 下 面 的 偏 序 集 中 ， 找 出 两 个 不 可 比 的 元 素 。 
aj{(Pr{o0, 1, 2}), CY 

找 出 下 面 的 nn 元 组 的 字典 顺序 ，。 

Ee Ee DI: Cle Se 1 

el Bs 1 Os 1 ls TO 
找 出 比特 串 0，01，11，001，010，011，0001 和 0101 的 基于 0<1 的 字典 顺序 。 
画 出 定义 在 {0，2，5，10，11，15} 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 的 哈 塞 图 。 

画 出 定义 在 下 述 集 合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 
a){l, 2, 3 4, §, 6, rs By 
CL 


CB #0 
by Cl, HB, 4 Bn Bh | 


by (0 1 2 3), 《0 1 3 2) 


b) "2 3» 5 241 13} 
d){l; 2, 4, 8, 16, 32, 64} 


在 练习 25 一 27 中 ， 列 出 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 中 的 所 有 有 序 对 。 


25S， 


29. 
3 


2 


35， 


37, 
39. 


41. 


43. 


45. 
47. 


C d 27. d e 了 


4 b a c 
定义 在 S 的 寡 集 上 的 偏 序 {(A，B) | ACB} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 其 中 S={a, 6b; c})。 
证 明 : 一 个 有 穷 偏 序 集 可 以 从 它 的 覆盖 关系 重新 构造 出 来 。[ 提 示 : 证 明 偏 序 集 是 它 的 覆盖 关系 的 传 
递 闭 包 的 自 反 闭 包 。J 
对 偏 序 集 ({13，5，9，15，24，45}，|)， 回 答 下 述 问题 。 
a) 求 极 大 元 。 b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
e) 找 出 {3，5} 的 所 有 上 界 。 f) 如 果 存 在 ， 求 {3，5}) 的 最 小 上 界 。 
g) 求 {15，45}) 的 所 有 下 界 。 h) 如 果 存 在 ， 求 {15，45}) 的 最 大 下 界 。 
对 偏 译 此 (111}s {0)3 {0 3 加 
答 下 述 问 题 。 
a) 求 极 大 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? 
e) 求 {{2)，{4)}) 的 所 有 上 界 。 
g) 求 {{1，3，4}，{2，3，4)}) 的 所 有 下 界 。 
h) 如 果 存 在 ;， 求 {{1，3，4}，{2，3，4)} 的 最 大 下 界 。 
证 明 : 字典 顺序 是 两 个 偏 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 偏 序 。 
假设 (S$，<,) 和 (T， 过 ;) 是 偏 序 集 。 证 明 (SXT， 过 ) 也 是 偏 序 集 ， 其 中 (s，1) 二 (uw，wv) 当 和 且 仅 当 
5S< 和 12 上 且 上 入 2v。 
a) 证 明 : 在 一 个 具有 最 大 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 大 元 。 
b) 证 明 : 在 一 个 具有 最 小 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 小 元 。 
确定 具有 下 面 喻 塞 图 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 


b) 求 极 小 元 。 
d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
f) 如果 存 在 ， 求 {{2}，{4})} 的 最 小 上 界 。 


a) 8 b)h c) 
f f h 
d ， 2 f 8 
d e 
b C b e 
b C 


a 


a 
证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 限 非 空子 集 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 
在 一 个 公司 里 ， 使 用 信息 流 的 格 模型 控制 敏感 信息 ， 这 些 信 息 具 有 由 有 序 对 (A，C) 表 示 的 安全 类 别 。 
这 里 A 是 权限 级 别 ， 这 种 权限 级 别 可 以 是 非 私有 的 (0)、 私 有 的 (1)、 受 限制 的 (2) 或 注册 的 (3)。 种 
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类 C 是 所 有 项 目 集合 { 猫 豹 ， 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 ) 的 子 集 (在 公司 里 常常 使 用 动物 的 名 字 作 为 项 目的 代码 
名 字 )。 
a) 是 否 允 许 信 息 从 (私有 的 ，{ 猎 鹏 ,美洲 狮 )) 流 向 ( 受 限制 的 ，{ 美 洲 狮 })? 
b) 是 否 允 许 信息 从 ( 受 限 制 的 ，!{ 猎 豹 ) ) 流 向 (注册 的 ，! 猎 鹏 ， 黑 斑 羚 })? 
c) 人 允许 信息 从 (私有 的 ，{ 猎 豹 ， 美 洲 狮 )) 流 向 哪个 类 ? 
d) 允 许 信 息 从 哪个 类 流向 安全 类 ( 受 限 制 的 ，{ 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 })? 
* 49. 证 明 : 一 个 集合 S$ 上 的 所 有 划分 的 集合 与 关系 过 构成 一 个 格 , 其 中 如 果 划 分 已 是 划分 P; 的 加 细 ， 
则 Pi 二 Ps,( 见 5.5 节 练习 49 的 前 导 文 )。 
S51. 证 明 : 每 个 有 限 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 
53. 验证 (Z” X2Z ，< ) 是 一 个 良 序 集 ， 其 中 过 是 例 8 中 所 声明 的 字典 顺序 。 
如 果 偏 序 集中 不 存在 元 素 的 无 限 递 减 序列 ， 即 元 素 TI ，Xi，…，Zx,… 使 得 … 过 XI, 过 … 到 xX; 迟 XT1， 则 这 个 
偏 序 集 是 良 基 的 。 设 偏 序 集 (R， 二 )， 如 果 对 所 有 的 TER 和 yER，x<y 都 存在 元 素 x<ER 使 得 工 近 z< 
y， 则 称 这 个 偏 序 集 是 稠密 的 。 
55. 证 明 : 偏 序 集 (Z，< )( 其 中 zx<y 当 且 仅 当 |z | 二 |y|) 是 良 基 的 , 但 不 是 全 序 集 。 
57. 证 明 : 有 理 数 和 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 构成 的 偏 序 集 (Q， Eee 
59. 证 明 : 偏 序 集 是 良 序 的 ， 当 且 仅 当 它 是 全 序 的 并 且 是 良 基 的 。 
61. 求 一 个 全 序 ， 使 得 它 与 练习 32 中 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集 相 容 。 
63. 求 出 所 有 与 例 26 中 的 偏 序 集 ({1，2，4，5，12，20}》，| } 相 容 的 全 序 。 
65. 求 出 完成 例 27 市 的 开发 项 目的 任务 的 所 有 可 能 的 顺序 。 
67. 如 果 关 于 一 个 软件 项 目的 任务 的 哈 塞 图 如 下 图 所 示 ， 给 出 这 个 软件 项 目的 任务 的 完成 顺序 。 


设置 测试 点 
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图 是 由 顶点 和 连接 顶点 的 边 构成 的 离散 结构 。 根 据 图 中 的 边 是 否 有 方向 、 相 同 顶 点 对 之 间 
是 否 可 以 有 多 条 边 相 连 以 及 是 否 允 许 存在 自 环 ， 图 可 以 分 为 多 种 不 同 的 类 型 。 几 乎 可 以 想到 的 
每 个 学 科 中 的 问题 都 可 以 运用 图 模型 来 求解 。 我 们 将 举例 说 明 如 何在 各 种 领域 中 运用 图 来 建 
模 。 例 如 ， 如 何 用 图 表示 生态 环境 中 不 同 物种 的 竞争 ， 如 何 用 图 表示 组 织 中 谁 影响 谁 ， 如 何 用 
图 表示 循环 锦标 赛 的 结果 。 我 们 将 描述 如 何 用 图 对 人 们 之 间 的 相识 关系 、 研 究 人 员 之 间 的 合作 
关系 、 电 话 号 码 间 的 呼叫 关系 以 及 网 站 之 间 的 链接 关系 进行 建 模 。 我 们 将 说 明 如 何 用 图 对 路 线 
图 和 一 个 组 织 内 员工 的 工作 指派 进行 建 模 。 

运用 图 模型 ， 可 以 确定 能 不 能 遍历 一 个 城市 的 所 有 街道 而 不 在 任 一 条 街道 上 走 两 忆 ， 还 能 
找 出 对 地 图 上 的 区 域 着 色 所 需要 的 颜色 数 。 可 以 用 图 来 确定 某 一 个 电路 是 否 能 够 在 平面 电路 板 
上 实现 。 用 图 可 以 区 分 有 着 同样 的 分 子 式 但 结构 不 同 的 两 种 化 合 物 。 我 们 能 够 运用 计算 机 网 络 
的 图 模型 确定 两 台 计 算 机 是 否 由 通信 和 链 路 连接 。 对 其 边 赋予 了 权重 的 图 可 以 求解 诸如 传输 网 络 
中 两 个 城市 间 的 最 短路 径 这 类 的 问题 。 我 们 还 可 以 用 图 来 安排 考试 和 指定 电视 台 的 频道 。 本 章 
将 介绍 图 论 的 基本 概念 ， 还 将 给 出 许多 不 同 的 图 模型 。 为 了 求解 能 够 用 图 研究 的 多 种 问题 ， 我 
们 将 介绍 许多 不 同 的 图 的 算法 ， 还 将 研究 这 些 算 法 的 复杂 度 。 


6.1 图 和 图 模型 
首先 给 出 图 的 定义 。 





评注 醒 的 顶 皮 条 太 可 能 是 无 限 的 ， 顶点 入 为 无 途 友 光 光良 条 边 的 图 标 近 无 限 图， 
与 之 相对 地 ， 顶 点 集 和 边 集 为 有 限 集 的 图 称 为 有 限 图 。 在 本 书 中 ,通常 只 考虑 有 限 图 。 
现在 假设 一 个 网 络 由 数据 中 心 和 计算 机 之 间 的 通信 和 链 路 组 成 。 可 以 把 每 个 数据 中 心 的 位 置 
一 个 点 来 表示 ， 把 每 个 通信 链接 用 一 条 线段 来 表示 ， 如 图 1 所 示 。 
底特律 
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图 1 一 个 计算 机 网 络 


这 个 计算 机 网 络 可 以 用 图 来 建 模 ， 图 中 的 顶点 表示 数据 中 心 ， 边 表示 通信 和 链接。 通常 ， 用 
点 表示 项 点、 用 线段 或 者 曲线 表示 边 来 可 视 化 图 。 其 中 ， 表 示 边 的 线段 的 端点 就 是 表示 相应 边 
的 端点 的 点 。 在 画图 时 ， 尽 量 不 要 让 边 相 交 。 然 而 ， 并 不 是 必须 这 样 做 ， 因 为 任意 的 用 点 表示 
顶点 、 用 任意 形式 的 顶点 间 的 连接 表示 边 的 描述 方法 均 可 使 用 。 实 际 上 ， 有些 图 不 能 在 边 不 相 
交 的 情况 下 夯 在 平面 上 ( 见 6.7 节 )。 关 键 的 一 点 是 ， 只 要 正确 地 描述 了 顶点 间 的 连接 ， 画 图 的 
方式 可 以 是 任意 的 。 

注意 ， 表 示 计 算 机 网 络 的 图 的 每 条 边 都 连接 着 两 个 不 同 的 顶点 ， 即 没有 任何 一 条 边 仅 连 接 
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一 个 顶点 自身 ， 另 外 ， 也 没有 两 条 不 同 的 边 连 接着 一 对 相同 的 顶点 。 每 条 边 都 连接 两 个 不 同 的 
顶点 且 没 有 两 条 不 同 的 边 连接 一 对 相同 顶点 的 图 称 为 简单 图 。 注 意 ， 在 简单 图 中 ， 每 条 边 都 与 
一 对 无 序 的 顶点 相关 联 ， 而 且 没 有 其 他 的 边 和 这 条 边 相 关联 。 因 此 ， 在 简单 图 中 ， 当 有 一 条 边 
与 { 妈 4，v} 相 关联 时 ， 也 可 以 说 {uw， 妙 是 该 图 的 一 条 边 ， 这 不 会 产生 误解 。 

一 个 计算 机 网 络 可 能 在 两 个 数据 中 心 之 间 有 多 重 链 接 ， 如 图 2 所 示 。 为 这 样 的 网 络 建 模 ， 
需要 有 多 条 边 连 接 同一 对 顶点 的 图 。 可 能 会 有 多 重 边 连接 同一 对 顶点 的 图 称 为 多 重 图 。 当 有 mm 
条 不 同 的 边 与 相同 的 无 序 项 点 对 相关 联 时 ， 我 们 也 说 {uw，v} 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 就 是 说 ， 
可 以 认为 这 个 边 集 是 边 {4u，v} 的 m 个 不 同 副 本 。 
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图 2 数据 中 心 之 间 具 有 多 重 链接 的 计算 机 网 络 


有 时 候 一 个 数据 中 心 有 一 条 连接 自身 的 通信 线路 ， 也 许 是 一 个 用 于 诊断 的 反馈 环 。 图 3 说 
明了 这 样 的 网 络 。 为 这 个 网 络 建 模 ， 需 要 包括 把 一 个 顶点 连接 到 它 目 身 的 边 。 这 样 的 边 称 为 
环 。 有 时， 一 个 顶点 可 能 需要 多 个 环 。 包含 环 或 存在 多 重 边 连 接 同 一 对 顶点 或 同一 个 项 点 的 
图 ， 称 为 伪 图 。 
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图 3 带 诊断 链 路 的 计算 机 网 络 


到 目前 为 止 ， 我 们 所 介绍 的 图 是 无 向 图 。 它 们 的 边 也 被 认为 是 无 向 的 。 然 而 ， 要 建立 一 个 
图 模型 ， 可 能 会 发 现 有 必要 给 这 些 边 赋予 方向 。 例 如 ， 在 计算 机 网 络 中 ， 有 些 链接 只 可 以 对 一 
个 方向 操作 (这 种 边 称 为 单 工 线路 ) 。 这 可 能 是 这 种 情况 ， 有 大 量 的 数据 传送 到 某 些 数据 中 心 ， 
但 只 有 很 少 或 者 根本 没有 相反 方向 的 数据 传输 。 这 样 的 网 络 如 图 4 所 示 。 


底特律 
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图 4 具有 单 向 通信 和 链 路 的 通信 和 网络 


我 们 使 用 有 向 图 为 这 样 的 计算 机 网 络 建 模 。 有 向 图 的 每 条 边 与 一 个 有 序 对 相关 联 。 这 里 给 
出 的 有 向 图 的 定义 比 第 5 章 使 用 的 更 加 广义 ， 在 第 9 革 中 使 用 有 问 图 来 表示 关系 。 





当 画 线 描述 一 个 有 向 图 时 ， 我 们 用 一 个 从 zx 指向 的 箭头 来 表示 这 条 边 的 方向 是 开始 于 v 
结束 于 v。 一 个 有 向 图 可 能 包含 环 ， 也 有 可 能 包含 开始 和 结束 于 相同 项 点 的 多 重 有 向 边 。 有 向 
图 也 可 能 包含 连接 w 和 w 的 两 个 方向 上 的 有 向 边 ， 就 是 说 ， 当 一 个 有 向 图 含有 从 zx 到 v 的 边 
时 ， 它 也 可 能 包含 从 vv 到 z 的 一 条 或 多 条 边 。 注 意 ， 当 对 一 个 无 向 图 的 每 一 条 边 都 赋予 方向 
后 ， 就 得 到 了 一 个 有 回 图 。 当 一 个 有 疝 图 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 时 ， 就 称 为 简单 有 向 图 。 因 为 
在 简单 有 回 图 中 ,， 每 个 项 点 有 序 对 (wx， 妇 之 间 最 多 有 一 条 边 和 它们 相连 ， 如 果 在 图 中 ，(x，m) 
之 间 存 在 一 条 边 ， 则 称 (x，mz) 为 边 。 

在 某 些 计算 机 网 络 中 ， 两 个 数据 中 心 之 间 可 能 有 多 重 的 通信 和 链 路 ， 如 图 5 所 示 。 可 以 用 包 
含 从 一 个 顶点 指向 第 二 个 4 也许 是 同一 个 ) 顶 点 的 多 重 有 向 边 的 有 向 图 来 对 这 样 的 网 络 建 模 ， 我 
们 称 这 样 的 图 为 有 向 多 重 图 。 当 m 条 有 向 边 中 的 每 一 条 都 与 顶点 有 序 对 (uw，v) 相 关联 时 ， 我 
们 称 (u，) 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 
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图 5 带 多 重 单 向 链 路 的 计算 机 网 络 


对 于 某 些 模型 ， 我 们 可 能 需要 这 样 的 图 ,其 中 有 些 边 是 无 向 的 ， 而 另 一 些 边 是 有 向 的 。 既 
包含 有 回 边 又 包含 无 身边 的 图 称 为 混合 图 。 例 如 ， 可 能 会 用 一 个 混合 图 给 这 样 的 计算 机 网 络 建 
模 ， 该 网 络 中 包含 一 些 双向 的 通信 链 路 和 另 一 些 单 向 的 通信 链 路 。 

表 1 工 总 结 了 各 种 图 的 专用 术语 。 有 时 我 们 将 用 图 作为 一 个 通用 的 术语 指 代 有 向 或 无 向 的 
(或 两 者 篆 有 ) 、 有 环 或 无 环 的 ， 以 及 有 多 重 边 或 无 多 重 边 的 图 。 在 其 他 情形 下 ， 当 上 下 文清 楚 
时 ， 我 们 使 用 术语 图 只 表示 无 向 图 。 


表 1 图 术语 














无 由 


无 向 
伪 图 无 向 
简单 有 向 图 有 问 
有 问 


和 肛 千 项 千 人 号 基 | 竺 


有 向 的 和 无 向 的 


由 于 当前 人 们 对 图 论 的 研究 兴趣 ， 以 及 其 在 各 个 学 科 的 广泛 应 用 ， 所 以 图 论 中 引入 了 许多 
不 同 的 术语 。 不 管 什 么 时 候 遇 到 这 些 术 语 ， 读 者 应 该 注意 它们 的 实际 含义 。 数 学 家 用 以 描述 图 
的 术语 已 经 逐步 得 到 规范 ， 但 是 在 其 他 学 科 用 于 讨论 图 的 术语 仍然 多 种 多 样 。 尽 管 描述 图 的 术 
语 可 能 区 别 很 大 ， 但 是 以 下 三 个 问题 能 够 帮助 我 们 理解 图 的 结构 : 

e 图 的 边 是 有 问 的 还 是 无 向 的 (还 是 两 者 尼 有 )? 

e@ 如 果 是 无 向 图 ， 是 否 存 在 连接 相同 顶点 对 的 多 重 边 ? 如 果 是 有 向 图 ， 是 否 存 在 多 重 有 

向 边 ? 
e@ 是 否 存在 环 ? 
回答 这 些 问 题 有 助 于 我 们 理解 图 。 而 记 住 所 使 用 的 特定 术语 就 不 那么 重要 。 


6.1.1 图 模型 
图 可 用 在 各 种 模型 里 。 本 节 开 始 部 分 介绍 了 如 何 为 链接 数据 中 心 的 通信 网 络 建 模 。 本 节 后 


Links》 
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续 部 分 将 介绍 一 些 图 模型 的 有 趣 应 用 。 本 章 的 后 续 小 节 和 第 7 章 还 将 讨论 这 些 应 用 。 本 章 的 后 
续 部 分 和 后 面 的 章节 还 要 介绍 其 他 模型 。 第 5 章 介绍 了 某 些 应 用 的 有 向 图 模型 。 当 建立 图 模型 
时 ， 需 要 确认 已 经 正确 回答 了 我 们 提出 的 关于 图 结构 的 三 个 关键 问题 。 

社交 网 络 图 广泛 地 应 用 于 为 基于 人 或 人 群 之 间 不 同类 型 关系 的 社会 结构 建 模 。 这 些 社会 
结构 以 及 表示 它们 的 图 被 称 为 社交 网 络 。 在 这 些 图 模型 中 ， 用 顶点 表示 个 人 或 组 织 ， 用 边 表 示 
个 人 或 组 织 之 间 的 关系 。 对 社交 网 络 的 研究 是 一 个 非常 活跃 的 学 科 ， 可 以 使 用 社交 网 络 研究 人 
们 之 间 很 多 不 同类 型 的 关系 。 这 里 我 们 将 介绍 一 些 最 常用 的 社交 网 络 ， 更 多 信息 可 参考 [Nel0j 

or 

交往 和 朋友 关系 图 ”可 用 简单 图 来 表示 两 个 人 是 否 互 相 认 识 ， 即 他 们 是 否 熟悉 或 他 
Pe Tee tet 通过 像 脸谱 一 样 的 社交 网 络 )。 用 顶点 表示 具体 
人 群 里 的 每 个 人 。 当 两 个 人 互相 认识 时 ， 用 无 问 边 连接 这 两 个 人 。 当 我 们 仅 关 注 是 否 熟 悉 或 是 
否 为 朋友 时 ， 不 使 用 多 重 边 ， 通 常 也 不 使 用 环 。( 如 果 我 们 想 表 达 “ 自 己 认识 自己 ”这 层 意思 ， 
就 在 图 中 包含 环 .) 图 6 显示 了 一 个 小 型 交往 关系 图 。 世 界 上 所 有 人 的 交往 关系 图 有 超过 60 亿 
个 顶点 和 可 能 超过 1 万 亿 条 边 ! 在 6.4 节 里 将 要 进一步 讨论 这 个 图 。 本 

影响 图 在 对 群体 行为 的 研究 中 ， 可 以 观察 到 某 些 人 能 够 影响 其 他 人 的 思维 。 一 
种 称 为 影响 图 的 有 向 图 可 以 用 来 为 这 样 的 行为 建 模 。 用 顶点 表示 群体 的 每 个 人 。 当 项 点 & 所 
表示 的 人 影响 顶点 5 所 表示 的 人 时 ， 就 有 从 顶点 a 到 顶点 5 的 有 问 边 。 这 些 图 中 不 包含 环 和 
多 重 有 向 边 。 图 7 表示 了 一 个 群体 成 员 的 影响 图 的 例子 。 在 这 个 用 影响 图 建 模 的 群体 里 ， 
Deborah 影响 Brain、Fred 以 及 Linda， 但 是 没有 人 影响 Deborah。 另 外 ，Yvonne 与 Brain 互相 
影响。 4 

Eduardo 


Linda Brian 





Kari Shaquira Deborah Fred Yvonne 
图 6 交往 关系 图 图 7 影响 图 


合作 图 ”合作 图 用 来 为 社交 网 络 建 模 ， 在 该 图 中 以 某 种 方式 一 起 工作 的 两 个 人 之 间 
a i 瑟 全 汪 后 付 本 
当 两 个 人 之 间 存 在 合作 时 ， 两 个 人 之 间 有 一 条 无 向 边 相 连 。 在 图 中 不 存在 环 和 多 重 边 。 好 莱 雹 
图 就 是 一 个 合作 图 ， 图 中 用 顶点 表示 演员 ， 当 两 个 顶点 所 表示 的 演员 共同 出 演 一 部 电影 或 电视 
剧 时 ， 就 有 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 。 好 莱 坞 图 是 一 个 很 大 的 图 ， 其 中 包含 290 万 个 顶点 (到 
2018 年 年 初 )。 稍 后 将 在 6. 4 节 里 讨论 好 莱 坞 图 。 

在 学 术 合 作 图 中 ， 顶 点 表示 人 (可 能 限制 为 某 个 学 术 轿 子 的 成 员 )， 若 两 个 人 之 间 合 作 发 表 
过 文章 ， 就 有 一 条 边 连接 两 个 人 。2004 年 已 经 为 在 数学 领域 发 表 论文 的 合作 者 构建 了 合作 图 ， 
该 图 中 包含 超过 400 000 个 顶点 和 675 000 条 边 ， 之 后 这 些 数量 有 着 可 观 的 增长 。 在 6.4 节 里 将 
对 这 个 图 做 补充 说 明 。 合 作 图 还 可 以 用 在 体育 领域 ， 如 果 两 个 职业 运动 员 在 某 项 运动 的 常规 赛 
季 效 力 于 同一 个 队 ， 就 可 以 认为 这 两 人 有 合作 关系 。 司 
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通信 和 网络 我 们 可 以 为 不 同 的 通信 网 络 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 设备 ， 边 表示 所 关注 的 某 种 
类 型 的 通信 链接。 在 本 节 的 第 一 部 分 ， 我们 已 经 为 数据 网 络 建 模 。 

呼叫 图 ”图 可 用 来 为 网 络 ( 如 长 途 电 话 网 ) 中 的 电话 呼叫 建 模 。 具 体 地 说 ， 有 问 多 重 
图 可 以 用 来 为 呼叫 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 电话 号 码 ， 用 有 向 边 表示 每 次 电话 呼叫 。 表 示 呼 
叫 的 边 是 以 发 出 呼叫 的 电话 号 码 为 起 点 ， 以 接受 呼叫 的 电话 号 码 为 终点 。 我 们 需要 有 向 边 ， 因 
为 其 所 表示 的 通话 方向 是 有 意义 的 。 我 们 需要 多 重 有 向 边 ， 因 为 需要 表示 每 一 个 从 特定 号 码 拨 
到 第 二 个 号 码 的 通话 。 

一 个 小 型 的 电话 呼叫 图 如 图 8a 所 示 ， 它 表示 7 个 电话 号 码 。 例 如 ， 这 个 图 表示 从 732-555- 
1234 到 732-555-9876 有 3 次 呼叫 和 2 次 反 向 呼叫 ， 但 是 从 732-555-4444 到 其 余 6 个 号 码 (732- 
555-0011 除外 ) 没 有 呼叫 。 当 我 们 只 关心 两 个 电话 号 码 之 间 是 否 有 呼叫 时 ， 可 以 使 用 无 向 图 ， 
其 中 ， 当 两 个 号 码 之 间 有 了 呼叫 时 ， 就 用 边 连接 这 两 个 电话 号 码 。 这 种 类 型 的 呼叫 图 如 图 8b 
所 示 。 本 

表示 实际 呼叫 活动 的 呼叫 图 可 以 非常 732-555-1001 
大 。 例 如 ，AT&T 研究 的 一 个 呼叫 图 ， 

这 个 图 表示 在 20 天 中 进行 的 呼叫 ， 有 大 ?732-555-1234 
约 2900 万 个 顶点 和 40 亿 条 边 。 在 6.4 节 
里 将 要 进一步 讨论 呼叫 图 。 

信息 网 络 图 可 以 用 来 为 链接 特定 类  . 
型 信息 的 多 种 网 络 建 模 。 这 里 ， 我 们 将 描 732-555-9876 
述 如 何 使 用 图 为 万 维 网 建 模 。 我 们 还 将 描 






732-5S55-4444 


732-555$-0011 


述 如 何 使 用 图 为 不 同类 型 的 文本 中 的 引用 732-555-6666 
建 模 。 a) 
网 络 图 ”万维网 可 用 有 向 图 来 732-555-1001 









建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 网 页 ， 并 且 车 ，， 。。 ，， 
有 从 网 页 a 指向 网 页 5 的 链接 ， 则 有 以 a 

为 起 点 以 5 为 终点 的 边 。 因 为 在 网 络 中 ， 
几乎 每 秒 都 有 新 网 页 产生 ， 也 有 其 他 页 面 
被 删除 ， 所 以 网 络 图 几乎 是 连续 变化 的 。 


732-553-4444 


732-5355-0069 


732-555-0011 


许多 人 正在 研究 网 络 图 的 性 质 ， 以 便 更 好 ep 

地 理解 网 络 的 本 质 。6. 4 节 将 要 继续 讲解 

网 络 图 ， 第 7 章 将 要 解释 网 络 息 虫 ( 搜 索 TO 
引擎 用 它 来 产生 网 页 的 索引 ) 是 如 何 使 用 be 
网 络 图 的 。 


引用 图 图 可 用 来 表示 不 同类 型 的 文本 (包括 学 术 论 文 、 专 利和 法 律 条 文 ) 之 间 的 引 
用 。 在 这 类 图 中 ， 用 顶点 表示 每 个 文本 ， 寿 一 个 文本 在 其 引用 列表 中 引用 了 第 二 个 文本 ， 则 从 
这 个 文本 到 第 二 个 文本 之 间 有 一 条 边 ( 在 学 术 论 文中 ， 引 用 列表 是 书目 或 参考 文献 列表 ; 在 专 
利 中 ， 是 引用 的 以 前 专利 的 列表 ; 在 法 律 条 文中 ， 是 引用 的 以 前 条 文 的 列表 )。 引 用 图 是 不 包 
含 环 和 多 重 边 的 有 问 图 。 4 
软件 设计 应 用 ”图 模型 是 软件 设计 中 有 用 的 工具 。 这 里 简要 描述 两 个 这 样 的 模型 。 


只 模块 依赖 图 在 软件 设计 中 ， 最 重要 的 任务 之 一 是 如 何 把 一 个 程序 分 成 多 个 不 同 的 


部 分 或 模块 。 理 解 程序 的 不 同 模块 之 间 如 何 交互 ， 不 仅 对 程序 设计 ， 而 且 对 软件 测试 和 维护 都 
很 重要 。 模 块 依赖 图 为 理解 程序 的 不 同 模 块 之 间 的 交互 提供 了 有 用 的 工具 。 在 程序 模块 依赖 图 
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中 ， 顶 点 表示 模块 。 如 果 第 二 个 模块 依赖 于 第 一 个 模块 ， 则 有 一 条 有 向 边 从 第 一 个 模块 指向 第 
二 个 模块 。 在 图 9 中 ， 显 示 了 一 个 关于 Web main 
浏览 器 的 程序 模块 依赖 图 的 例子 。 
优先 图 与 并 发 处 理 ”通过 并 发 地 执 
行 某 些 语句 ， 计 算 机 程序 可 以 执行 得 更 快 。 重 display oto 
要 的 是 避免 语句 执行 时 还 要 用 到 尚未 执行 语句 
的 结果 。 语 句 与 前 面 语句 的 相关 性 可 以 表示 成 
有 向 图 。 用 项 点 表示 每 个 语句 ， 若 在 执行 完 第 


一 个 顶点 所 表示 的 语句 之 前 不 能 执行 第 二 个 项 abstract page network 
点 所 表示 的 语句 ， 则 从 第 一 个 顶点 到 第 二 个 项 syntax tree 
点 有 一 条 边 。 这 样 的 图 称 为 优先 图 。 图 10 显示 图 9 模块 依赖 图 


了 计算 机 程序 及 其 优先 图 。 例如， 该 图 说 明 在 执行 语句 S, 、S, 和 S, 之 前 不 能 执行 语句 S,。 4 
运输 网 ”可 以 使 用 图 为 不 同类 型 的 运输 网 络 建 模 ,包括 公路 、 航 空 、 铁 路 以 及 航运 网 络 。 
航线 图 ”可 以 用 顶点 表示 机 场 为 航空 网 络 建 模 。 特 别 地 ， 用 有 向 边 表 示 航 班 ， 该 边 

从 表示 出 发 机 场 的 顶点 指向 表示 目的 机 场 的 项 点， 我 们 每 天 可 以 为 某 个 航线 的 所 有 航班 建 模 。 

这 将 是 一 个 有 向 多 重 图 ， 因 为 在 同一 天 ， 从 一 个 机 场 到 另 一 个 机 场 可 能 存在 多 个 航班 。 
道路 网 ”可 以 用 图 对 道路 网 建 模 。 在 这 样 的 模型 中 ， 顶 点 表示 交叉 点 ， 而 边 表示 

路 。 如 果 所 有 的 道路 都 是 双向 的 ， 最 多 有 一 条 道路 连接 两 个 交叉 点 ， 那 么 可 以 用 一 个 简单 无 向 

图 来 表示 道路 网 。 然 而 ， 我 们 经 常 要 为 存在 单行 道 且 两 个 交叉 点 间 存 在 多 条 道路 的 道路 网 建 

模 。 为 了 构建 这 样 的 模型 ， 我 们 用 无 向 边 表示 双向 的 道路 ， 用 有 向 边 表示 单行 道 。 多 重 无 向 边 

表示 连接 两 个 相同 交叉 点 的 多 条 双向 道路 。 多 重 有 向 边 表示 从 一 个 交叉 点 开始 到 第 二 个 交叉 点 

结束 的 多 条 单行 道 ; 环 表示 环形 路 。 描 述 包含 单行 道 和 双向 道路 的 道路 网 需要 混合 图 。 * 
生态 网 “生物 学 中 的 很 多 内 容 可 以 用 图 进行 建 模 。 
生态 学 中 栖息 地 重 到 图 图 可 用 在 涉及 不 同 种 类 的 动物 在 一 起 活动 的 许多 模型 里 。 

例如 ， 用 栖息 地 重奏 图 为 生态 系统 里 物种 之 间 的 竞争 建 模 。 用 顶点 表示 每 个 物种 。 若 两 个 物种 

竞争 ( 即 它们 共享 某 些 食物 来 源 )， 则 用 无 向 边 连接 表示 它们 的 顶点 。 栖 息 地 重 释 图 是 简单 图 ， 

因为 在 此 模型 中 不 需要 环 和 多 重 边 。 图 11 中 的 图 表示 森林 生态 系统 。 从 这 个 图 中 可 以 看 出 松 

鼠 与 浣熊 竞争 ,但 是 乌鸦 不 与 胸 丹 竞争 。 
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d:=b+a * 

SS 二 人 

Se ee:=C+d pi 
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图 10 优先 图 图 11 生态 学 里 的 栖息 地 重合 图 


全 驳 蛋白 质 相 互 作用 图 当 细 胞 中 的 两 个 或 多 个 蛋白 质 绑 定 在 一 起 执行 生物 功能 时 ， 在 
活 细胞 中 的 蛋白 质 相互 作 用 。 由 于 和 蛋白质 相互 作用 是 大 多 数 生物 功能 的 关键 ,所 以 许多 科学 家 
致力 于 发 现 新 的 蛋白 质 和 了 解 蛋 白质 之 间 的 相互 作用 。 使 用 蛋白 质 相互 作用 图 (也 称 为 蛋白 质 - 


> 叹 木 乌 





蛋白 质 相 互 作 用 网 络 ) ， 可 以 模拟 细胞 内 的 蛋白 质 相互 作用 。 该 图 是 一 个 无 回 图 ， 其 中 每 个 蛋 
白质 由 一 个 项 点 来 表示 ， 用 边 连接 表示 存在 相互 作用 的 蛋白 质 的 项 点 。 确 定 真 正 的 蛋 日 质 相 互 
作用 的 细胞 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 由 于 实验 经 常 产 生 误 报 ， 所 以 得 出 两 种 并 不 发 生 作用 的 和 蛋 日 
质 相互 作用 的 结论 。 蛋 白质 相互 作用 图 可 用 于 推断 出 重要 的 生物 信息 ， 例 如 识别 对 各 种 功能 都 
很 最 重要 的 蛋 日 质 以 及 新 发 现 的 蛋 日 质 的 功能 。 

在 一 个 典型 的 细胞 内 有 成 千 上 万 种 不 同 的 和 蛋白质， 因此 细胞 中 和 蛋白质 相互 作用 的 图 形 是 非 
常 庞 大 且 复 杂 的 。 例 如 ， 已 知 酵母 细 胞 中 有 超过 6000 种 蛋 昌 质 和 超过 80 000 种 和 蛋 日 质 之 间 的 
相互 作用 ; 人 类 细胞 有 超过 10 万 种 蛋白 质 ， 可 能 多 达 1 000 000 种 蛋白质 之 间 的 相互 作用 。 当 


发 现 新 的 蛋白 质 和 和 蛋白 质 之 间 的 相互 作用 时 ， 就 有 附加 的 项 Q9Y3A5 
点 和 边 被 添加 到 蛋白 质 相 互 作 用 图 中 。 由 于 蛋白 质 相互 作用 本 

图 的 复杂 度 ， 所 以 它们 往往 被 分 割 成 更 小 的 称 为 模块 的 图 ， RRP42 
模块 代表 一 组 细胞 中 某 个 特定 的 功能 所 涉及 的 蛋白 质 。 图 12 

显示 了 在 [Bo04] 中 描述 的 蛋白 质 作 用 图 的 一 个 模块 ， 其 包括 RRP41 


降低 在 人 类 细胞 中 的 RNA 的 蛋白 质 的 复合 物 。 要 了 解 更 多 RRp44 
有 关 和 蛋白 质 相 互 作用 图 ， 请 参阅 [Bo04] 、[NE10] 和 [Hu07]。 

语义 网 络 ”图 模型 在 自然 语言 理解 和 信息 检索 中 有 着 广 。 PMSc2 RRP46 
泛 的 应 用 。 自 然 语言 理解 (NLU) 这 门 学 科研 究 如 何 使 机 器 能 图 12 看 白质 相互 作用 图 中 的 模块 
够 分 解 和 解析 人 类 语言 ， 目 标 是 让 机 器 像 人 类 一 样 理 解 和 交 
流 。 信 息 检索 (IR) 这 门 学 科研 究 如 何 从 基于 各 种 类 型 的 搜索 得 到 的 资源 集合 中 获取 信息 。 自 然 
语言 理解 帮助 我 们 实现 了 与 自动 化 客户 服务 代理 的 对 话 。 随 着 人 类 和 机 器 之 间 的 通信 不 断 得 到 
改善 ，NLU 的 进展 也 很 明显 。 在 进行 网 络 搜索 时 ， 我们 利用 了 近 几 十 年 来 在 信息 检索 方面 取 
得 的 许多 进展 。 

在 NLU 和 IR 应 用 的 图 模型 中 ， 顶 点 通常 表示 单词 、 短 语 或 句子 ， 而 边 表示 意义 相关 的 对 
象 之 间 的 连接 。 

在 语义 网 络 中 ， 顶 点 用 于 表示 单词 ， 当 单词 之 间 存 在 语义 关系 时 ， 用 无 向 边 连接 
这 些 的 顶点 。 语 义 关系 是 两 个 或 多 个 基于 单词 含义 的 单词 之 间 的 关系 。 例 如 ， 我们 可 以 构建 
这 样 一 个 图 ， 其 中 顶点 表示 名 词 ， 当 两 个 顶点 表示 的 名 词 具 有 相似 的 含义 时 ， 就 将 它们 连接 
起 来 。 例 如 ， 不 同 国家 的 名 称 有 相似 的 含义 ， 不 同 蔬菜 的 名 称 也 有 相似 的 含义 。 为 了 确定 哪 
些 名 词 具 有 相似 的 含义 ， 需 要 检查 大 量 的 文本 。 文 本 中 由 连词 (如 “或 ”或 “与 ”或 逗号 分 
隔 ， 或 出 现在 列表 中 的 名 词 ， 被 认为 具有 相似 的 含义 。 例 如 ， 通 过 查阅 有 关 农 业 的 书籍 ， 我 们 
可 以 确定 表示 水 果 名 称 的 名 词 ， 如 鳄 和 巢 、 面 包 果 、 石 榴 、 芒 果 、 木 瓜 和 荔枝 ， 具 有 相似 的 含 
义 。 采 用 这 种 方法 的 研究 人 员 使 用 英国 国家 语料库 (一 组 包含 100 000 000 个 单词 的 英语 文本 ) 
生成 了 一 个 图 ， 其中， 有 接近 100 000 个 表示 名 词 的 顶点 和 500 000 个 链接 ， 这 些 链接 将 具有 
相似 含义 的 成 对 单词 的 顶点 连接 起 来 。 图 13 显示 了 一 个 小 图 ， 其 中 顶点 表示 名 词 ， 边 连接 
具有 相似 含义 的 单词 。 这 个 图 以 单词 “Mouse”( 老 鼠 / 鼠 标 ) 为 中 心 。 该 图 说 明 Mouse 有 两 个 
不 同 的 含义 : 它 可 以 指 动 物 ， 也 可 以 指 计算 机 硬件 。 当 NLU 程序 在 句子 中 遇 到 单词 Mouse 
时 ， 它 可 以 看 到 哪些 具有 相似 含义 的 单词 更 适合 该 句子 ， 从 而 确定 其 在 该 句 中 是 指 动物 还 是 
计算 机 硬件 。 对 

锦标 赛 ”我 们 现在 给 出 一 些 例子 ,说明 如 何 用 图 来 为 不 同类 型 的 锦标 赛 建 模 。 

循环 赛 ”每 个 队 都 与 其 他 每 队 恰 好 比赛 一 次 且 不 存在 平局 的 联赛 称 为 循环 赛 。 可 以 
用 顶点 表示 每 个 队 的 有 向 图 来 为 这 样 的 比赛 建 模 。 注 意 若 a 队 击 败 5b 队 ， 则 (a，5) 是 边 。 该 图 
是 简单 有 向 图 ,不 包含 环 和 多 重 有 向 边 ( 因 为 没有 任何 两 支队 的 比赛 多 于 一 次 )。 图 14 表示 这 
样 的 有 向 图 模型 。 可 以 看 到 ， 在 这 次 比赛 里 ， 队 1 无 败绩 而 队 3 无 胜 绩 。 本 
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打印 机 





队 1 队 2 
队 6 队 3 
队 5 队 4 
图 13 以 “Mouse” 为 中 心 的 只 有 相似 含义 的 名 词 的 语义 网 络 图 14 循环 赛 图 模型 


单 淘汰 赛 ”在 比赛 中 ， 输 掉 一 次 就 被 淘汰 的 竞赛 称 为 单 淘汰 赛 。 在 体育 竞赛 中 ， 经 
常 使 用 单 淘汰 赛 ， 包 括 网 球 锦 标 赛 和 每 年 一 度 的 NCAA 篮球 锦标 赛 。 我 们 可 以 使 用 项 点 表示 
每 场 比赛 ， 用 有 向 边 连接 本 场 比 赛 及 其 获胜 者 参加 的 下 一 场 比赛 。 图 15 表示 2010 年 NCAA 女 
篮 锦 标 赛 最 后 16 支 球 队 的 比赛 情况 。 


Stanford 加 黑 的 是 获胜 者 Connecticut 
Georgia lowa State 
Stanford Connecticu 
Xavier Florida State 
Xavier Florida State 
Gonzaga Stanford Connecticut Connecticut Mississippi State 
On Oklahoma Stanford Baylor Wir 
Notre Dame Tennessee 
Oklahoma Bayior 
Kentucky Duke 
Kentucky Duke 
Nebraska San Diego State 
图 15 淘汰 赛 
奇数 编号 练习 ” 


1. 画 出 表示 航空 公司 航线 的 图 模型 ， 并 说 出 所 用 图 的 类 型 (根据 表 1)， 其 中 每 天 有 4 个 航班 从 波士顿 到 
纽 华 克 、2 个 航班 从 纽 华 克 到 波士顿 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 迈阿密 、2 个 航班 从 迈阿密 到 纽 华 克 、1 个 
航班 从 纽 华 克 到 底特律 、2 个 航班 从 底特律 到 纽 华 克 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 华盛顿 、2 个 航班 从 华盛顿 
到 纽 华 克 、1 个 航班 从 华盛顿 到 迈阿密 。 其 中 : 

a) 若 城市 之 间 有 航班 (任何 方向 ) ， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
b) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 


日 为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获 取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 (离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 。 原 书 第 8 版 ) 光 预计 2020 年 春季 出 版 ) 。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 10 章 ， 故 请 查阅 第 10 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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c) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 并 且 增 加 一 个 环 ， 表 示 从 迈 
阿 密 起 飞 和 降落 的 特殊 的 观光 旅行 。 
d) 从 表示 航班 出 发 城市 的 项 点 到 表示 航班 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
e) 对 每 个 航班 。 从 表示 出 发 城市 的 顶点 到 表示 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
试 确 定 练习 3 一 9 中 所 示 的 各 个 图 有 有 向 边 还 是 无 向 边 ， 是 否 有 多 重 边 是否 有 一 个 或 多 个 环 。 根据 你 的 
答案 指出 该 图 属于 表 1 中 的 哪 种 图 。 
3. 4a b $, 





11, 设 G 是 简单 图 。R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRw 当 且 仅 当 G 中 有 与 fu，v} 相 关联 的 边 。 证 明 : 关系 
R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 反 自 反 的 关系 。 

13. 集合 A! ，A, ，…，A, 的 交 图 是 这 样 的 图 ， 用 顶点 表示 每 个 集合 ， 若 两 个 集合 有 非 空 交集 ， 则 有 一 条 
边 连接 代表 这 两 个 集合 的 顶点 。 构 造 下 列 集合 的 交 图 。 

8 二 (0 0 ds nhs Brods = 0s 1: 2 3% 4) 
As={1, 3, 5, 7, 9}, A'={5, 6, 7, 8, 9}) 
Ai 三 (Oil Bs 9) 

DA el 

A, (1 一 人 一 站。 人 站， 元 “ ) 

As={:%, —6, 一 4， 一 0，0，2，4，6。，5) 

A={, —5, —3, —1, 1, 3, 5, =") 
,一 (wy 一 05 —3, 0 3 67 0) 

OA ={z|z<0),, As= {xz|—1<zr<0) 
As={z|0<z<1}, A={z|—1<z<1) 
As={z|z>—1}, As=R 

15. 构造 6 种 鸟 的 栖息 地 重合 图 ， 其 中 隐士 轴 与 旅 转 以 及 蓝 松 牙 竞争、 旅 四 也 与 哮 转 竞争 、 嘲 转 也 与 蓝 
松 鸦 竞争 以 及 枫 鸟 与 多 毛 吸 木 鸟 竞争 。 

17. 可 用 图 来 表示 两 个 人 是 否 生 活 在 同一 时 代 。 画 出 这 样 的 图 来 表示 本 书 前 2 章 里 有 生平 介绍 的 在 1900 
年 以 前 去 世 的 属于 同一 时 代 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 。( 如 果 在 同一 年 里 两 个 人 都 在 世 ， 就 假设 他 们 
生活 在 同一 时 代 。) 

19. 构造 公司 董事 会 成 员 的 影响 图 ， 主 席 影 响 研发 总 监 、 市 场 总 监 和 营运 总 监 ; 研发 总 监 影响 营运 总 监 ; 
市 场 总 监 影响 营运 总 监 ; 无 人 影响 首席 财务 官 或 受 其 影响 。 

21.“rock” 这 个 词 可 以 指 一 种 音乐 ， 也 可 以 指 山 上 的 某 种 岩石 。 为 以 下 名 词 构建 一 个 词 图 : 岩石 、 巨 石 、 
事 士 乐 、 石 灰 石 、 砾 石 、 民 谣 、 巴 恰 塔 、 浮 石 、 花 岗 岩 、 探 艾 、 犹 太 音乐 、 石 板 、 页 岩 、 古 典 、 孵 
石 、 沙 了 于、 说 唱 乐 、 大 理 石 。 如 果 两 个 顶点 所 代表 的 名 词 含 义 相似 ， 则 用 无 向 边 连 接 这 两 个 顶点 。 

23. 在 循环 赛 里 ， 老 虎 队 击 败 蓝 松 鸦 队 、 红 衣 主 教 队 和 北美 金 营 队 ， 蓝 松 牙 队 击 败 红 衣 主教 队 和 北美 金 
萤 队 ， 红 衣 主 教 队 击 败北 美金 营 队 ， 用 有 向 图 为 这 样 的 结果 建 模 。 


Links > 
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25. 解释 如 何 用 1 月份 和 2 月 份 的 电话 呼叫 图 来 确定 改变 了 电话 号 码 的 人 的 新 电话 号 码 。 

27. 如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 最 近 改 变 了 原来 电子 邮件 地 址 的 人 ? 

29. 描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 在 某 个 聚会 上 每 个 人 是 否 知道 另 一 个 人 的 名 字 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 
是 无 向 的 ?是 否 应 该 允许 多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

31. 对 于 大 学 中 的 每 一 门 课程 ， 可 能 存在 一 门 或 多 门 先 修 课 。 如 何 使 用 图 进行 建 模 ， 表 示 课 程 以 及 哪些 
课程 是 其 他 课程 的 先 修 课程 ?图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ?在 该 图 中 ， 如 何 发 现 没 有 先 修 课 
程 的 课程 以 及 不 是 任何 一 门 课程 的 先 修 课程 的 课程 ? 

33. 描述 一 种 表示 传统 婚姻 的 图 模型 。 这 个 图 有 什么 特殊 性 质 ? 

35. 构造 下 列 程 序 的 优先 图 : 

Si: 工 : 一 0 
S:. 工 :一 并 十 1 
Ss: y :一 2 
Sir 一 y 
S;: TX: 二 ZX 十 2 
Se. y :一 并 十 zx 
Sr;: 2 :一 4 

37. 描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 群体 里 成 对 个 人 之 间 的 关系 建 模 ， 其 中 每 个 人 可 能 喜欢 或 者 
不 喜欢 另 一 人 ， 或 者 中 立 ， 而 反 过 来 的 关系 可 以 是 不 同 的 。L 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 结构 。 分 别处 
理 表 示 两 个 人 的 顶点 之 间 的 反 向 边 。j 


6.2 图 的 术语 和 几 种 特殊 的 图 


6.2.1 引言 

本 节 将 介绍 图 论 的 一 些 基 本 词汇 。 在 本 节 后 面部 分 ， 当 解决 许多 不 同类 型 的 问题 时 ， 会 使 
用 这 些 词汇 。 其 中 一 个 这 样 的 问题 涉及 判定 能 和 否 把 图 画 在 平面 里 ， 使 得 没有 两 条 边 是 交叉 的 。 
另 一 个 例子 是 判定 两 个 图 是 否 具 有 顶点 之 间 的 一 一 对 应 ， 使 得 这 样 的 对 应 能 够 产生 边 之 间 的 一 
一 对 应 。 我 们 还 将 介绍 在 例子 和 模型 里 经 常用 到 的 几 种 重要 的 图 族 。 在 这 些 特殊 类 型 的 图 出 现 
的 地 方 ， 将 会 介绍 几 种 重要 的 应 用 。 


6. 2. 2 ”基本 术语 
和 






如 图 1 所 示 ， 图 G 和 图 五 的 顶点 的 度 和 顶点 的 邻居 是 什么 ? 
解 ” 在 G 中 ，deg(a) 一 2，deg(0) 王 deg(Cc) 一 deg( 思 一 4，deg(Cd) 王 1，deg(e) 一 3，deg(C5) 王 0。 
这 些 顶 点 的 邻居 是 NGCa) 王 (0， 天 N(b)= {a, G9 ;5 ff}, N(c)= {%b, dy  &» fs N(d)={c},， 
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NCe) 王 10， C， Rs N(f={a, b， Cs e)y 和 和 NGCg) 王 所。 在 五 中 ， deg(a) 一 4， deg(pb) 王 deg(e) 一 6， 
deg(c) 一 1 ， deg(Cd) 王 5 。 这 些 顶 点 的 邻居 是 NGCa) 一 (0， d,， e}，, N(b)= {a, Bb wy d， e} ， NCc) 王 


{6b}, N(d)={a, b, e} 和 NN(e)={a, D，d)。 4 
pb c d a b C 
多 
f 8 
G H 


图 1 无 向 图 G 和 是 


把 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 的 。 因 此 孤立 点 不 与 任何 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 顶点 g 是 孤立 
的 。 顶 点 是 悬挂 的 ， 当 且 仅 当 它 的 度 是 1。 因 此 悬挂 点 恰 与 1 个 其 他 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 
顶点 d 是 悬挂 的 。 

分 析 一 个 图 模型 中 顶点 的 度 ， 能 够 提供 关于 该 模型 的 有 用 信息 ， 如 例 2 所 示 。 

栖息 地 重 倒 图 (6. 1 节 例 11 中 介绍 的 ) 中 一 个 顶点 的 度 表 示 什 么 意义 ? 该 图 中 的 哪些 

顶点 是 悬挂 的 ， 哪 些 是 孤立 的 ? 运用 6. 1 节 图 11 所 示 的 栖息 地 重叠 图 解释 你 的 答案 。 
解 栖息 地 重 秋 图 中 的 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 当 和 且 仅 当 这 两 个 顶点 所 代表 的 两 个 物种 之 间 相 
互 竞争 。 因此， 栖息 地 重 欠 图 中 的 一 个 顶点 的 度 表示 了 该 生态 系统 中 与 此 顶点 代表 的 物种 竞争 
的 物种 数目 。 如 果 一 个 物种 恰好 与 另 一 个 物种 竞争 ， 则 相应 的 顶点 是 悬挂 的 。 最 后 ， 如 果 某 一 
物种 不 与 其 他 任何 物种 竞争 ， 那 么 代表 该 物种 的 顶点 就 是 孤立 的 。 

例如 ，6. 1 节 图 11 中 表示 松鼠 的 顶点 的 度 是 4， 因为 松鼠 与 其 他 4 种 物种 (乌鸦 、 负 和 鼠 、 
浣熊 和 吸 木 鸟 ) 竞 争 。 在 栖息 地 重 公 图 中 ,老鼠 是 唯一 的 一 个 由 悬挂 顶点 表示 的 物种 ， 因 为 老 
鼠 只 与 移 贿 竞争 ， 而 其 余 的 所 有 物种 都 至 少 与 两 种 以 上 的 其 他 物种 竞争 。 该 图 中 没有 孤立 的 顶 
点 ， 因 为 每 种 物种 都 至 少 与 生态 系统 中 的 其 他 一 种 物种 竞争 。 

当 对 图 G 二 (VV，E) 的 所 有 顶点 的 度 求 和 时 ,得 出 了 什么 ?每 条 边 都 为 项 点 的 度 之 和 和 贡 
献 2， 因 为 一 条 边 恰好 关联 2 个 (可 能 相同 ) 顶 点 。 这 意味 着 顶点 的 度 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 
我 们 将 在 定理 1 中 得 到 这 个 结论 ， 该 定理 有 时 也 称 为 握手 定理 (也 常 称 为 握手 引 理 ) ， 这 是 
因为 在 一 条 边 上 有 两 个 端点 可 以 类 比 为 一 次 握手 涉及 两 只 手 这 种 情形 。 (练习 6 就 是 基于 
此 类 比 。) 







hn 站 性 
4 


一 个 具有 10 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 都 为 6 的 图 ， 有 多 少 条 边 ? 
解 。 因 为 顶点 的 度 之 和 是 6。10 一 60， 所 以 2m=60， 其 中 加 是 边 的 条 数 。 因 此 m=30。 < 
定理 1 说 明 无 向 图 中 顶点 的 度 之 和 是 偶数 。 这 可 以 推导 出 许多 结论 ， 其 中 一 个 结论 作为 定 
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证 明 ”在 无 同 图 G 二 (V， EE) 中 ， 设 Vi 和 VV 分 别 是 度 为 偶数 的 项 点 和 度 为 奇数 的 顶点 的 
集合 。 于 是 
27 :一 > ,deg(u) 二 > deg(v) 十 > deg(v) 


因为 对 vEV: 来 说 ，deg(z) 是 偶数 ， 所 以 上 面 等 式 右 端的 第 一 项 是 偶数 。 另 外 ， 上 面 等 式 右 端 
的 两 项 之 和 是 偶数 ， 因 为 和 是 2m。 因 此 ， 和 里 的 第 二 项 也 是 偶数 。 因 为 在 这 个 和 里 的 所 有 的 
项 都 是 奇数 ， 所 以 必然 有 偶数 个 这 样 的 项 。 因 此 ， 有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 。 4 

市 有 有 癌 边 的 图 的 术语 反映 出 有 向 图 中 的 边 是 有 方向 性 的 。 


' A -PA 












ee md ei 
因为 带 有 有 问 边 的 图 的 边 是 有 序 对 ， 所 以 这 时 顶点 度 的 定义 细 化 成 把 这 个 顶点 作为 起 点 和 
作为 终点 的 不 同 的 边 数 。 


@@ 攻 求 出 图 2 所 示 带 有 向 边 的 图 G 中 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 


解 ”在 图 G 中 ， 人 度 是 : deg (a)==2, deg (6)= 二 2, deg 
(三 38，deg (d)=,2, deg (e)=3, deg Kf)=0。 出 度 是 ; 
deg' (a)=4,. deg” (68)=1, deg (ce)=2, deg' (d)=2, deg' 
(DD=, degt ( f)=0, 攻 

因为 每 条 边 都 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 所 以 在 带 有 向 边 
的 图 中 ， 所 有 顶点 的 入 度 之 和 与 折 有 顶点 的 出 度 之 和 相同 。 
这 两 个 和 都 等 于 图 中 的 边 数 。 把 这 个 结果 表述 成 定理 3。 





图 2 有 四 图 C 





Ddeg (v) = >》， deg+ (v) IE| 

带 有 向 边 的 图 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 边 的 方向 的 。 因 此 ， 忽 略 这 些 方向 经 常 是 有 用 处 的 。 
忽略 边 的 方向 后 得 到 的 无 向 图 称 为 基本 无 向 图 。 带 有 向 边 的 图 与 它 的 基本 无 向 图 有 相同 的 边 数 。 
6. 2.3 一 些 特殊 的 简单 图 i 

下 面 要 介绍 几 类 简单 图 。 这 些 图 常常 用 作 例 子 并 且 在 许多 应 用 中 用 到 。 

六 由” 完全 图 守 个 顶点 的 完全 图 记 作 天 ,， 是 在 每 对 不 同 顶 点 之 间 都 恰 有 一 条 边 的 简单 
图 。 图 3 显示 了 n= 二 1，2，3，4，5，6 的 图 K,。 至 少 有 一 对 不 同 的 顶点 不 存在 边 相 连 的 简单 图 





称 为 非 完 全 图 。 4 
KI kK, K; Ka Ks Ke 


3 K,.., 其 中 1] 生 0 





| 让 © 圈 图 C,(? 之 3) 是 由 7 个 顶点 切 ， Wy 5 Mn 以 及 边 (vi， ws {vw ， Vs} i 
{ wei VU) 3? {vs w} 组 成 的 。 图 4 显示 图 图 < ii~ Gs 和 Cs 。 过 


A 和 LN 


图 4 图 图 Cs、C、Cs 和 Cs 


轮 图 ” 当 给 圈 图 C,，n 宇 3， 添 加 另 一 个 顶点 ， 并 把 这 个 新 顶点 与 C, 中 的 nn 个 顶点 逐 
个 连接 时 ， 就 得 到 输 图 W,。 图 5 显示 了 轮 图 玉 ;、W,、WW; 和 W,，。 4 


和信 风 仍 名 


图 5 轮 图 W3、W,、Ws:s 和 Ws 


岂 时 》 nn 立方体 图 nn 立方 体 图 记 作 Q,， 是 用 顶点 表示 2 个 长 度 为 n 的 比特 串 的 图 。 两 个 
顶点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 所 表示 的 比特 串 恰恰 有 一 位 不 同 。 图 6 显示 了 图 Q, 、Q: 和 QQ;。 
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9 9, Q; 
图 6 对 于 n= 二 1， “人 3 的 nn 立方 体 图 QQ,， 


注意 可 以 从 n 立方 体 图 Q, 来 构造 (n 十 1) 立 方 体 图 Qi， 方 法 是 建立 Q, 的 两 个 副本 ， 在 
Q, 的 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 0, 在 Q&, 的 另 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 1， 并 且 加 入 连接 那些 
标记 只 在 第 一 位 不 同 的 两 个 顶点 的 边 。 在 图 6 中， 从 Q: 构造 Q;， 方 法 是 画 出 @Q: 的 两 个 副本 
作为 Q; 的 项 面 和 底面 ， 在 底面 每 个 顶点 的 标记 前 加 0， 在 顶 面 每 个 项 点 的 标记 前 加 1。( 这 里 ， 
“ 面 ” 意 为 三 维 空 间 中 立方 体 的 一 个 面 。 试想 在 三 维 空间 中 男 出 以 Q, 的 两 份 副本 作为 立方 体 项 


面 和 底面 的 Q: 的 图 形 ， 然 后 在 平面 上 画 出 最 终 图 案 的 投影 。) 可 
6.2.4 二 分 图 


有 时 可 以 把 图 的 顶点 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 ， 使 得 每 条 边 都 连接 一 个 子 集 中 的 顶点 与 男 一 
个 子 集中 的 顶点 。 例 如， 考虑 表示 村 民 之 间 的 婚姻 关系 的 图 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 人 ， 用 边 表 
示 婚 姻 。 在 这 个 图 中 ， 每 条 边 都 连接 表示 男人 的 顶点 子 集中 的 项 点 与 表示 女人 的 项 点子 集中 的 
顶点 。 这 引出 了 定义 6。 








例 9 将 说 明 Cs 是 二 分 图 ， 例 10 说 明 K; 不 是 二 分 图 。 
图 7 所 示 的 C; 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 被 分 成 两 


个 集合 Vi 二 {vi， Us vs} 和 Vi 二 {ww，W，}，CGs 的 每 一 条 边 
都 连接 W 中 的 一 个 顶点 与 V, 中 的 一 个 顶点 。 4 


K; 不 是 二 分 图 。 为 了 验证 这 一 点 ， 注意 ， 车 把 K, 





的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 集合 ， 则 两 个 集合 之 一 必然 包含 两 图 7 Cs 是 二 分 图 


个 项 点。 假如 这 个 图 是 二 分 图 ， 那 么 这 两 个 顶点 就 不 能 用 边 连 
接 , 但 是 在 K; 中 每 一 个 顶点 都 有 边 连接 到 其 他 每 个 顶点 。 


图 8 所 示 的 图 G 和 惠 是 否 为 二 分 图 ? 


a b a b 


图 8 无 向 图 G 和 三 


解 ”图 G 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 是 两 个 不 相交 集合 {a，6b，d} 和 {c，e，f，g}) 的 并 
集 ， 每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 与 另 一 个 子 集 中 的 一 个 顶点 。( 注 意 ， 对 二 分 图 G 
来 说 ， 不 必 让 {a，2， 吃 里 每 一 个 顶点 与 人 ec，e，j，8g} 里 每 一 个 顶点 都 相 邻 。 例 如 与 & 就 不 


相 邻 。) 


图 互 不 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 不 能 分 成 两 个 子 集 ， 使 得 边 都 不 连接 同一 个 子 集 的 两 


个 顶点 (读者 可 以 通过 考虑 顶点 a、5b5、f 来 验证 它 )。 
定理 4 给 出 了 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 有 用 准则 。 


He 










证 明 首先 ,假设 G=(V，E) 是 一 个 二 分 简单 图 。 那么 ,，V=V, UV,， 其 


中 Vi 和 Vi 是 不 


相交 的 顶点 集 且 王 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 w 中 的 项 点 和 一 个 V, 中 的 顶点 。 如 果 对 V, 中 的 
每 个 顶点 赋予 一 种 颜色 而 Vs 中 的 顶点 赋予 第 二 种 颜色 ， 那么 就 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相 


同 的 颜色 。 


现在 假设 可 以 仅 用 两 种 颜色 对 图 中 的 顶点 着 色 ， 并 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 
颜色 。 令 W 为 其 中 一 种 颜色 的 顶点 集 ， V， 为 另 一 种 颜色 的 顶点 集 ， 则 Vi 和 Vs 不 相交 上 且 
V 王 Vi UV;。 此 外 ， 每 条 边 都 连接 一 个 Vi 中 的 顶点 和 一 个 V, 中 的 顶点 ， 因 为 并 无 相 邻 的 顶点 


同 在 V 中 或 同 在 V; 中 。 所 以 ，G 是 二 分 图 。 
例 12 将 说 明 如 何 用 定理 4 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 


用 定理 4 判断 例 11 中 的 图 是 否 为 二 分 图 。 
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解 ” 首先 考虑 图 G。 试 将 图 G 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 颜色 (如 红色 和 蓝 色 ) 中 的 一 种 ， 使 得 
G 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ， 我们 先 任意 地 赋予 顶点 a 
红色 。 然 后 ， 必 须 对 c、e、f 和 g 顶点 赋予 蓝 色 ， 因 为 这 些 顶点 与 顶点 a 相 邻 接 。 为 了 避免 一 
条 边 有 两 个 蓝 色 的 端点 ， 所 有 与 <、e、f 或 g 顶点 相 邻 的 顶点 必须 被 赋予 红色 。 这 就 是 说 ， 必 
须 把 5 和 4d 赋予 红色 (也 意味 着 ，a 必须 赋予 红色 ， 而 a 已 经 是 红色 的 了 )。 现 在 , 已 经 将 所 有 
的 顶点 都 赋予 了 颜色 ，a、6b 和 4 为 红色 ，c、e、f 和 g 为 蓝 色 。 查 看 每 一 条 边 ， 我 们 看 见 每 条 
边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 因 此 ， 由 定理 4, 图 G 是 二 分 图 。 

接 下 来 ， 将 对 图 玉 中 的 每 个 顶点 赋予 红色 或 蓝 色 ， 以 使 及 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 
顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 任意 地 对 a 赋予 红 色 。 然 后， 必须 对 5、e 和 上 了 赋 子 
蓝 色 ， 因 为 它们 每 个 都 与 a 相 邻 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 ee 和 上 了 相 邻 ， 因 此 不 能 两 个 都 赋予 蓝 
色 。 这 一 矛盾 表明 我 们 不 能 对 互 中 的 每 一 个 顶点 赋予 两 种 颜色 之 中 的 一 种 ， 以 使 得 没有 相 邻 
的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 根 据 定理 4， 互 不 是 二 分 图 。 4 

定理 4 是 图 论 中 “图 着 色 ” 部 分 的 一 个 结论 的 示例 。 图 着 色 是 图 论 中 一 个 重要 的 部 分 ， 有 
着 许多 重要 的 应 用 。 我 们 将 在 6. 8 节 进一步 学 习 图 着 色 ，。 

判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 另 一 个 有 用 的 准则 是 基于 路 径 的 概念 ， 将 在 6.4 节 学 习 这 个 概 
念 。 一 个 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 不 可 能 从 一 个 顶点 出 发 ， 经 过 奇数 条 不 同 的 边 ， 再 回 到 它 本 
身 。 当 我 们 在 6. 4 节 讨 论 图 中 的 路 径 和 环 路 时 ， 将 会 让 这 个 概念 变 得 更 加 精确 (参见 6.4 节 练 
习 63) 。 

完全 二 分 图 完全 二 分 图 K,,, 是 顶点 集 划 分 成 分 别 含 有 m 和 个 顶点 的 两 个 子 集 的 


图 ， 并 且 两 个 顶点 之 间 有 边 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 男 一 个 顶点 属于 第 二 个 子 集 。 
图 9 显示 了 完全 二 分 图 K,; » K,,; 、 K;.; 和 K,.s o 4 


6.2.5 二 分 图 和 匹配 
二 分 图 可 以 用 来 为 许多 类 型 的 应 用 建 模 ， 包括 把 一 个 集合 中 的 元 素 和 男 一 个 集合 中 的 元 素 
进行 匹配 ， 如 例 14 所 示 。 


3 人 33 
K3's Kk;6 


图 9 一 些 完 鸽 二 人 杀 图 


任务 分 配 假设 1 个 组 中 有 m 个 员工 ， 需要 完成 n 种 不 同 的 工作 ， 其 中 mm 宇 n。 每 
个 员工 都 受过 相关 培训 ， 能 够 完成 这 nn 个 工作 中 的 1 种 或 多 种 。 我 们 希望 可 以 为 每 个 员工 分 配 
一 个 工作 。 为 了 完成 这 个 任务 ， 我 们 可 以 使 用 图 为 员工 的 能 力 建 模 。 用 顶点 表示 每 一 个 员工 和 
每 一 个 工作 。 对 于 每 个 员工 ， 在 表示 他 和 他 受过 培训 的 工作 的 顶点 之 间 建 立 一 条 边 。 注 意 ， 这 
个 图 的 顶点 集合 被 划分 为 两 个 不 相交 的 集合 ， 员 工 的 集合 和 工作 的 集合 ， 而 且 每 条 边 都 连接 着 
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一 个 员工 和 二 个 工作 。 因 此 这 个 图 是 三 分 图 ;划分 是 (E，J), 其 中 是 员工 的 集合 J 是 
工作 的 集合 。 下 面 我 们 考虑 两 种 不 同 的 场景 。 

第 一 ,假设 1 组 有 4 个 员工 : Alvarez、Berkowitz、Chen 和 Davis。 假 设 完 成 项 目 1 需要 做 
4 个 工作 : 需求 、 架 构 、 实 现 和 测试 。 假设 Alvarez 受过 需求 和 测试 的 培训 ; Berkowit 受过 架 
构 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Chen 受过 需求 、 架 构 和 实现 的 培训 ; Davis 仅 受 过 需求 的 培训 。 我 们 
使 用 图 10a 中 的 二 分 图 为 这 些 员 工 的 能 力 建 模 。 

第 二 ， 假 设 这 个 组 中 第 2 个 小 组 也 有 4 个 员工 : Washington、Xuan、Ybarra 和 Ziegler。 假 
设 完成 项 目 2 也 需要 和 完成 项 目 1 一 样 完成 相同 的 4 种 工作 。 假 设 Washington 受过 架构 的 培 
训 ; Xuan 受过 需求 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Ybarra 受过 架构 的 培训 ; Ziegler 受过 需求 、 架 构 和 
测试 的 培训 。 我 们 使 用 图 10b 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

为 了 完成 项 目 1， 我 们 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 且 没 
有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 如 图 10a 所 示 ( 其 中 灰色 线 表示 工作 分 配 )， 我 们 可 以 通过 给 
Alvarez 分 配 测试 、 给 Berkowitz 分 配 实现 、 给 Chen 分 配 架 构 和 给 Davis 分 配 需 求 来 完成 这 个 
要 求 。 


Alvarez Berkowitz Chen Davis Washington Xuan Ybarra Ziegjler 
有 

2 

> wd 


ZS 


需求 架构 实现 测试 需求 架构 实现 测试 
a) b) 


图 10 为 受训 员工 分 配 工作 建 模 


为 了 完成 项 目 2， 我 们 也 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 且 
没有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 只 有 Xuan 和 Ziegler 两 个 员工 至 少 受 
过 需求 、 实 现 和 测试 这 3 个 工作 之 一 的 培训 。 因 此 ， 没 有 办 法 为 这 3 个 工作 分 配 3 个 不 同 的 员 
工 且 每 个 工作 都 能 分 配 一 个 受过 相关 培训 的 员工 。 

寻找 一 种 把 工作 分 配给 员工 的 方法 可 以 视 为 在 图 模型 中 寻求 匹配 ， 其 中 ,在 简单 图 G= 
(V，E) 中 的 一 个 匹配 M 就 是 图 中 边 集 E 的 子 集 ， 该 子 集中 没有 两 条 边关 联 相 同 的 顶点 。 换 名 
话说 ， 匹 配 是 边 的 子 集 ， 假 设 (*， 寻 和 {x， 丰 是 匹配 中 不 同 的 边 ， 那 么 ;s、t、 妈 和 w 是 不 同 的 
顶点 。 若 一 个 顶点 是 匹配 M 中 的 一 条 边 的 端点 ， 则 称 该 顶点 在 M 中 被 匹配 ; 否则 称 为 未 被 匹 
配 。 包 含 最 多 边 数 的 一 个 匹配 称 为 最 大 匹配 。 在 二 分 图 G=(V，E) 中 的 一 个 匹配 M， 其 划分 
为 (V,，V,)， 车 Vi 中 的 每 个 顶点 都 是 匹配 中 的 边 的 端点 或 |M|= | 全 | ， 则 称 匹 配 M 是 从 V 
到 V, 的 完全 匹配 。 例 如 ， 在 给 员工 分 配 工作 的 过 程 中 ， 要 把 最 多 数量 的 工作 分 配给 员工 ， 我 
们 可 以 在 表示 员工 能 力 的 图 模型 中 求 一 个 最 大 匹配 。 要 把 所 有 的 工作 都 分 配给 员工 ， 我 们 就 要 
从 工作 集合 到 员工 集合 求 一 个 完全 匹配 。 在 例 14 中 ,我们 为 项 目 1 找到 了 一 个 从 工作 集合 到 
员工 集合 的 完全 匹配 ， 并 且 这 个 匹配 是 一 个 最 大 匹配 。 我 们 也 证 明了 在 项 目 2 中 ,不 存在 从 工 
作 和 集合 到 员工 集合 的 完全 匹配 。 

下 面 通过 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 匹配 为 婚姻 建 模 。 

(全 四 岛 上 的 婚姻 ”假设 在 一 个 岛 上 有 mr 个 男人 入 个 女人 。 每 个 人 都 有 一 个 可 接受 为 
配偶 的 异性 的 成 员 列 表 。 我 们 构造 一 个 二 分 图 G=(V,，V,)， 其 中 Vi 是 男人 的 集合 ，V, 是 女 
人 的 集合 ， 如 果 男 人 和 女人 都 把 对 方 作为 可 接受 的 配偶 ， 就 在 男人 和 女人 之 间 建 立 一 条 边 。 这 
个 图 的 匹配 包括 了 边 的 两 个 端点 是 夫妻 对 的 边 的 集合 。 该 图 的 最 大 匹配 是 有 可 能 结 为 夫妻 的 最 
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大 的 夫妻 对 的 集合 ， 该 图 关于 W 的 完全 匹配 是 可 以 结 为 夫妻 的 集合 ， 其 中 每 个 男人 都 可 以 结 
婚 ， 但 可 能 并 不 包括 所 有 的 女人 。 

完全 匹配 的 充分 必要 条 件 ， 设 (Vi ，V: ) 是 二 分 图 G 二 (V，E) 的 一 个 二 部 划分 ， 下 面 我 们 
关注 如 何 判断 从 WwW 到 V 的 完全 匹配 是 否 存在 的 问题 。 下 面 我 们 介绍 一 个 定理 ， 该 定理 提供 了 
一 组 存在 完全 匹配 的 充分 必要 条 件 。 该 定理 由 菲利普 。 堆 尔 (Philip Hall) 在 1935 年 证 明 。 


证 明 税 们 普 站 注 前 你 多 的 一 要 条 人 假设 从 Vi 到 Vi 存在 一 个 完全 匹配 M。 那 么 ， 若 
ASV ， 对 于 A 中 的 每 个 项 点 v€EA， 在 M 中 存在 一 条 边 连接 wv 和 V; 中 的 一 个 顶点 。 因 此 ， 在 
V, 中 与 Vi 中 的 顶点 相 邻 的 顶点 的 个 数 至 少 与 凤 中 的 顶点 个 数 一 样 多 。 由 此 可 得 | N(A) | 二 
1A|。 

为 了 证 明定 理 的 充分 条 件 ( 这 是 更 难 的 部 分 )， 我 们 需要 证 明 若 对 于 所 有 的 ACV,， 有 
IN(A) | 三 |A|1, 那么 存在 一 个 从 Vi 到 V; 的 完全 匹配 M。 我 们 将 对 |Vi | 使 用 强 归 纳 法 进行 
证 明 。 

基础 步骤 : 车 |Vi|= 二 1， 则 Vi 只 包含 一 个 顶点 w。。 因 为 | N({w}) | 宇 |N{w})|= 二 1， 所 以 
至 少 有 一 条 边 连 接 顶 点 w 和 一 个 顶点 w。 EV,。 任 何 一 条 这 样 的 边 都 是 从 Vi 到 w, 的 一 个 完全 
匹配 。 

归纳 步骤 : 我 们 首先 描述 归纳 假设 。 

归纳 假设 : 令 有 是 一 个 正 整 数 。 若 G= 二 (V，E) 是 带 有 二 部 划分 (Vi ，V;) 的 二 分 图 , 且 
| |=j 志 k， 则 对 于 所 有 的 ACTV, 满足 | N(A) | 三 |A| ， 就 存在 一 个 从 V 到 V, 的 完全 匹配 。 

假设 电 =(W， 了) 是 由 二 部 划分 (W,;，W,) 构 成 的 二 分 图 且 |W, | = 十 1。 我 们 分 两 种 情况 
证 明 归纳 假设 成 立 。 第 一 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 ) 且 1 二 jk 时 ，W 中 每 个 含有 j 个 元 素 
的 集合 中 的 顶点 都 至 少 与 W, 中 的 7 十 1 个 顶点 相 邻 。 第 二 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 7) 且 
1 过 j 二 kk 时， 存在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 页 ，， 且 在 W, 中 恰 有 了 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 因 
为 不 是 情况 1 就 是 情况 2 成 立 ， 所 以 我 们 在 归纳 步骤 只 需 考 虑 这 两 种 情况 。 

第 一 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 )， 且 1 二 ;三 &*，W 中 每 个 含有 7 个 元 素 的 集合 中 的 顶点 
都 至 少 与 W, 中 的 7 十 1 个 顶点 相 邻 。 选 择 一 个 顶点 v€EW， 和 一 个 元 素 wE N({v})， 根据 假设 
| N({v}) | 宇 | N{v} |=1, ty tt 从 互 中 删除 w 和 也 以 及 所 有 与 它们 相关 联 
的 边 。 由 此 得 到 一 个 二 部 划分 为 (W, 一 {v}，W, 一 {ww}) 的 二 分 图 有 H'。 因 为 | Wi 一 {v} | 二 k， 所 
以 根据 归纳 假设 可 知 存在 一 个 从 W, 一 ay :一 {ww} 的 完全 匹配 。 在 这 个 匹配 中 加 入 从 v 到 世 
的 边 ， 就 得 到 一 个 从 W 到 W， WR 

第 二 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 j 且 1 二 ;三 &， 存 在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W，'， 且 在 
W, 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 今 W;' 是 这 些 邻 居 顶 点 的 集合 。 根 据 归纳 假设 可 知 ， 存 
在 一 个 从 殉 ， 到 W, 的 完全 匹配 。 从 W， 和 丈 , 中 删除 这 2j 个 顶点 以 及 与 它们 相关 联 的 边 ， 就 
得 到 一 个 二 部 划分 为 (Wi 一 WW ，W; 一 W， ) 的 二 分 图 K。 

我 们 将 证 明 在 图 K 中 ， 对 于 WW, 一 W,， 中 的 所 有 子 集 A, 满足 |N(A) | 三 |A|。 如 果 不 成 
立 ， 则 存在 一 个 关于 Wi 一 W, 的 含有 t 个 顶点 的 子 集 ; 其 中 1 志 t<<k 十 1 一 ;}， 并 且 这 个 子 集中 
的 顶点 在 W, 一 W,' 中 的 邻接 顶点 数 少 于 zt 个 。 那 么 W, 中 包含 j 十 上 个 顶点 的 子 集 ， 该 子 集 包含 
W, 中 这 工人 个 顶点 和 我 们 从 Wi 中 移 除 的 7 个 顶点 ， 在 W; 中 小 于 j 十 t 个 邻居 顶点 ， 这 与 对 于 所 
有 的 AS 有 |N(A) | 宇 |A| 蔬 盾 。 

因此 ， 根据 归 纳 假设 ,图 K 有 一 个 完全 匹配 。 把 这 个 完全 匹配 和 从 WW,' 到 W, 的 完全 匹配 
合并 ， 就 得 到 一 个 从 殉 ! 到 W; 的 完全 匹配 。 





我 们 已 经 证 明 在 两 种 情况 下 ， 都 存在 一 个 从 W, 到 W, 的 完全 匹配 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 
和 定理 的 证 明 。 | 

我 们 使 用 强 归纳 法 证 明了 霍 尔 婚姻 定理 。 尽 管 我 们 的 证 明 是 正确 的 ,但 仍然 存在 一 些 不 
足 。 特 别 是 ， 还 不 能 基于 该 证 明 构 建 一 个 求 二 分 图 完全 匹配 的 算法 。 若 要 了 解 能 够 作为 算法 基 
础 的 构造 性 证 明 ， 请 参考 LGi85j.。 


6. 2.6 特殊 类 型 图 的 一 些 应 用 

本 节 将 介绍 其 他 一 些 图 模型 ， 这 涉及 本 节 前 面 讨论 过 的 一 些 特殊 类 型 的 图 。 

局 域 网 ”在 一 座 大 楼 里 ， 像 小 型 计算 机 和 个 人 计算 机 这 样 的 计算 机 ， 以 及 像 打 印 机 
和 绘图 仪 这 样 的 外 设 ， 都 可 以 用 局 域 网 来 连接 。 有 些 这 样 的 网 络 是 基于 星 形 拓扑 ， 其 中 所 有 设 
备 都 连接 到 中 央 控 制 设备 。 局 域 网 可 以 用 图 11a 所 示 的 完全 二 分 图 K, ,来 表示 。 通 过 中 央 控 制 
设备 在 设备 间 传 输 信息 。 

另 一 个 局 域 网 是 基于 环形 拓扑 ， 其 中 每 个 设备 都 连接 到 两 个 其 他 设备 。 带 环形 拓扑 的 局 域 网 可 
以 用 图 11b 所 示 的 nn 圈 图 C, 来 建 模 。 消 息 围绕 着 圈 从 设备 送 到 设备 ， 直 到 抵达 消息 目的 地 为 止 。 


a) b) c) 
图 11 局域网 的 星 形 、 环 形 以 及 混合 拓扑 


最 后 ， 有 些 局 域 网 采用 这 两 种 拓扑 的 混合 形式 。 消 息 围绕 着 环 或 通过 中 央 设 备 来 传送 。 这 
样 的 元 余 使 得 网 络 更 加 可 靠 。 带 宛 余 的 局 域 网 可 用 图 11c 所 示 的 轮 图 W, 来 建 模 。 4 

并 行 计算 的 互连网 络 许多 年 来 ， 计算 机 执行 程序 是 一 次 完成 一 个 操作 。 因 此 ， 
为 解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ， 这 样 的 算法 称 为 串 行 的 (几乎 所 有 本 书 描述 
的 算法 都 是 串 行 的 ) 。 不 过 ， 像 气象 模拟 、 医 学 图 像 分 析 以 及 密码 分 析 等 许多 高 强度 计算 问 
题 ， 即 使 在 超级 计算 机 上 ， 也 不 能 通过 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 而 且 ， 计 算 机 执 
行 基本 操作 的 速度 还 存在 物理 限制 ， 所 以 总 是 有 问题 不 能 用 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 
解决 。 

并 行 处 理 利 用 由 多 个 独立 处 理 器 (每 个 处 理 器 有 自己 的 内 存 ) 组 成 的 计算 机 ， 以 克服 只 有 
单个 处 理 机 的 计算 机 的 局 限 性 。 并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问 题 ， 那 么 可 以 设 
计 并 行 算法 ， 用 带 有 多 处 理 器 的 计算 机 来 快速 解决 问题 。 在 并 行 算法 中 ， 单 个 指令 流 控 制 着 
算法 的 执行 ， 包 括 把 子 问 题 传送 到 不 同 的 处 理 器 ， 以 及 把 子 问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 
处 理 器 。 

采用 并 行 处 理 时 ， 一 个 处 理 器 需要 男 一 个 处 理 器 产生 的 输出 。 因 此 这 些 处 理 器 需要 互 连 。 
可 用 适当 类 型 的 图 来 表示 带 有 和 多重 处 理 器 的 计算 机 中 处 理 器 的 互连网 络 。 在 以 下 讨论 中 ， 将 要 
描述 最 常用 类 型 的 并 行 处 理 器 互连网 络 。 用 来 实现 具体 并 行 算法 的 互连网 络 的 类 型 取决 于 处 理 
器 之 间 交 换 数 据 的 需求 、 所 需要 的 速度 ， 当 然 还 有 可 用 的 硬件 等 。 

最 简单 却 又 最 昂贵 的 网 络 互 连 处 理 器 ， 在 每 对 处 理 器 之 间 有 一 个 双向 连接 。 当 及 n 个 处 理 
器 时 ， 这样 的 网 络 表示 成 个 顶点 上 的 完全 图 K,。 不 过 ， 这 种 类 型 的 互连网 络 有 严重 的 问题 ， 
因为 它 所 需要 的 连接 数 太 大 。 实 际 上 ， 处 理 器 的 直接 连接 数目 是 有 限 的 ， 所 以 当 处 理 器 数 很 大 
时 ， 处 理 需 不 能 直接 连接 到 所 有 其 他 处 理 器 。 例 如 ， 当 有 64 个 处 理 器 时 ， 就 需要 C(64，2) 三 
2016 个 连接 ， 每 个 处 理 器 都 得 直接 连接 到 其 他 63 个 处 理 器 。 

另 一 方面 ， 互 连 双 个 处 理 器 的 最 简单 方式 或 许 是 使 用 称 为 线性 阵列 的 排列 方式 。 除 了 P， 


图 277 


和 P, 以 外 的 每 个 处 理 器 P; 都 通过 双向 连接 与 相 邻 处 理 器 P; | 和 P;;, 连 接 。P, 只 连接 P,，P 
只 连接 P, |。 图 12 显示 了 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 。 线 性 hh 有 玉 入 有 直 
阵列 的 优点 是 每 个 处 理 器 最 多 有 2 个 和 其 他 处 理 器 的 直接  ” ” “ ” ” 
连接 。 这 种 方式 的 缺点 是 为 了 让 处 理 器 共享 信息 ， 有 时 需 图 12 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 

要 使 用 大 量 的 称 为 跳 (hop) 的 中 间 连 接 。 

栅 格 网 络 ( 或 二 维 阵 列 ) 是 一 种 通用 的 互连网 络 。 在 这 样 的 网 络 中 ， 处 理 器 个 数 是 一 个 完全 
平方 数 ， 比 方 说 n=m* 。n 个 处 理 器 标记 成 P(i，j))，0 过 i 和 x 一 1]，0 过 7 二 mx 一 1。 双 和 癌 连 接 把 
处 理 器 P(i，]) 连 接 到 它 的 4 个 相 邻 处 理 器 P(Gi 士 1，7) 和 P(0,0) P(0,1) P(0.2) P(0.,3) 
P(i，j 士 1)， 只 要 这 些 处 理 器 是 在 栅 格 里 。( 注 意 ， 栅 格 角 
上 的 4 个 处 理 器 只 有 2 个 相 邻 处 理 器 ， 边 界 上 其 他 处 理 器 
只 有 3 个 相 邻 处 理 器 。 有 时 也 用 每 个 处 理 器 恰 有 4 个 连接 
的 变种 的 栅 格 网 络 ， 见 本 节 练 习 74。) 栅 格 网 络 限制 了 每 个 
处 理 器 的 连接 数 。 某 些 成 对 处 理 器 之 间 的 通信 需要 
O(n) 二 OCm) 个 中 间 连 接 ( 见 本 节 练 习 75)。 表 示 16 个 处 





超 立 方 体 是 互连网 络 的 一 个 重要 类 型 。 在 这 样 的 网 络 
中 ， 处 理 器 个 数 是 2 的 和 此，n 王 2”"。n 个 处 理 器 标记 成 P,，P,，…，P,_!。 每 个 处 理 絮 都 有 到 


其 他 m 个 处 理 器 的 双向 连接 。 连 接 到 处 理 器 P; 上 的 处 理 器 ， 其 下 标的 二 进 制 表示 与 i 的 二 进 
制 表 示 恰 恰 有 1 位 不 同 。 超 立方 体 网 络 在 每 个 处 理 器 的 直接 连接 数 与 保证 处 理 器 通信 的 中 间 连 
接 数 之 间 取 得 了 平衡 。 已 经 用 超 立 方 体 网 络 建造 了 许多 计算 机 ， 而 且 用 超 立 方 体 网 络 设计 了 许 
多 算法 。m 立方 体 图 Q, 表示 带 n 二 2” 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 .。 图 14 显示 了 8 个 处 理 器 的 超 
立方 体 网 络 (图 14 显示 了 一 种 与 图 6 不 同 的 画 Q 的 方式 )。 a 


图 14 8 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 


6.2.7 从 旧 图 构造 新 图 

有 时 解决 问题 只 需要 图 的 一 部 分 。 例 如 ， 只 关心 大 型 计算 机 网 络 中 涉及 纽约 、 丹 佛 、 底 特 
律 以 及 亚特兰大 的 计算 机 中 心 的 那 一 部 分 。 所 以 我 们 可 以 忽略 其 他 的 计算 机 中 心 以 及 没有 连接 
到 这 4 个 特定 的 计算 机 中 心 的 任何 2 个 的 所 有 电话 线路 。 在 大 型 网 络 的 图 模型 中 ， 可 以 删除 除 
这 4 个 顶点 之 外 的 计算 机 中 心 所 对 应 的 顶点 ， 可 以 删除 所 有 与 所 删除 顶点 关联 的 边 。 当 从 图 中 
删除 了 边 和 顶点 ,不 删除 所 保留 边 的 端点 时 ， 就 得 到 一 个 更 小 的 图 ， 这样 的 图 称 为 原 图 的 








pe 和 Re 就 
得 到 一 个 由 W=1 {a, b， Cy e} 导 出 的 子 图 。 | 
删除 或 增加 图 中 的 边 已 知 图 G=(V，PE), 边 e€EE, 我 们 可 以 通过 删除 边 。 得 到 图 G 的 


一 个 子 图 。 所 得 到 的 子 图 ， 记 作 G 一 e:， 和 图 G 具 有 相同 的 顶点 集 V。 它 的 边 集 是 EE 一 e。 所 以 ， 
G—e= (V,E— {e}) 
类 似 地 ,车 巨 是 E 的 子 集 ， 我 们 可 以 通过 从 图 a 
中 删除 EE 中 的 边 得 到 图 G 的 子 图 。 所 得 到 的 子 图 和 
图 G 具 有 相同 的 项 点 集 V。 它 的 边 集 是 E 一 E'。 e b 
我 们 可 以 通过 在 图 中 增加 一 条 连接 图 G 中 已 有 
的 两 个 顶点 的 边 e 得 到 一 个 新 的 更 大 的 图 。 我 们 把 


在 图 G 中 增加 一 条 新 边 ， 该 边 连接 原 图 中 两 个 原本 d c c 
不 相关 联 的 顶点 ， 所 得 到 的 新 图 记 作 G 十 e。 所 以 图 15 K; 的 一 个 子 图 


Ge= (V,El) le}) 
G 十 e 的 顶点 集 和 图 G 的 顶点 集 相同 ， 它 的 边 集 是 图 G 的 边 集 和 集合 {e} 的 并 集 。( 从 一 个 图 中 
删除 一 条 边 和 增加 一 条 边 的 例子 参见 例 19 。) 

边 的 收缩 有时， 当 我 们 从 图 中 删除 一 条 边 后 ， 我 们 不 希望 将 该 边 的 端点 作为 独立 的 顶点 
保留 在 所 得 到 的 子 图 中 。 在 这 种 情况 下 ,我们 进行 边 的 收缩 ,删除 端 点 为 w 和 w 的 边 e,， 把 4 
和 ww 合并 成 一 个 新 的 顶点 也 ， 对 每 一 条 以 或 vv 为 端点 的 边 ， 将 该 边 刀 或 的 位 置 替 换 成 也 上 且 
另 一 个 端点 不 变 。 因 此 在 图 G= 二 (V，E) 中 ， 对 端点 为 w 和 w 的 边 e 进行 收缩 得 到 一 个 新 图 G'= 
(V"，E')( 这 不 是 G 的 子 图 )， 其 中 VV 二 V 一 {u,v}U{w)},，E 包含 瓦 中 不 以 或 v 为 端点 的 边 
以 及 连接 也 与 集合 V 中 所 有 与 或 v 相 邻 的 顶点 的 边 。 例 如 ， 收 缩 图 16 中 图 G, 中 连接 顶点 e 
和 c 的 边 ， 得 到 一 个 包含 顶点 a、6b5、d 和 ww 的 新 图 Gi。 与 在 G, 中 一 样 ,在 Gi 中 有 一 条 连接 a 
和 5 的 边 ， 以 及 一 条 连接 a 和 4d 的 边 。 在 G, 中 还 有 一 条 边 连 接 5 和 ww， 该 边 替 换 了 G 中 连接 
b 和 c 的 边 以 及 连接 b 和 e 的 边 , 在 G'， 中 还 有 一 条 边 连 接 d 和 ww， 该 边 替换 了 G 中 连接 & 和 e 
的 边 。( 在 一 个 图 中 收缩 一 条 边 的 例子 同样 参见 例 19 。) 

从 图 中 删除 顶点” 当 我 们 从 图 G= 二 (VV，E) 删 除 一 个 顶点 vv 以 及 所 有 与 它 相 关联 的 边 时 ， 就 
得 到 图 G 的 一 个 子 图 , “ 记 作 G 一 vu。 注 意 ;，G 一 v= 二 (V 一 v,，E')， 其 中 E' 是 G 中 不 与 v 相关 联 的 
边 的 集合 。 类 似 地 ,车 VV 是 V 的 子 集 ， 则 图 G 一 V 是 子 图 (V 一 V，E'), 其 中 巨 是 G 中 不 与 
V 中 的 顶点 相关 联 的 边 的 集合 。( 从 一 个 图 中 删除 一 个 顶点 的 例子 参见 例 19 。) 

， 16 显示 了 无 向 图 C 以 及 在 G 上 进行 不 同 的 操作 得 到 的 4 张 不 同 的 图 ， 分 别 是 : 

(a)G 一 在 图 G 中 删除 边 {(5，c} 构 造 的 图 。 

ri {e，d}， 在 图 G 中 增加 边 (e，d} 构 造 的 图 。 

i 在 图 G 中 ， 用 新 顶点 f 替换 边 {56，c}， 使 用 新 边 {a，f}、{f,， d} 和 {ff， 


e} 替 换 边 {c,，d}、{a,， b}y、{6b，e} 和 {c， ep 
(d)G 一 c， 在 图 G 中 删除 顶点 c 以 及 边 (5，、c}、 d) 和 {c，e} 构 造 的 图 。 
G-t{b,c} G+f{e,d! 用 /替换 边 {6， c} 


(a) (b) 


(c) (d) 
图 16 图 G 和 在 G 上 进行 不 同 的 操作 得 到 的 4 张 图 


图 的 并 集 ”可 以 用 各 种 方式 组 合 两 个 或 更 多 的 图 。 包 含 这 些 图 的 所 有 顶点 和 边 的 新 图 被 称 
dk da A SE a Ei Bad 
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加 山 》 求 图 17a 所 示 的 图 G, 和 G 的 并 图 。 


pb a b C a b c 
d e d f d e f 
GI CO> GIUG, 

a) 简单 图 G, 和 G， b) 它们 的 并 G1,UG， 


17 并 图 的 产生 过 程 


解 并 图 GUG; 的 项 点 集 是 两 个 顶点 集 的 并 ， 即 {a,， 5b5,，c,，d，e，f}。 并 图 的 边 集 是 两 
个 边 集 的 并 。 并 图 显示 在 图 17b 中 。 导 


奇数 编号 练习 
在 练习 1~3 中 ， 求 所 给 无 向 图 的 顶点 数 、 边 数 以 及 每 个 顶点 的 度 。 指 出 所 有 的 孤立 点 和 悬挂 点 。 


Yu b C 
开罗 
f 和. d i 

5. 是 否 存 在 一 个 有 15 个 顶点 而 且 每 个 顶点 的 度 都 为 5 的 简单 图 ? 

在 练习 7 一 9 中 ， 对 给 定 的 有 向 多 重 图 ， 确 定 顶 点 数 和 边 数 ， 并 求 出 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 


[fe p 9, a b 
17 3| 
外 
d C d 和 e 
11. 构造 图 2 中 带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 。 
13. 在 学 术 合作 图 中 ， 顶 点 的 度 表示 什么 ?一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 
15. 在 6.1 节 例 4 所 描述 的 电话 呼叫 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表 示 什 么 ”在 这 个 图 的 无 向 图 版 本 中 ， 顶 
点 的 度 表 示 什 么 ? 
17. 在 为 循环 赛 建 模 的 有 了 向 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表 示 什 么 ? 
19. 利用 练习 18 证 明 : 在 一 个 小 组 中 ， 至 少 有 两 个 人 具有 相同 的 朋友 数 。 


在 练习 21 一 25 中 ,判断 图 是 否 为 二 分 图 。 你 将 发 现 使 用 定理 4， 对 判断 是 否 可 能 为 每 个 顶点 赋予 红色 或 
蓝 色 ， 以 使 没有 两 个 相 邻 的 顶点 赋予 相同 的 颜色 是 有 用 的 。 
21. b 


a b 23. b C 2 
C d Ps 四 


d 





[2 
27. 设 一 个 大 学 工程 学 院 的 计算 机 支撑 小 组 有 4 个 员工 。 每 个 员工 被 分 配 支持 4 个 不 同 的 领域 之 一 : 硬 


29. 


1, 


#35. 


35. 


37, 


280 第 6 章 


件 、 软 件 、 网 络 和 无 线 。 假 设 Ping 能 够 胜任 支持 硬件 、 网 络 和 无 线 ; Quiggley 能 够 胜任 支持 软件 和 
网 络 ; Ruiz 能 够 胜任 支持 网 络 和 无 线 ; Sitea 能 够 胜任 支持 硬件 和 软件 。 

a) 使 用 二 分 图 为 4 个 员工 和 他 们 能 胜任 的 工作 建 模 。 

b) 使 用 霍 尔 定理 判断 是 否 存 在 一 种 分 配方 案 ， 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 的 领域 。 

c) 如 果 存 在 一 个 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 领域 的 分 配方 案 ， 求 出 该 方案 。 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女 子 和 5 位 年 轻 男 子 。 每 位 男子 都 愿意 娶 岛 上 的 某 些 女子 ， 而 每 位 女子 都 
愿意 嫁 给 任何 一 位 愿意 娶 她 的 男子 。 假 设 Sandeep 愿意 他 Tina 和 Vandana; Barry 愿意 人 Tina、Xia 
和 Uma; Teja 愿意 娶 Tina 和 Zelda; Anil 愿意 娶 Vandana 和 Zelda; Emilio 愿意 娶 Tina 和 Zelda。 使 
用 霍 尔 定理 证 明 : 不 存在 岛 上 年 轻 男 子 和 年 轻 女 子 的 匹配 使 得 每 一 个 年 轻 男 子 都 能 和 他 想 娶 的 年 轻 
女子 进行 匹配 。 

设 存在 一 个 整数 上， 使 得 荡 岛 上 的 每 个 男人 都 愿意 娶 该 岛 上 的 恰好 上 个 女人 ， 而 且 该 岛 上 的 每 一 个 女人 
都 愿意 嫁 给 的 男人 也 恰好 是 上 个 。 同 时 假设 一 个 男人 愿意 娶 一 个 女人 当 且 仅 当 这 个 女人 愿意 嫁 给 他 ， 
证 明 : 可 能 存在 岛 上 男人 和 女人 的 匹配 ， 使 得 每 一 个 人 都 能 和 其 愿意 嫁 / 娶 的 人 进行 匹配 .。 

假设 在 一 次 抽奖 中 ， 有 m 人 被 选 为 中 奖 者 ， 每 个 中 奖 者 可 以 从 不 同 的 奖品 中 选取 两 个 奖品 。 证 明 若 
有 2m 个 每 个 中 奖 者 都 想 要 的 奖品 ， 则 每 个 中 奖 者 都 能 选择 两 个 他 们 想 要 的 奖品 。 

对 练习 1 中 的 图 ， 求 ; 

a) 由 顶点 a、65、c 和 了 导出 的 子 图 。 

b) 收 缩 连 接 上 和 上 的 边 ， 从 G 得 到 的 新 图 Ci 。 

下 列 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

a)K, b) C， c)W, 

dK €)Q, 


一 个 图 的 度 序列 是 由 该 图 的 各 个 顶点 的 度 按 非 递增 顺序 排列 的 序列 。 例 如 ， 本 节 例 1 中 图 G 的 度 序列 就 
是 45 4 4 3 Zs 1» 0 


39. 


41. 
43. 


求 下 列 各 个 图 的 度 序列 。 
a)K, b)C, c)W, 
d)K,., e)Q: 


图 K， 的 度 序列 是 什么 (其 中 是 正 整 数 )? 并 解释 你 的 答案 。 
若 图 的 度 序列 是 5，2，2，2，2，1， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 


如 果 序 列 dl， Ca， 和 d, 是 一 个 简单 图 的 度 序 列 ， 那么 该 序列 是 成 图 的 。 


45. 


* 47. 


49. 


$1. 
S53, 


判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ,请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
a)3s dy 35 By 2 的) 三， 革 。 交 5 1 


Cs BB 2 1 全 过 于 引 , By: 3 

EN Zo 2 3 DO es hee da ii 

证 明 : 一 个 由 非 负 整 数 按 非 递 增 排列 的 序列 d, ，d; ，…，d, 是 成 图 序列 当 且 仅 当 把 序列 ds 一 1，…， 
ds +41 一 1，ds +s，*…，d, 中 的 元 素 重新 排序 为 非 递增 而 得 到 的 序列 是 成 图 序列 。 


证 明 : 每 个 非 负 整数 构成 的 非 递增 序列 ， 如 果 其 元 素 之 和 为 偶数 ， 则 都 是 某 个 伪 图 的 度 序 列 。 伪 图 
是 允许 有 环 的 无 向 图 。 [提示 : 首先 通过 给 每 个 顶点 添加 尽 可 能 多 的 环 来 构造 一 个 图 ， 然 后 添加 一 些 
边 连接 度 为 奇数 的 顶点 。 解 释 为 什么 这 种 构造 方法 能 够 证 明 此 问题 ,] 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 K; 的 子 图 有 多 少 个 ? 


画 出 下 图 的 所 有 子 图 。 
a b 


d 


C 
若 简单 图 中 每 个 顶点 的 度 都 相等 ， 则 这 个 图 称 为 正则 和 的 。 若 正则 图 中 每 个 顶点 的 度 都 为 n， 则 这 个 图 称 
为 nn 正则 的 。 


$$. 
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对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 正则 图 ? 


a)K, b) C， ec) W, d)Q， 


57. 度 都 为 4 而 且 带 有 10 条 边 的 正则 图 有 多 少 个 顶点 ? 
在 练习 58 一 60 中 ， 求 给 定 简单 图 对 的 并 图 (假设 带 有 相同 端点 的 边 是 相同 的 )。 


SS. 


61. 


03. 
65. 
67. 


a b a A b 


C d C 8 d 


简单 图 G 的 补 图 G 与 G 有 相同 的 顶点 。 两 个 顶点 在 G 中 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 在 G 中 不 相 邻 。 画 出 下 
列 各 图 。 


a)K, b) KR, OC, d)Q, 
若 简 单 图 G 有 w 个 顶点 和 e 条 边 ， 则 G 有 多 少 条 边 ? 
若 简 单 图 G 的 度 序列 为 di ，d;，…，d,。 求 G 的 度 序列 。 


证 明 : 车 G 是 有 x 个 顶点 的 简单 图 则 G 和 G 的 并 图 是 K，。 


有 向 图 G 二 (V，E) 的 逆 图 ， 记 作 G”™， 是 有 向 图 (V，F),， 其 中 Ge 中 边 的 集合 下 由 改变 正中 边 的 方向 得 到 。 


69. 
Fa 
Th 


75. 


画 出 6. 1 节 练 习 7 一 9 中 每 个 图 的 逆 图 。 
证 明 : 图 G 是 它 目 身 的 逆 图 ， 当 且 仅 当 G 所 关联 的 关系 (参见 5. 3 节 ) 是 对 称 的 。 
画 出 9 个 并 行 处 理 器 互 连 的 栅 格 网 络 。 


证 明 : 在 z 一 zz 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 中 ， 用 O(n) 二 OC(m) 个 跳 就 能 让 每 一 对 处 理 器 互相 通信 ，。 


6.3 图 的 表示 和 图 的 同 构 
6. 3. 1 引言 


图 的 表示 方式 有 很 多 种 。 本 章 将 看 到 ， 选择 最 方便 的 表示 有 助 于 对 图 的 处 理 。 本 节 将 要 说 


明 如 何 用 多 种 不 同 的 方式 来 表示 图 。 


应 ， 
构 ， 


有 时 ， 两 个 图 具有 完全 相同 的 形式 ， 从 某 种 意义 上 就 是 两 个 图 的 顶点 之 间 存 在 着 一 一 对 
这 个 对 应 保持 边 的 对 应 关系 。 在 这 种 情形 下 ， 就 说 这 两 个 图 是 同 构 的 。 判 断 两 个 图 是 否 同 
这 是 本 节 将 要 研究 的 一 个 重要 图 论 问题 。 


6. 3.2 图 的 表示 


表示 不 带 多 重 边 的 图 的 一 种 方式 是 列 出 这 个 图 的 所 有 边 。 男 一 种 表示 不 带 多 重 边 的 图 的 方 


式 是 用 邻接 表 ， 它 给 出 了 与 图 中 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 


@ 时 用 邻接 表 描 述 图 1 所 示 的 简单 图 。 
解 表 ]1 列 出 了 与 图 的 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 本 


b 表 1 简单 图 的 邻接 表 


入 
~ 


e d 
图 1 简单 图 


通过 列 出 图 中 每 个 顶点 发 出 的 边 的 所 有 终点 ， 表 示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 





解 ” 表 2 表示 图 2 所 示 的 有 问 图 。 4 
表 2 有 向 图 的 邻接 表 


b 


SN 
售 





e d 
图 2 有 问 图 


6. 3.3 邻接 矩阵 

奇 图 中 有 许多 边 ， 则 把 图 表示 成 边 的 表 或 邻接 表 不 便于 执行 图 的 算法 。 为 了 简化 计算 ， 可 
用 短 阵 表示 图 。 在 此 ， 将 给 出 常用 的 两 种 表示 图 的 矩阵 的 类 型 。 一 种 类 型 是 基于 顶点 的 相 邻 关 
系 ， 男 一 种 类 型 是 基于 顶点 与 边 的 关联 关系 。 
inks > 假设 G 二 (V，E) 是 简单 图 ， 其 中 |V|==n。 假设 把 G 的 顶点 任意 地 排列 成 如 ，vw;，…，v,。 
对 这 个 顶点 序列 来 说 ，G 的 邻接 和 矩阵 A( 或 A,) 是 一 个 nx 的 0-1 矩阵， 它 满足 这 样 的 性 质 : 
当 vw, 和 ww 相 邻 时 第 (i，7 项 是 1， 当 ww 和 mm 不 相 邻 时 第 (i， 门 项 是 0。 换 句 话 说 ， 若 邻接 和 矩阵 
是 A 二 [a; ]， 则 
1 {vsv,) 是 G 的 一 条 边 
0 否则 
用 邻接 矩阵 表示 图 3 所 示 的 图 。 
解 ” 把 顶点 排列 成 a，5，c，d。 表 示 这 个 图 的 矩阵 是 


Cy 


A “0 
| et 4 
| i + I 
画 出 具有 顶点 顺序 a, 5b，c，d 的 邻接 矩阵 的 图 。 
中 了 上 未 机 
1 0 0 1 
Li Wd 
I 
解 图 4 显示 了 这 个 邻接 矩阵 对 应 的 图 。 国 
a b a b 
> d d c 
图 3 简单 图 图 4 给 定 的 邻接 矩阵 的 图 


注意 ,图 的 邻接 和 矩 阵 依赖 于 所 选择 的 顶点 的 顺序 。 因 此 带 nr 个 顶点 的 图 有 mn! 个 不 同 的 邻 
接 和 矩阵 ， 因 为 盖 个 顶点 有 2 个 不 同 的 顺序 。 

简单 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 即 au = 二 a;;， 因 为 当 wv 和 mu 相 邻 时 ， 这 两 个 项 都 是 1， 否则 
都 是 0。 另 外 ， 因 为 简单 图 无 环 ， 所 以 每 一 项 a;，i 二 1，2，3，*…， 2， 都 是 0。 
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邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 带 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 把 顶点 a, 上 的 环 表 示 成 邻接 矩阵 第 (i，2) 
位 置 上 的 1。 当 出 现 多 重 边 连接 相同 的 顶点 对 v; 和 w, 时， 邻接 矩 阵 不 再 是 0-1 矩阵 ， 因 为 邻接 
和 矩阵 的 第 (i， 门 项 等 于 与 {v;，w) 关 联 的 边 数 。 包 括 多 重 图 与 伪 图 在 内 的 所 4 b 
有 无 向 图 都 具有 对 称 的 邻接 矩阵 。 

用 邻接 矩阵 表示 图 5 所 示 的 伪 图 。 

解 ”顶点 顺序 为 <，!，c，dz 的 邻接 矩阵 是 


上 "有 
‘| a 
0 1 1 2 < 图 5 伪 图 
3 


我 们 曾 在 第 5 章 里 用 0-1 矩阵 表示 有 问 图 。 夺 有 问 图 G 二 (V，E) 从 wv, 到 wv, 有 边 ， 则 它 的 
矩阵 在 (i1，7) 位 置 上 有 1， 其 中 尺 ，w。，…， wv 是 有 癌 图 任意 的 顶点 序列 。 换 名 话说， 大 
A 二 [La; 是 相对 于 这 个 顶点 列表 的 邻接 矩阵 ， 则 

有 {vyv;) 是 G 的 一 条 边 
中 ”lo ”否则 
有 问 图 的 邻接 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 ， 因 为 当 从 vw 到 wv, 有 边 时 ， 从 wv 到 ww; 可 以 没有 边 。 

邻接 和 矩阵 也 可 用 来 表示 有 回 多 重 图 。 同 样 ， 当 有 连接 两 个 顶点 的 同 回 多 重 边 时 ， 这 样 的 矩 
阵 不 是 0-1 和 矩阵 。 在 有 向 多 重 图 的 邻接 和 矩阵 中 ，w 等 于 关联 到 (vw;，w) 的 边 数 。 

在 邻接 表 和 邻接 矩阵 之 间 取 舍 ” 当 一 个 简单 图 包含 的 边 相 对 较 少 ， 即 该 图 是 一 个 稀 疏 图 
时 ， 通 常 邻接 表 比 邻接 矩阵 更 适合 表示 它 。 例 如 ， 如 果 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 c，c 是 一 个 比 ? 
小 很 多 的 和 常数 ， 则 每 个 邻接 表 包 含 c 个 或 更 少 的 顶点 。 所 以 整个 邻接 表 中 的 元 素 不 超过 cx 个 。 
男 一 方面 ， 该 图 的 邻接 矩阵 含有 x 个 元 素 。 但 是 ， 需 要 注意 的 是 ， 稀 朴 图 的 邻接 矩阵 是 稀 政 
和 矩阵， 即 和 矩阵 中 只 有 少量 元 素 不 为 0。 有 专门 的 技术 表示 和 处 理 稀 下 和 矩阵 。 

现在 设想 一 个 稠密 的 简单 图 ， 它 含有 很 多 条 边 ， 例 如 ， 它 含有 的 边 数 超过 所 有 可 能 的 边 数 
的 一 半 。 在 这 种 情形 下 ， 用 邻接 矩阵 来 表示 图 就 比 用 邻接 表 好 。 为 了 知道 原因 ， 我 们 来 比较 判 
断 某 条 边 {v;，wv;) 是 否 存 在 的 复杂 度 。 在 邻接 矩阵 中 ， 可 以 通过 查看 第 (i1， 站 个 元 素来 决定 这 
条 边 是 否 存 在 。 如 果 该 元 素 是 1， 边 就 存在 ; 如 果 是 0， 边 就 不 存在 。 所 以 ， 只 需要 一 次 比较 ， 
即将 第 (i， 站 个 元 素 与 0 比较 ， 就 可 以 判断 这 条 边 是 否 存在 。 而 另 一 方面 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 
示 这 个 图 ， 就 需要 搜索 v 或 风 的 链表 中 的 顶点 才能 判断 这 条 边 是 否 存 在 。 当 图 含有 的 边 很 多 
时 ， 就 需要 @(|V|) 次 的 比较 。 


6. 3.4 关联 矩阵 
表示 图 的 另 一 种 常用 方式 是 用 关联 矩阵 。 设 G 二 (VV，E) 是 无 向 图 。 设 ,vwv。，…，wv, 是 
图 G 的 顶点 ， 而 ee ，…，en 是 该 图 的 边 。 相 对 于 和 五 的 这 个 顺序 的 关联 矩阵 是 zz 的 


和 矩阵 M 王 [Lv j」， 其 中 
1 当 边 e; 关联 wv, 时 


Th 


0 否则 
用 关联 矩阵 表示 图 6 所 示 的 图 。 
解 ” 关 联 和 矩阵 是 
Ci ‘és GE Cr € EC 

Ui LL 小 

v» I0 0 1 1 0 1 

wa 

yw | © 1 0 8 0 

0 本 
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关联 和 矩阵 也 可 用 来 表示 多 重 边 和 环 。 在 关联 矩阵 中 用 各 项 相等 的 列 来 表示 多 重 边 ， 因 为 这 
些 边关 联 同一 对 顶点 。 用 只 有 一 项 等 于 1 的 列 来 表示 环 ， 它 对 应 于 环 所 关联 的 顶点 。 
用 关联 矩阵 表示 图 7 所 示 的 伪 图 。 


Vv V2 é6 V3 
€3 
el es 
63 SN 
Va Vs 
6 无 向 图 
解 ”这 个 图 的 关联 矩阵 是 





Uh Ww 
济 | 疙 生生 下 详 和 主 注 忆 
wld TI 0 
WO 
Gr Lk he 0 本 


6.3.5 图 的 同 构 
我 们 经 常 需要 知道 是 否 有 可 能 以 同样 的 方式 来 画 出 两 个 图 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 忽略 图 中 的 
顶点 的 标识 时 ， 这 两 个 图 是 否 具有 相同 的 结构 。 例 如 ， 在 化 学 中 ， 用 图 为 化 合 物 建 模 ( 我 们 将 
在 后 面 进行 描述 )。 不 同 的 化 合 物 可 能 分 子 式 相同 但 结构 不 同 。 这 样 的 化 合 物 不 能 用 同样 方式 
画 出 的 图 来 表示 。 表 示 过 去 已 知 化 合 物 的 图 可 以 用 来 判定 想象 中 的 新 化 合 物 是 否 已 经 研究 过 。 
对 具有 同样 结构 的 图 来 说 ， 存 在 着 一 些 有 用 的 术语 。 







A : 
1 < -* - 
a wri 
» OO 八 _m Uo WA 
本 


换 句 话说 ， 当 两 个 简单 图 同 构 时 ， 两 个 图 的 顶点 之 间 具 有 保持 相 邻 关系 的 一 一 对 应 。 简 单 
图 的 同 构 是 一 个 等 价 关 系 ( 我 们 把 这 个 验证 留 作 练习 49) 。 

有 证 明 : 图 8 所 示 的 图 G=(V，PE) 和 互 一 (内 ，P) 同 构 。 

解 ” 孙 数 f 定义 为 f(w)==w， fl(w)==w,， f(w)= un 2 vi Vv 
vs, fl(u)=v,, 它 是 V 和 W 之 间 的 一 一 对 应 。 为 了 看 
各、 和 如、w 和 局 ， 以 及 和 ww， 由 f(w) 二 vw 
和 f(w)=v、 fou)=w 和 和 fu)=v、 fu)=v A 





flw) 二 vw， 以 及 Fa) 三 办 和 f(wu,)= 二 v。 所 组 成 的 每 一 “3 G 4 Vs 启 | 
对 顶点 都 是 在 互 中 相 邻 的 。 全 8 G 和 瑟 


6.3.6 判定 两 个 简单 图 是 否 同 构 
判断 两 个 简单 图 是 否 同 构 常 常 是 一 件 困难 的 事情 。 在 两 个 带 有 个 顶点 的 简单 图 的 顶点 集 


G 口 ” 同 构 (isomorphism) 这 个 词 来 自 两 个 希腊 语 字 根 : 表示 “相等 ”的 isos 和 表示 “形式 ”的 morphe。 
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之 间 有 n! 种 可 能 的 一 一 对 应 。 帮 nn 太 大 ， 则 通过 检验 每 一 种 对 应 来 看 它 是 否 保持 相 邻 关系 是 
不 可 行 的 。 

有 时 说 明 两 个 图 不 同 构 并 不 困难 。 特 别 是 ， 如 果 能 找到 某 个 属性 ， 两 个 图 中 只 有 一 个 图 具 
有 这 个 属性 ， 但 该 属性 应 该 在 同 构 时 保持 ， 就 可 以 说 这 两 个 图 不 同 构 。 这 种 在 图 的 同 构 中 保持 
的 属性 称 为 图 形 不 变量 。 例如， 同 构 的 简单 图 必须 具有 相同 的 顶点 数 ， 因 为 在 这 些 图 的 顶点 集 
之 间 有 一 一 对 应 。 

同 构 的 简单 图 还 必须 有 相同 的 边 数 ， 因 为 在 顶点 之 间 的 一 一 对 应 建立 了 边 之 间 的 一 一 对 
应 。 男 外 ， 同 构 的 简单 图 的 对 应 顶点 的 度 必 须 相 同 。 即 在 图 G 中 顶点 v 的 度 为 &， 在 图 互 中 必 
须 有 一 个 对 应 的 顶点 f(v)， 其 度 为 4&， 因 为 在 图 G 中 顶点 也 与 w 相 邻 ， 当 且 仅 当 在 图 互 中 
六 Co) 与 Fo) 相 邻 。 


说 明 图 9 所 示 的 图 不 同 构 。 


解 G 和 电 都 具有 5 个 项 点 6 条 边 。 不过， 及 有 b b 
1 个 度 为 1 的 顶点 e， 而 G 没 有 度 为 1 的 顶点 。 所 以 CG 
与 及 不 是 同 构 的 。 本 £4 本 C 


顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 的 度 都 是 在 同 构 下 的 不 变 
量 。 知 两 个 简单 图 的 这 些 量 有 任何 不 同 ， 则 这 两 个 图 
就 不 是 同 构 的 。 不 过 ， 当 这 些 不 变量 都 相同 时 ， 也 不 


一 定 意味 着 两 个 图 是 同 构 的 。 目 前 还 没有 已 知 的 用 来 。 d e d 
判定 简单 图 是 否 同 构 的 不 变量 集 。 G H 
判定 图 10 所 示 的 图 是 否 是 同 构 的 。 图 9 图 G 和 瑟 


解 图 C 和 互 都 具有 8 个 顶点 和 10 条 边 。 它 们 都 具有 4 个 度 为 2 的 顶点 和 4 个 度 为 3 的 
顶点 。 因 为 这 些 不 变量 都 相同 ， 所 以 它们 可 能 会 是 同 构 的 。 

然而 G 和 互 不 是 同 构 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 因为 在 G 中 deg(a) 二 2， 所 以 a 必然 对 
应 于 瑞 中 的 :、u、x 或 y， 因 为 这 些 顶 点 是 昌 中 的 度 为 2 的 顶点 。 然 而 ， 瓦 中 的 这 4 个 顶点 
的 每 一 个 都 与 五 中 另 一 个 度 为 2 的 顶点 相 邻 ， 但 是 在 G 中 a 却 不 是 这 样 的 。 

看 出 G 与 互 不 同 构 的 另 一 种 方式 是 ， 注 意 ， 看 这 两 个 图 同 构 ， 则 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 
它们 的 边 所 组 成 的 G 和 五 的 子 图 一 定 是 同 构 ( 读 者 应 当 验 证 它 )。 然 而 图 11 所 示 的 这 些 子 图 却 
不 是 同 构 的 。 4 

为 了 说 明 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 项 点 集 的 函数 是 一 个 同 构 ， 需 要 说 明 f 保持 边 的 存 
在 和 缺失 关系 。 一 种 有 助 于 这 样 做 的 方式 是 利用 邻接 和 矩阵。 有 具体 地 说 ， 为 了 说 明 f 是 一 个 同 
构 ， 可 以 说 明 G 的 邻接 矩阵 与 互 的 邻接 矩阵 相同 ， 其 中 G 的 邻接 和 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 
的 顶点 ， 互 的 邻接 抢 阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 的 对 应 顶点 在 f 下 的 像 。 例 11 解释 如 何 这 


样 做 
a BD ) 风 
8 
pbt Mi 于 w 
h z 
d C 未 u 
d 
CO H 


Vv 


图 10 图 G 和 的 图 11 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 它们 的 边 
所 组 成 的 GC 和 互 的 子 图 


判定 图 12 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 


解 G 和 互 都 有 6 个 顶点 和 7 条 边 ， 都 有 4 个 度 为 2 的 顶点 和 2 个 度 为 3 的 顶点 。 还 容易 
看 出 由 度 为 2 的 顶点 和 连接 它们 的 边 所 组 成 的 凶 u> vi V3 
G 和 五 的 子 图 是 同 构 的 (读者 应 当 验 证 它 )。 因 
为 @GC 和 互 对 这 些 不 变量 来 说 是 相同 的 ， 所 以 就 
有 理由 试 着 找 出 一 个 同 构 f。 

现在 定义 函数 f， 然 后 判定 它 是 否 同 构 。 
因为 deg(wu) 二 2 且 ww 不 与 任何 其 他 度 为 2 的 顶 
点 相 邻 ， 所 以 ui 的 像 必 然 是 Us 或 Ta， 它们 是 
H 中 仅 有 的 不 与 度 为 2 的 顶点 相 邻 的 度 为 2 的 由 到 国 心理 生 
顶点 。 任 取 f(wu) 二 vw。( 如 果 发 现 这 个 选择 得 不 出 同 构 ， 就 接着 试验 f(w) 二 vv,) 因 为 w 与 
相 邻 ， 所 以 us 可 能 的 像 是 vw 和 v;。 任 取 f(wus) 二 wv。 照 这 样 继续 下 去 ， 用 顶点 的 相 邻 关系 和 
度 作 为 指引 ， 令 fl(us wy FM) = 3 FU = 以 及 f(us) = 现在 已 经 有 了 在 G 的 顶 
点 集 与 电 的 顶点 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 即 f(uW)= 二 vw, flu)==w, fl(wuw)=u, fl(u)= wv;, 
fl(ws) 二 ww， 以 及 后 ) 一 让。 为 了 查看 f 是 否 保 持 边 ， 就 检查 G 的 邻接 矩阵 : 


Ui iis Us Us 


Ha 3 Vs V4 


ui |0 


u 
0 
0 
0 
1 
0 
1 


i OO OO bd 
O pi OO pp OO 王 


L 
0 
us |] 
0 
us [LO 


和 互 的 邻接 和 矩阵， 其 中 用 G 中 的 对 应 顶点 的 像 来 标记 行 和 列 : 


Ue Ue WG Ue CA Ws 


这 0 IiT 0 

入 到 介 史 且说 确 - 叶 
Mw oT F000 
ol OB oF.i0 

dl By ek | 

9 2 TE 


因为 4e 一 Ar ， 所 以 了 是 保持 边 的 。 由 此 得 出 了 是 同 构 ， 所 以 CG 与 互 是 同 构 的 。 注 意 ， 阁 事实 
证 明 f 不 是 同 构 ， 是 无 法 得 出 G 与 及 不 是 同 构 的 ， 因 为 G 和 顾 中 的 顶点 的 另 一 个 对 应 仍然 可 
以 是 同 构 。 | 

图 同 构 算法 已 知 的 最 好 的 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 算法 具有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 
(对 图 的 顶点 数 来 说 ) 。 然 而 ，2017 年 年 初 ，Ldszl6 Babai 宣布 ， 他 找到 了 一 种 用 2 ”时 间 来 确 
定 两 个 具有 个 顶点 的 图 是 否 同 构 的 算法 ， 其 中 f(n) 是 O((logn) )。 这 个 大 O 估算 意味 着 算 
法 运行 在 准 多 项 式 时 间 ， 介 于 多 项 式 时 间 和 指数 时 间 之 间 。Babai 的 这 一 发 现 还 没有 得 到 充分 
的 同行 评审 ， 但 能 够 缩小 他 在 2015 年 发 明 的 那 种 算法 存在 的 严重 差距 。 专 家 认为 他 现在 的 结 
果 是 正确 的 。 尽 管 目前 还 没有 找到 解决 这 个 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 但 可 以 通过 线性 平均 情形 
时 间 复 杂 度 的 算法 进行 求解 。 能 和 否 找到 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算 
法 ? 对 此 ， 我 们 心 存 一 丝 硕 望 ， 但 也 有 些许 怀疑 。 

一 种 名 为 NAUTY 的 用 于 测试 图 同 构 的 最 佳 实用 算法 ， 在 现代 个 人 计算 机 上 可 在 1 秒 内 判 
定 具 有 100 个 顶点 的 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 可 以 在 因特网 上 下 载 NAUTY 软件 并 用 它 做 实验 。 
对 于 有 严格 限制 的 图 ， 如 顶点 的 最 大 度 很 小 ， 存 在 着 判断 两 个 图 是 否 同 构 的 实用 算法 。 判 断 任 
意 两 个 图 是 否 同 构 的 问题 是 一 个 特别 有 趣 的 问题 ， 因 为 这 是 少 有 的 几 个 不 知 是 理论 可 行 的 或 
NP 完全 的 NP 问题 之 一 ( 见 练习 72) 。 


图 287 


图 同 构 的 应 用 图 同 构 以 及 图 同 构 中 的 函数 源 于 图 论 在 化 学 、 电 子 电 路 设计 以 及 其 他 的 生 
物 信息 和 计算 机 领域 的 应 用 。 化 学 家 用 多 图 (已 知 的 分 子 图 ) ， 为 化 学 成 分 建 模 。 在 这 些 图 中 ， 
顶点 表示 原子 ， 边 表示 这 些 原子 之 间 的 化 学 键 。 两 个 结构 相同 ， 具 有 相同 分 子 式 但 不 同 原子 键 
的 分 子 ， 具 有 不 同 构 的 分 子 图 。 当 分 析出 新 的 化 学 合成 物 时 ， 就 检查 分 子 图 数据 库 ， 以 判断 该 
化 合 物 的 分 子 图 是 否 与 已 知 的 化 合 物 相同 。 

可 以 用 图 为 电路 图 建 模 ， 其 中 顶点 表示 元 件 ， 边 表示 元 件 之 间 的 连接 。 现 代 集 成 电路 ( 即 
芯片 ) 是 混合 的 电路 图 ， 和 常常 有 上 百 万 个 晶体 管 及 连接 。 由 于 现代 芯片 的 复杂 性 ， 所 以 用 自动 
化 工具 进行 设计 。 图 同 构 可 用 于 验证 由 自动 化 工具 设计 的 电路 是 否 与 最 初 的 设计 一 致 。 图 同 构 
还 可 用 于 判断 一 个 销售 商 的 芯片 与 男 一 个 销售 商 的 芯片 是 否 具有 相同 的 知识 产权 。 这 可 以 通过 
寻找 这 些 芯 片 的 图 模型 中 的 最 大 同 构 子 图 来 完成 。 


奇数 编号 练习 

i 用 邻接 表 表 定 的 图 。 
Ey pb 

I C a 


Un 


. 用 邻接 矩阵 表示 练习 1 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 3 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 下 列 每 一 个 


‘© 让 


a) K, b)K,., c) 天 > 3 
d)C， e)W, f) Q; 
在 练习 10 一 12 中 ， 画 出 给 定 邻 接 和 矩阵 表示 的 图 。 
(本 证 
性 下 
5 
a 
在 练习 13 一 15 中 ， 用 邻接 矩阵 表示 给 定 的 图 。 





重出 给 定 邻 接 和 矩阵 所 表示 的 无 向 图 。 


， 按 照 顶点 的 字典 顺序 ， 求 给 定 有 向 多 重 图 的 领 接 矩 阵 。 
21, a pb 





288 第 6 草 


在 练习 22 一 24 中 ， 画 出 给 定 邻 接 给 阵 表示 的 图 。 


23, 


J | 
色光 0 
以 地 之 


无 向 图 G 的 密度 等 于 G 中 的 边 数 除 以 含有 |G | 个 顶点 的 无 向 图 中 可 能 的 边 数 。 因 此 ，G(V， 巨 ) 的 密度 是 


2|G 
IviclVv|—1) 


图 族 G,， 7 一 ]， 2 … 是 稀 足 的 ， 如 果 当 nn 无 约束 增长 时 ， G, 的 密度 的 极限 为 零 ; 而 如 果 此 比例 接近 正 
实数 ， 则 为 稠密 的 。 如 前 文中 所 述 ， 一 张 独 立 的 图 被 称 为 稀 朴 图， 如 果 它 包含 相对 较 少 的 边 ; 而 如 果 它 
包含 许多 边 ， 则 称 为 稠密 图 。 这 些 术 语 可 以 根据 具体 情况 进行 精确 定义 ， 但 不 同 的 定义 通常 会 不 一 致 。 


25. 


27, 


29. 
31. 
*# 33, 
35. 
* 37. 
在 练习 38 一 48 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 。 构 造 一 个 同 构 或 给 出 不 存在 同 构 的 严格 证 明 。 


求 下 列 各 图 的 密度 : 

a)6.1 节 图 1 b)6. 1 节 图 6 c)6. 1 节 图 12 

(需要 微 积 分 知识 ) 对 于 每 一 个 图 族 ， 判 断 该 图 族 是 稀疏 的 、 笛 密 的 或 两 者 都 不 是 。 (参考 6. 2 节 练 习 
37 的 结果 。) 

a)K, b) C， 人 

d)Q， e)W, f)K;,, 


每 一 个 对 称 的 和 对 角 线 全 为 0 的 0-1 方 阵 是 否 都 是 简单 图 的 邻接 和 矩阵? 
用 关联 和 矩阵 表示 练习 13 一 15 中 的 图 。 

无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ” 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
无 向 图 的 关联 和 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 

求 练习 32a 一 d 中 的 图 的 关联 和 矩阵 。 


种 类 型 的 更 多 练习 题 ， 参 见 补 充 练 习 3 一 5。 


39. 


41. 


43， 
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49. 证 明 : 简单 图 的 同 构 关系 是 等 价 关系 。 
51. 描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 。 
53. 证 明 : 可 以 对 具有 2 个 以 上 顶点 的 二 分 图 的 顶点 排序 ， 使 得 其 邻接 矩阵 形 如 下 图 所 示 的 四 项 都 是 矩形 块 。 


[so] 


若 简单 图 G 和 G 是 同 构 的 ， 则 G 称 为 自 补 图 。 

55. 求 具有 5 个 顶点 的 自 补 简单 图 。 

57. 对 哪些 整数 n，C, 是 自 补 图 ? 

59. 具有 5 个 顶点 和 3 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 

61. 具有 6 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 均 为 3 的 非 同 构 简 单 图 有 多 少 个 ? 
63. 具有 下 列 邻 接 矩 阵 的 简单 图 是 否 同 构 ? 








1 诲 有 We i wi 
A LO 0 IL 0 0 0 1111 to 
wd rd We lr ly da i a 到 | 本 人 
人 Ti 人 mg 9 Li 时 二 Di 





65. 把 简单 图 的 同 构 定 义 推 广 到 包含 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 
在 练习 67 一 70 中 ， 判定 所 给 定 的 一 对 有 向 图 是 否 同 构 ( 参 见 练习 66) 。 


6 Li ) Va 
U3 Us V3 ) 
69. 3 7 
以 ? 3 Lp V3 


71. 证 明 : 若 G 和 互 是 同 构 的 有 向 图 则 G 和 瑟 的 逆 图 (在 6.2 节 练习 69 的 前 导 文中 定义 ) 也 是 同 构 的 。 
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73. 找 出 一 对 非 同 构 的 图 ， 它 们 具有 相同 的 度 序列 (在 6. 2 节 练 习 38 的 前 导 文中 定义 ),， 但 一 个 是 二 分 图 而 另 一 个 
不 是 。 
* 75. 无 向 图 的 关联 矩阵 与 它 的 转 置 之 积 是 什么 ? 
魔鬼 对 是 一 对 不 同 构 的 图 ， 但 所 谓 的 同 构 检 验 不 能 证 明 其 不 同 构 。 
77. 求 一 个 用 于 检验 的 魔鬼 对 ， 该 检验 通过 检查 两 个 图 的 度 序列 (在 6. 2 节 练 习 38 的 前 导 文 中 定义 ) 确 定 
它们 是 相同 的 。 


6.4 连通 性 


6.4.1 引言 

许多 问题 可 以 用 沿 图 的 边 前 进 所 形成 的 通路 来 建 模 。 例 如 ， 判 定 能 否 在 两 个 计算 机 之 间 用 
中 间 连 接 传 递 消息 的 问题 ， 就 可 以 用 图 模型 来 研究 。 利 用 图 模型 中 的 通路 ， 可 以 解决 投递 邮 
件 、 收 取 垃 圾 以 及 计算 机 网 络 诊断 等 有 效 规划 路 线 的 问题 。 


6.4.2 通路 


非 形式 化 地 说 ， 通 路 是 边 的 序列 ， 它 从 图 的 一 个 顶点 开始 沿 着 图 中 的 边 行经 图 中 相 邻 的 顶 
点 。 因 为 通路 行经 了 边 ， 所 以 沿 着 通路 可 以 访问 顶点 ， 即 这 些 边 的 端点 。 
宕 义 1 输 击 尖 用 的 形式 化 害 义 和 相关 术语 ， 





i 就 用 顶点 序列 zx To TI "ss Tn pp Cg "sg Cny 其 中 
对 于 = Zs ss Ns fle)={z 1 区 法 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 当 且 仅 当 在 
这 个 序列 中 的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 ， 但 它 并 没有 
指定 唯一 的 通路 。 注 意 长 度 为 0 的 通路 由 单个 顶点 组 成 。 

评注 关于 定义 1 中 的 概念 ， 有 很 多 不 同 的 术语 。 例如， 在 有 些 书 中 ， 使 用 路 径 (walk) 
而 不 是 通路 (path)， 这 时 路 径 被 定义 为 图 的 顶点 和 边 相 互 交 蔡 的 序列 ,Wi， @j， WI， ez,"'， 
Url En Urs 其 中 vi-!1 和 UV 是 e; 的 端点 ， = 当 使 用 “路 径 ” 这 个 术语 时 ， 
就 会 使 用 闭合 路 径 (closed walk) 而 不 是 回路 (circuit) 表 示 起 始 和 终止 于 相同 顶点 的 路 径 ; 使 用 
路 线 (traiD) 表示 没有 重复 边 的 路 径 ( 人 代替“ 简单 通路 ")。 当 使 用 路 线 这 一 术语 时 ， 术语 通路 
(path) 通 常 就 会 用 来 表示 没有 重复 顶点 的 路 线 ， 这 与 定义 1 中 的 术语 相 冲 突 。 由 于 这 些 术语 
的 各 种 变 体 ， 所 以 当 你 在 特定 的 书 或 者 文章 中 阅读 有 关 遍 历 图 的 边 的 内 容 时 ， 需 要 弄 清 楚 
使 用 的 是 哪 一 组 定义 。 文 章 [GrYe06] 是 一 本 关于 本 评注 中 提 到 的 其 他 术语 的 好 的 参考 
计 献 。 

如 图 1 所 示 ，a，d，c，/，e。 是 长 度 为 4 的 简单 通路 , 因 a b < 
为 {a， az、{a cj、(c， 丰 和 (Fe} 都 是 边 。 但 是 &，e，c，a 不 
是 通路 ， 因 为 {le，c}) 不 是 边 。 注 意 5,，c，f，e,，b 是 长 度 为 4 的 回 
路 ， 因为 42， Ey Cy fs {f,， e} 和 和 (ee， b} 都 是 边 ， 且 这 条 通路 在 
b 上 开始 和 结束 。 长 度 为 5 的 通路 a,，b，e,，d，a, b 不 是 简单 的 ， 4 e f 
因为 它 包 含 边 te， 邹 两 次 。 号 

有 问 图 中 的 通路 和 回路 在 第 5 章 里 介绍 。 现 在 给 出 更 一 般 的 
定义 。 
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评注 ”经 常用 一 些 不 是 定义 2 给 出 的 术语 来 表示 其 中 描述 的 概念 。 特 别 地 ， 使 用 路 径 
(walk)、 闭 合 路 径 (closed walk)、 路 线 (trail) 、 通 路 (path) 等 术语 (在 定义 1 之 后 的 评注 中 介绍 
过 ) 描 述 有 向 图 。 详 见 LGrYe06  。 

注意 通路 上 一 条 边 的 终点 是 这 条 通路 上 下 一 条 边 的 起 点 。 当 没有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 
顶点 序列 广 , ; “ZX ，…，zx, 表示 通路 ey ，e,，…，e;， 其 中 对 于 i 二 1,， 2, ,nn, f(e)={ziL1， 

Zi)。 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 可 以 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 当 且 仅 当 在 
这 个 序列 中 的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 

在 许多 图 模型 中 ， 通 路 能 表示 有 用 的 信息 ， 如 例 2~4 所 示 。 

相识 关系 图 中 的 通路 ”在 相识 关系 图 中 ， 如 果 存 在 一 条 连接 两 个 人 的 链 ， 在 该 链 中 ， "> 
相 邻 的 两 个 人 彼此 认识 ， 则 在 这 两 个 人 之 间 有 一 条 通路 。 例 如 在 6. 1 节 的 图 6 中 ， 有 一 条 连接 
Kamini 和 Ching 的 6 个 人 的 链 。 许 多 社会 学 家 猜想 ， 是 否 可 以 用 只 包含 5 个 或 更 少 的 大 的 短 链 
来 连接 世界 上 几乎 每 一 对 人 。 这 意味 着 世界 上 所 有 人 的 相识 关系 图 中 ， 几 乎 每 对 顶点 都 可 以 通 
过 长 度 不 超过 4 的 通路 来 连接 。 约 萌 ， 奎 尔 (John Guare) 的 六 度 分 离 (Six Degrees of 
Separation) 理 论 就 是 基于 这 个 概念 。 4 

合作 图 中 的 通路 ”在 合作 图 中 ， 如 果 表 示 作 者 的 两 个 顶点 a 和 6 之 间 有 从 a 开始 到 6 
结束 的 一 系列 作者 ， 使 得 每 条 边 的 端点 所 表示 的 两 个 作者 写 过 一 篇 联名 论文 ， 则 a 和 5 就 通过 一 
条 通路 而 连接 。 这 里 我 们 关注 两 个 重要 的 合作 图 。 首 先 ， 在 所 有 数学 家 的 学 术 合 作 图 中 ， 数 学 
家 m 的 埃 德 斯 数 (在 第 5 章 补充 练习 14 中 用 关系 术语 定义 过 )， 就 是 在 mz 和 成 果 极 其 丰富 的 数学 家 
保罗 ， 埃 德 斯 (1996 年 去 世 ) 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 换 句 话 说， 一 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 就 是 从 保 
允 。 埃 德 斯 开始 到 这 个 数学 家 结束 的 最 短 的 数学 家 链 的 长 度 ， 其 中 每 一 对 相 邻 的 数学 家 都 联名 写 过 
论文 。 根 据 “ 埃 德 斯 数 项 目 *，2006 年 具有 不 同 埃 德 斯 数 的 数学 家 的 数目 如 表 1 所 示 。 BB 


表 1 具有 给 定 埃 德 斯 数 (到 2006 年 年 初 ) 的 数学 家 的 数目 





在 好 莱 坞 图 (参见 6. 1 节 例 3) 中， 当 存 在 连接 两 个 顶点 a 和 6。 的 演员 链 ， 其 中 在 这 个 链 上 unes> 
每 两 个 相 邻 的 演员 都 出 演 过 同一 部 电影 时 ，a 和 4 就 被 连接 。 在 好 莱 坞 图 中 ， 演员 c 的 培根 数 
定义 为 连接 c 和 著名 演员 蕊 文 ， 培根 的 最 短 通 路 的 长 度 。 随 着 新 电影 (包括 凯 文 ， 培根 的 新 电 
影 ) 的 不 断 产 生 ， 演 员 的 培根 数 也 在 不 断 地 发 生变 化 。 表 2 显示 的 是 从 培根 网 站 得 到 的 到 2017 
年 8 月 ， 具 有 各 个 培根 数 的 演员 的 数目 。 一 个 演员 的 培根 数 起 源 于 1990 年 年 初 ， 凯 文 。 培根 
标注 了 他 在 好 莱 坞 合作 的 每 一 位 演员 或 与 他 合作 过 的 人 。 这 使 有 些 人 发 明了 一 个 聚会 游戏 ， 要 
求 参加 者 从 指定 的 演员 找到 凯 文 。 培 根 的 一 个 电影 系列 。 在 网 络 诞生 之 前 ， 你 需要 成 为 一 名 电 
影 专家 才能 玩 好 这 个 游戏 。 现 在 ， 你 只 需要 咨询 培根 的 Oracle 数据 库 。 我 们 可 以 把 表演 学 院 的 
任意 一 个 演员 作为 中 心 ， 找 到 一 个 类 似 于 培根 数 的 数 。 4 


Links > 


Linxs > 


表 2 具有 给 定 培根 数 ( 到 2017 Tt 







0 
1 3452 631 
2 401 636 131 
3 1 496 104 3 
4 






390 878 





6. 4.3 无 向 图 的 连通 性 

大 消息 可 以 通过 一 个 或 多 个 中 间 计 算 机 来 传递 ， 则 计算 机 网 络 何 时 具有 每 对 计算 机 都 可 共 
享 信息 的 性 质 ? 当 利 用 图 来 表示 这 个 计算 机 网 络 时 ， 其 中 用 顶点 表示 计算 机 而 用 边 表示 通信 链 
路 时 ， 这 个 问题 就 变 成 : 何 时 在 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 ? 





已 ) 。 但 是 图 2 中 的 图 G; 不 是 连通 的 。 例 如 ， 在 顶点 a 和 4d i py 本 
a b 


8 e d f 
Ci C2 
2 图 C 和 G; 
全 1 i dd 





证 明 设 w 和 aa 是 连通 无 向 图 G 一 (V， 已 的 两 个 不 同 的 顶点 。 因为 G 是 连通 的 ， 所 以 w 和 
v 之 间 至 少 有 1 条 通路 。 设 z。，zi，…，x 是 长 度 最 短 的 通路 的 顶点 序列 ， 其 中 zx, 二 w 而 
XZ, 二 v。 这 条 长 度 最 短 的 通路 是 简单 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ,假设 它 不 是 简单 的 。 则 对 满足 0 志 
i<j 的 某 个 i 和 j 来 说 ， 有 zi 二 x;。 这 意味 着 通过 删除 顶点 序列 xz;，…，zj-1 所 对 应 的 边 ， 就 
得 到 带 有 顶点 序列 To ZI "» Til Ti ”9 Tn 的 从 zx 到 ww 的 更 短 的 通路 。 本 

连通 分 支 ”图 G 的 连通 分 支 是 G 的 连通 子 图 ， 且 该 子 图 不 是 图 G 的 另 一 个 连通 子 图 的 真 
子 图 。 也 就 是 说 ， 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 一 个 极 大 连通 子 图 。 不 连通 的 图 G 具 有 2 个 或 2 个 以 
上 不 相交 的 连通 子 图 ， 并 且 G 是 这 些 连通 子 图 的 并 。 

忆 吧 图 3 所 示 的 图 互 的 连通 分 支 是 什么 ? 

解 ”如 图 3 所 示 ,， 图 是 3 个 不 相交 的 连通 子 图 有 H、HH; 和 H; 的 并 。 这 3 个 子 图 是 五 
的 连通 分 文 。 4 

电网 呼叫 图 的 连通 分 支 ” 当 电话 呼叫 图 (参见 6. 1 节 例 4) 中 存在 一 系列 从 z 开始 到 y 结束 的 








电话 呼叫 时 ， 两 个 顶点 x 和 y 就 属于 同一 个 连通 分 支 。 当 分 析 AT&T 网 络 中 特定 一 天 内 发 生 的 
电话 呼叫 的 呼叫 图 时 ， 发 现 这 个 图 具有 53 767 087 hl 

个 顶点 、 超 过 1.7 亿 条 边 和 超过 370 万 个 连通 分 
支 。 这 些 连通 分 支 大 多 数 都 很 小 , 大约 3/4 是 由 

表示 只 在 彼此 之 间 呼 叫 的 一 对 电话 号 码 的 两 个 顶 

点 所 组 成 。 这 个 图 具有 一 个 包含 44 989 297 个 顶 

点 ( 占 总 数 的 80%) 的 巨大 的 连通 分 支 。 另 外 ， 这 

个 连通 分 支 中 的 每 个 顶点 都 可 以 通过 一 条 不 超过 

20 个 顶点 的 链 连接 到 任何 其 他 顶点 。 本 


6.4.4 图 是 如 何 连 通 的 图 3 图 互 和 它 的 连通 分 支 丙 、 瑟 和 丽 


设 有 一 个 表示 计算 机 网 络 的 图 。 由 该 图 是 连通 的 可 知 ， 该 网 络 中 任意 两 台 计 算 机 之 间 都 可 以 通 
信 。 然 而 ， 我 们 还 想 知道 这 个 网 络 有 多 可 靠 。 例 如 ， 当 一 个 路 由 器 或 通信 和 链 路 发 生 故障 时 ， 它 是 否 
还 能 保证 所 有 计算 机 之 间 可 以 通信 ? 为 了 回答 这 个 以 及 类 似 的 问题 ， 我 们 介绍 一 些 新 的 概念 。 

有 时 删除 图 中 的 一 个 顶点 和 它 所 关联 的 边 ， 就 产生 比 原 图 具有 更 多 连通 分 支 的 子 图 。 把 这 
样 的 顶点 称 为 割 点 (或 关节 点 ) 。 从 连通 图 里 删除 割 点 ， 就 产生 不 连通 的 子 图 。 同 理 ， 如 果 删 除 
一 条 边 ， 就 产生 比 原 图 具有 更 多 连通 分 支 的 子 图 ， 这 条 边 就 称 为 割 边 或 桥 。 注 意 ， 在 表示 计算 
机 网 络 的 图 中 ， 割 点 和 割 边 表示 了 最 重要 的 路 由 器 和 最 重要 的 链 路 ， 为 了 使 所 有 的 计算 机 可 以 
通信 ， 它 们 不 能 发 生 故障 。 

求 出 图 4 所 示 的 图 G, 的 市 点 和 割 边 。 


H; 








图 4 一 些 连 通 的 图 
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解 图 Ci 的 割 点 是 6、c 和 e。 删 除 这 些 顶 点 中 的 一 个 (和 它 的 邻 边 )， 就 使 得 这 个 图 不 再 
是 连通 的 。 割 边 是 {ae， 引 和 {c，e}。 删 除 这 些 边 中 的 一 条 ， 就 使 得 G 不 再 是 连通 的 。 4 

点 连通 性 ”并 不 是 所 有 的 图 都 有 割 点 。 例 如 ， 完 全 图 K,， 其 中 nn 三 3， 就 没有 割 点 。 当 从 
K, 中 删除 一 个 顶点 及 其 相关 联 的 边 时 ， 得 到 的 子 图 是 一 个 连通 的 完全 图 K,_, 。 不 含 割 点 的 连 
通 图 称 为 不 可 分 割 图 ， 它 比 有 割 点 的 连通 图 具有 更 好 的 连通 性 。 我 们 可 以 扩展 这 个 概念 ， 基 于 
使 一 个 图 不 连通 需要 删除 的 最 小 的 顶点 数 ， 定 义 一 个 与 图 的 连通 性 相关 的 更 大 粒度 的 方法 。 

若 G 一 是 不 连通 的 ， 则 称 G= 二 (VV，E) 的 顶点 集 V 的 子 集 是 点 割 集 ， 或 分 割 集 。 例 如 ， 
在 图 1 中 ， 集 合 {2，c，e)} 是 一 个 含有 3 个 顶点 的 点 割 集 ， 读 者 可 自行 验证 。 我 们 留 给 读者 证 明 
(练习 51) ， 除 了 完全 图 以 外 ， 每 一 个 连通 图 都 有 一 个 点 割 集 。 我 们 定义 非 完 全 图 的 点 连通 度 
为 点 割 集 中 最 小 的 顶点 数 ， 记 作 K(C) 。 

当 G 是 完全 图 时 ， 它 没有 点 割 集 ， 因 为 删除 它 项 点 集合 的 任意 子 集 及 其 所 有 相关 联 的 边 后 
它 仍 然 是 一 个 完全 图 。 同 时 ， 当 G 是 完全 图 时 ， 我们 不 能 把 k(G) 定 义 为 点 割 集 的 最 小 顶点 数 。 
我 们 用 K(CK,) 王 2 一 1 来 替代 ， 这 是 需要 删除 的 顶点 数 ， 以 便 得 到 只 含有 一 个 顶点 的 图 。 

因此 ， 对 于 每 一 个 图 G，K(G) 是 使 G 变 成 不 连通 的 图 或 只 含有 一 个 顶点 的 图 所 需 删 除 的 
最 小 的 顶点 数 。 若 @G 含 有 区 个 顶点 ， 则 0 过 Kk(G) 志 n 一 1]-，Kk(G)= 二 0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 或 
G 二 K,，K(G) 二 nn 一 1 当 且 仅 当 G 是 完全 图 [参见 练习 52aj 。 

K(G) 越 大 ， 我们 认为 G 的 连通 性 越 好 。 不 连通 的 图 和 K; 具有 Kk(G) 二 0, 含有 点 割 集 的 连 
通 图 和 K, 具有 k(G) 王 1， 不 含 点 割 集 的 需要 删除 两 个 顶点 才 变 成 不 连通 的 图 和 K; 具有 
Kk(G)= 二 2， 以 此 类 推 。 若 rk(G) 宇 k， 我 们 称 图 为 上 连通 的 (或 上 顶点 -连通 的 )。 若 图 是 连通 的 且 
不 是 只 含 1 个 顶点 的 图 ， 则 称 该 图 是 1 连通 的 ; 若 图 是 不 可 分 割 的 且 至 少 含有 3 个 顶点 ， 则 称 
该 图 为 2 连通 的 或 双 连 通 的 。 注意 若 G 是 一 个 & 连通 图 ， 则 对 所 有 的 7j，0 三 三 &，G 是 一 个 7 
连通 图 ，。 

求 出 图 4 中 每 个 图 的 点 连通 度 。 

解 ” 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 点 连通 度 都 为 正 数 。 因 
为 G, 是 含 1 个 割 点 的 连通 图 ， 如 例 7 所 示 ， 所 以 K(G) 王 1。 同 理 ，K(G: ) 王 1， 因为 < 是 G，, 的 
一 个 割 点 。 

读者 可 验证 G; 没有 割 点 , 但 是 {65，g} 是 一 个 点 割 集 。 所 以 Kk(G;)= 二 2。 同 理 ，G, 没有 割 
点 ， 但 是 有 一 个 含有 两 个 元 素 {c， 刀 的 点 割 集 。 由 此 可 得 ，Kk(G,) 王 2。 读 者 可 验证 G, 没有 含 
有 两 个 元 素 的 点 割 集 ， 但 {2，c， 上 用 是 G; 的 一 个 点 割 集 ， 所 以 K(G: ) 王 3。 忆 

边 连通 度 ”我 们 可 以 通过 把 连通 图 G 二 (V，E) 变 成 不 连通 的 所 需要 删除 的 最 小 边 数 ， 来 
度量 连通 图 G 的 连通 性 。 若 一 个 图 含有 割 边 ， 那 么 我 们 只 需 删 除 该 边 就 可 以 使 G 变 成 不 连通 
的 。 如 果 G 不 含有 割 边 ,那么 我 们 寻找 需要 删除 的 最 小 的 边 割 集 ， 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 如 
果 G 一 E 是 不 连通 的 ， 则 称 边 集 E' 是 图 G 的 边 割 集 。 图 G 的 边 连通 度 ， 记 作 4(G)， 是 图 G 的 
边 割 集中 的 最 小 的 边 数 。 这 给 出 了 项 点数 大 于 1 的 所 有 连通 图 的 A4(G) 的 定义 ， 因 为 把 所 有 与 
图 中 某 个 顶点 相关 联 的 边 都 删除 ， 就 可 以 使 该 图 变 成 不 连通 的 。 注 意 ,， 若 G 是 不 连通 的 ， 则 
4(G) 二 0。 车 G 是 只 含有 1 个 顶点 的 图 ， 我 们 也 定义 4(G)= 二 0。 由 此 可 得 , 着 G 是 含有 nn 个 顶 
点 的 图 ， 则 0 二 4(G) 志 nn 一 1。 我 们 留 给 读者 [练习 52bj] 证 明 ，G 是 含有 nn 个 顶点 的 图 ，X(CG) 三 
n 一 1 当 且 仅 当 GK,， 这 等 价 于 命题 ,， 若 G 不 是 完全 图 ， 则 X(G) 委 2 一 2。 

求 图 4 中 每 个 图 的 边 连通 度 。 

解 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 边 连通 度 都 为 正 数 。 如 
例 7 所 示 ， 因 为 G 含 1 条 割 边 ， 所 以 ACG ) 王 1。 

读者 需要 验证 C, 没有 割 边 ， 但 是 删除 (a，6b) 和 {a，c} 两 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 
的 。 所 以 A(G; )= 二 2。 同 理 ，X4(G,)= 二 2， 因 为 G; 没有 荐 边 ， 但 是 删除 {565，c} 和 {ff，g}) 两 条 边 后 ， 
就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 
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读者 可 以 验证 ， 删 除 任 意 两 条 边 ， 都 不 能 使 G, 变 成 不 连通 的 ,但 是 删除 {6，c}、{a，) 
和 ({f，g} 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 所 以 ，4(G,) 二 3。 最 后 ,读者 需要 验证 
A(Gs) 二 3， 因 为 删除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 其 变 成 不 连通 的 , 但 是 删除 {a,，6)}、{a，g) 和 {a， 
有 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 3 

一 个 与 点 连通 度 和 边 连通 度 相 关 的 不 等 式 ” 当 G==(V，E) 是 一 个 至 少 含有 3 个 顶点 的 非 完 
全 连通 图 时 ， G 中 顶点 的 最 小 度 是 图 G 的 点 连通 度 和 图 G 的 边 连通 度 的 上 界 。 即 
K(O)Smindeg(v) 和 A(G)S min deg(v) 。 为 了 明白 这 一 点 ， 注 意 删 除 度 最 小 的 顶点 的 所 有 邻居 ， 
就 使 C 变 成 不 连通 的 ; 而 且 删 除 所 有 以 度 最 小 的 顶点 为 端点 的 边 ， 就 使 C 变 成 不 连通 的 。 

在 练习 55 中 ,我 们 要 求 读者 证 明 ， 若 G 是 一 个 连通 的 非 完 全 图 ， 则 KG(G) 委 MG) 。 还 要 注 
意 ， 右 nn 是 正 整数 ， 则 Kk(K,) 一 人 (天 ) 一 min deg(v) 一 2 一 1， 而 且 ， 若 CG 是 不 连通 的 图 ， 则 K(C) 二 
A(G) 二 0。 将 这 些 事实 结合 起 来 ， 对 所 有 的 图 G 有 

KG MAGE min deg(v) 


点 连通 度 和 边 连通 度 的 应 用 图 的 连通 性 对 涉及 网 络 可 靠 性 的 许多 问题 都 很 重要 。 例 如 ， 
我 们 在 介绍 割 点 和 割 边 时 提 到 ， 可 以 用 项 点 表示 路 由 器 ， 用 边 表示 它们 之 间 的 链 路 来 为 数据 网 
络 建 模 。 图 中 的 点 连通 度 等 于 使 网 络 不 连通 不 能 提供 服务 的 最 小 的 路 由 器 数 。 若 宕 机 的 路 由 器 
少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 之 间 进 行 数据 传输 。 边 连通 度 表示 使 网 络 不 连通 时 
发 生 故 障 的 最 小 光纤 链 路 数 。 若 发 生 故 障 的 链 路 数 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 
之 间 进 行 数据 传输 。 

我 们 可 以 使 用 项 点 表示 高 速 公路 交叉 点 ， 边 表示 连接 交叉 点 的 公路 为 高 速 公路 网 建 模 。 该 
图 的 点 连通 度 表示 ， 使 任意 两 个 交叉 点 不 能 通行 ， 在 某 一 时 刻 所 需 关 闭 的 最 少 交叉 点 数 。 若 少 
于 这 个 数 的 交叉 点 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 之 间 通 行 。 边 连通 度 表示 使 高 速 公路 不 连 
通 ， 所 需 关 闭 的 最 少 的 公路 数 。 如 果 少 于 这 个 数 的 高 速 公 路 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 
之 间 通 行 。 显 然 ， 当 设计 公路 维修 计划 时 ， 这 个 信息 对 高 速 公路 管理 部 门 是 很 有 用 的 。 


6. 4.5 有 向 图 的 连通 性 
根据 是 否 考 虑 边 的 方向 ， 在 有 向 图 中 有 两 种 连通 性 概念 ， 
ms a a 向 图 种 '，- a No Ee . ii 泪 表 要 Re 





ri pe i ep 
向 边 的 序列 有 向 图 可 以 不 是 强 连通 的 ， ， 但 还 是 “一 各 奖 ”， 定义 5 准确 地 说 明了 这 个 概念。 





eT 人 


边 的 方向 时 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 总 是 存在 通路 。 显 

然 ， 任 何 强 连 通 有 向 图 也 是 弱 连 通 的 。 
图 5 所 示 的 有 向 图 G 和 五 是 否 为 强 连通 

的 ? 是 否 为 弱 连 通 的 ? 7 人 人 
解 G 是 强 连 通 的 ， 因 为 在 这 个 有 向 图 中 ,任何 G 万 


两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 (读者 应 当 验 证 它 )。 因 此 G 
也 是 弱 连 通 的 。 图 互 不 是 强 连通 的 。 在 这 个 图 中 ， 从 
a 到 b 没有 有 问 通 路 。 但 是 互 是 弱 连 通 的 ， 因 为 在 互 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 
有 通路 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 4 

有 向 图 的 强 连通 分 支 ”有 癌 图 G 的 子 图 是 强 连通 的 ,但 不 包含 在 更 大 的 强 连通 子 图 中 ， 即 
极 大 强 连 通 子 图 ， 可 称 为 G 的 强 连通 分 支 或 强 分 支 。 注意, 若 a 和 2 是 有 向 图 中 的 两 个 顶点 ， 


图 5 有 向 图 G 和 号 
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它们 的 强 连通 分 支 或 者 相同 或 者 不 相交 。( 我 们 把 这 个 事实 的 证 明 留 在 练习 17 中 。) 

图 5 中 的 图 及 有 3 个 强 连通 分 支 ， 包 括 : 顶点 a; 顶点 e; 由 顶点 5、c 和 4d 以 及 边 
(5，c)、(c，d) 和 (d， 站 所 组 成 的 子 图 。 : a 

网 络 图 的 强 连 通 分 支 6.1 节 例 5 中 介绍 的 网 络 图 用 顶点 表示 网 页 而 用 有 向 边 表示 
链 路 。 该 网 络 在 1999 年 的 快照 产生 了 具有 2 亿 个 顶点 和 15 亿 条 边 的 网 络 图 。2010 年 ， 网 络 图 
估计 至 少 有 550 亿 个 顶点 和 10 000 亿 条 边 。 从 这 些 有 限 的 数据 可 见 ( 如 果 你 近年 来 使 用 过 网 络 ， 
这 很 容易 理解 ) ， 网 页 数量 有 着 较 快 的 增长 速度 。( 详 情 参见 [Br00] 及 Web 资源 .) 

1999 年 ， 该 网 络 图 的 基本 无 向 图 不 是 连通 的 ， 但 是 有 一 个 包含 了 这 个 图 中 大 约 90% 的 顶 
点 的 连通 分 支 。 与 基本 无 向 图 中 的 这 个 连通 分 支 所 对 应 的 原来 有 向 图 的 子 图 ( 即 具 有 相同 的 顶 
点 以 及 连接 这 些 顶点 的 所 有 有 向 边 ) ， 有 一 个 非常 大 的 强 连 通 分 支 和 许多 小 的 强 连通 分 支 。 前 
者 称 为 这 个 有 向 图 的 巨型 强 连通 分 支 (GSCC) 。 从 这 个 分 支 中 的 任何 其 他 网 页 开始 的 链 路 都 可 
到 达 这 个 分 支 中 的 某 一 个 网 页 。 已 经 发 现 ， 这 项 研究 产生 的 网 络 图 中 的 巨型 强 连通 分 支 有 超过 
5300 万 个 顶点 。 这 个 无 向 图 的 大 型 连通 分 支 中 的 其 余 顶 点 表示 3 种 不 同类 型 的 网 页 : 可 以 从 
巨型 强 连通 分 支 中 的 网 页 到 达 的 ， 但 是 不 能 通过 一 系列 链 路 返回 前 面 这 些 网 页 的 网 页 ， 可 以 通 
过 一 系列 链 路 返回 巨型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 但 是 不 能 通过 巨型 强 连通 分 支 中 网 页 上 的 链 路 到 
达 的 网 页 ; 既 不 能 到 达 巨 型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 也 不 能 通过 一 系列 链 路 从 巨型 强 连通 分 支 中 
的 网 页 到 达 的 网 页 。 这 项 研究 发 现 其 余 这 三 个 集合 中 的 每 个 都 具有 大 约 4400 万 个 顶点 (这 三 个 
集合 都 接近 同样 的 规模 ， 这 是 相当 令 人 惊讶 的 )。 < 


6. 4.6 通路 与 同 构 

有 多 种 方式 可 以 利用 通路 和 回路 来 帮助 判定 两 个 图 是 否 同 构 。 例 如 ， 特 定 长 度 简单 回路 的 
存在 ， 就 是 一 种 可 以 用 来 证 明 两 个 图 不 同 构 的 有 用 的 不 变量 。 男 外 ， 可 以 利用 通路 来 构造 可 能 
的 同 构 映射 。 

前 面 提 到 过 ， 简 单 图 的 一 个 有 用 的 同 构 不 变量 是 长 度 为 的 简单 回路 的 存在 性 ， 其 中 是 
大 于 2 的 正 整 数 ( 这 是 一 个 不 变量 的 证 明 在 本 节 练 习 60 中 )。 例 13 说明 如 何 用 这 个 不 变量 来 证 
明 两 个 图 是 不 同 构 的 。 
判定 图 6 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 

解 C 和 互 都 具有 6 个 项 点 和 8 条 边 。 各 自 具 有 4 个 度 为 3 的 顶点 和 2 个 度 为 2 的 顶点 。 
所 以 对 两 个 图 来 说 ， 这 3 个 不 变量 (顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 ) 都 是 相同 的 。 但 是 互 有 长 度 为 3 
的 简单 回路 ， 即 vi，vws，wvws，vi， 而 通过 观察 可 以 看 到 ， G 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 (G 中 的 所 
有 简单 回路 的 长 度 至 少 为 4) 。 因 为 存在 一 条 长 度 为 3 的 简单 回路 是 一 个 同 构 不 变量 ， 所 以 G 
和 互 是 不 同 构 的 。 4 

我 们 已 经 说 明了 如 何 用 某 种 类 型 的 通路 ， 即 具有 特定 长 度 的 简单 回路 ， 来 证 明 两 个 图 是 不 
同 构 的 。 还 可 以 用 通路 求 出 潜在 的 同 构 映 射 。 

判定 图 7 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 
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图 6 图 CC 和 五 图 7 图 G 和 五 
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解 G 和 瑟 都 具有 5 个 项 点 和 6 条 边 ， 都 具有 2 个 度 为 3 的 项 点 和 3 个 度 为 2 顶点， 而 且 
都 具有 1 个 长 度 为 3 的 简单 回路 ，1 个 长 度 为 4 的 简单 回路 ,以 及 1 个 长 度 为 5 的 简单 回路 。 
因为 所 有 这 些 同 构 不 变量 都 是 相同 的 ， 所 以 G 和 五 可 能 是 同 构 的 。 

为 了 求 出 可 能 的 同 构 ， 沿 着 经 过 所 有 顶点 并 且 使 得 两 个 图 中 的 对 应 项 点 的 度 都 相同 的 通路 
前 进 。 例 如 ，G 中 的 通路 如， ，U，w， us 和 及 中 的 通路 v3，w， 如 ，v;，w 都 经 过 图 中 的 
每 一 个 顶点 ， 都 从 度 为 3 的 顶点 开始 ， 都 分 别 经 过 度 为 2 的 顶点 、 度 为 3 的 顶点 和 度 为 2 顶点 
并 且 在 度 为 2 的 顶点 结束 。 通 过 在 图 中 沿 着 这 些 通 路 前 进 ， 定义 映射 了 满足 f (ui) 二 vw、 
fw ) 二 ww、 了 (ww) 二 、f(w) 二 v; 和 f(wus) 二 ww。 通过 说 明 了 保持 边 或 者 通过 说 明 在 顶点 的 适 
当 顺 序 下 G 和 五 的 邻接 矩阵 是 相同 的 ， 读 者 就 可 以 说 明 了 是 一 个 同 构 ， 所 以 G 与 互 是 同 
构 的 。 本 


6. 4.7 计算 顶点 之 间 的 通路 数 
往 一 个 国 秆 疝 个 全 成 二 辐 当 膨 的 开 目 。 可 以 用 浅 个 固 的 二 悉 尖 泣 洲 崩 震 






证 明 用 数学 归纳 法 证 明 。 设 G 是 带 有 邻接 矩阵 A 的 图 (假设 G 的 顶点 具有 顺序 wv， 
怒 ， VV,)。 从 vw; 到 vw 长度 为 1 的 通路 数 是 A 的 第 (i1， 有 站 项 ， 因 为 该 项 是 从 vv 到 ww 的 边 数 。 

假设 A" 的 第 (i, 门 项 是 从 v 到 ww 长度 为 7 的 不 同 通路 的 个 数 。 这 是 归纳 假设 。 因 为 4” = 
A'A， 所 以 A 的 第 (i， 门 项 等 于 

0 + baass TT ** bd 

其 中 5 是 A" 的 第 (i, 有) 项。 根据 归纳 假设 ,Bi 是 从 vw; 到 wi 长 度 为 r 的 通路 数 。 

从 wv; 到 w; 长度 为 r 十 1 的 通路 ， 包括 从 wv, 到 某 个 中 间 顶 点 vi 长 度 为 r 的 通路 以 及 从 v 到 
v; 的 边 。 根 据 计 数 的 乘积 法 则 ， 这 样 的 通路 个 数 是 从 v; 到 wi 长度 为 7 的 通路 数 ( 即 bi ) 与 从 v 
到 总 的 边 数 ( 即 a ) 积 。 当 对 所 有 可 能 的 中 间 顶 点 ww 求 这 些 乘积 之 和 时 ， 根 据 计 数 的 求 和 法 
则 ， 就 可 以 得 出 所 需要 的 结果 。 所 

在 图 8 所 示 的 简单 图 G 中 ， 从 4a 到 4 长度 为 4 的 通路 有 多 少 条 ? 

解 G 的 邻接 矩阵 (顶点 顺序 为 a，6b5，c，d) 是 


a pb 
一 此 了 号 一 从 
EE 
一 
1 "A@ 0 4 
人 
因此 从 a 到 d 长 度 为 4 的 通路 数 是 A 的 第 (1，4) 项 。 因 为 
0 65 & 图 8 图 G 
-10 3880 
0 8 8 0 
8 QQ. 性 


所 以 恰好 有 8 条 从 a 到 4 长 度 为 4 的 通路 。 通 过 观察 这 个 图 ， 我 们 看 出 a, 6, a, 6b,，d; a, bb， 
Wy Cn ME "bs td Dr ds a Be do E73 UE Hs 6 BE da MC de Es Ms a er dH Ue 
和 a,，c,，d,，c，d 是 8 条 从 a 到 4 的 通路 。 呈 

定理 2 可 以 用 来 求 出 在 图 的 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 见 练习 56)， 还 可 以 用 来 判定 
图 是 否 连通 ( 见 练习 61 和 62) 。 


xe 
ExNHI/es 


> 
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奇数 编号 练习 

1. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ? 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通路 的 长 度 是 
多 少 ? 
aa, e, 0，c 0 b)a, er as d, b,c, a 
Ce, b, a, d, b, e d)c, b, ds ae 5 


在 练习 3 一 5 中 ,判定 所 给 的 图 是 否 是 连通 的 。 


A 


7. 相识 关系 图 的 连通 分 支 表 示 什 么 ? 

9. 解释 为 什么 在 数学 家 的 合作 图 中 (参见 6. 1 节 例 3) ， 表 示 一 个 数学 家 的 顶点 与 表示 保罗 。 埃 德 斯 的 顶 
点 是 在 同一 个 连通 分 支 中 ， 当 且 仅 当 这 个 数学 家 具有 有 穷 的 埃 德 斯 数 。 

11. 判断 下 列 各 图 是 否 是 强 连通 的 ， 如 果 不 是 ， Me 
a)a b b)a 





e 
13. de 
15. Pt 


二 汪 


ff e d 
C) QC C 
i h 2 学 


设 G 二 (V， EE) 是 有 向 图 。 对 于 wEV 和 wEV， 若 有 一 条 从 Uv 到 世 的 有 向 通路 ， 则 称 也 是 从 vv 可 达 的 。 若 在 
图 G 中 ， 有 一 条 从 vv 到 也 的 有 向 通路 和 一 条 从 也 到 Vv 的 有 向 通路 ， 则 称 v 和 世 是 相互 可 达 的 。 
17. 证 明 : 关 G 二 (V，E) 是 有 向 图 ， 则 V 中 的 两 个 顶点 w 和 w 所 在 的 强 连 通 分 支 要 么 相同 ， 要 么 不 相交 。 
[提示 使 用 练习 16 。j 
19. 求 K, 中 两 个 不 同 项 点 之 间 长 度 为 妈 的 通路 的 数目 ， 春 对 是 
a)2 b)3 c)4 d)5 
21. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ,要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 ， 
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ul U2 Vi V2 
Ug U3 ys V3 
U7 Ua V7 Va 
ug Us ve Vs 
G H 


23. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要 人 么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 
ul 2 Vi 
AAA 
| v4 由 V3 
A YY 
Us Ua V3 
G H 
25. 对 练习 19 中 的 n 值 来 说 ， 求 出 K;,; 中 任意 两 个 不 相 邻 项 点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
27. 求 出 在 练习 2 里 的 有 向 图 中 从 a 到 e 具有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 ; 
a)2 b)3 c)4 
d)5 e)6 f)7 
29. 设 G 二 (V，E) 是 简单 图 。 设 R 是 V 上 的 关系 ， 它 是 由 顶点 对 (uw，v) 所 组 成 的 ， 使 得 存在 从 4 到 vw 的 
通路 或 使 得 4 一 v。 证明 : R 是 等 价 关 系 。 


在 练习 31 一 33 中 ， 求 所 给 图 的 所 有 着 点 。 
31. a 33. a b F 


d e 
b C 
d i h 
* 35。 假设 vv 是 一 条 割 边 的 端点 。 证 明 : v 是 割 点 当 且 仅 当 它 不 是 悬挂 点 。 
* 37. 证 明 : 在 至 少 有 2 个 顶点 的 简单 图 中 ， 至 少 有 2 个 顶点 不 是 割 点 。 
39. 若 网 络 中 的 通信 和 链 路 故障 会 导致 不 能 传送 某 些 消息 ， 则 应 当 提 供 备份 链 路 。 对 下 面 a 和 b 所 示 的 通 


信 网 络 来 说 ， 确 定 哪 些 链 路 应 该 有 备份 链 路 
a) 波士顿 


旧金山 





有 向 图 G 的 顶点 基 是 G 的 最 小 顶点 的 集合 ,使 得 对 于 G 中 任何 一 个 不 在 B 中 的 顶点 vu， 都 有 从 BB 中 的 


一 个 顶点 到 也 的 一 条 通路 。 


41. 
* 43. 


* 45., 
47. 


49. 

Sl], 

$3, 

* BD, 
$7, 
[3° 59. 


601. 
03. 
关 65, 


在 影响 图 (在 6.1 节 例 2 中 描述 ) 中 项 点 基 的 重要 性 是 什么 ” 找 出 该 例 中 影响 图 的 顶点 基 。 
证 明 : 若 简单 图 G 有 上 个 连通 分 支 ， 而 且 这 些 分 支 分 别 具 有 高 ， ni2，…， mx 个 顶点 ， 则 GG 的 边 数 不 
超过 


类 
ns 


证 明 : 车 带 有 个 顶点 的 简单 图 G 具有 超过 (n 一 1)(n 一 2)/2 条 边 ， 则 它 是 连通 的 。 

当 n 取 如 下 值 时 ， 存 在 多 少 个 不 同 构 的 带 有 个 顶点 的 连通 简单 图 ? 

a)2 b)3 c)4 d)5 

证 明 练 习 48 中 的 每 个 图 都 没有 割 边 。 

证 明 : 若 G 是 连通 图 ， 则 有 可 能 删除 顶点 使 C 变 成 不 连通 的 当 且 仅 当 CG 不 是 完全 图 。 

求 K(K 和 1(K)， 其 中 友 、 姑 是正 整 数 。 

证 明 : 车 G 是 一 个 图 。 则 Kk(G) 过 4(G)。 

用 定理 2 求 图 1 中 从 4 到 了 的 最 短 通路 的 长 度 。 

设 P 和 P, 是 简单 图 G 中 顶点 和 w 之 间 的 没有 相同 边 集 的 两 条 简单 通路 。 证 明 : 在 G 中 存在 简单 
回路 。 

解释 如 何 用 定理 2 判定 图 是 否 是 连通 的 。 

证 明 : 简单 图 CG 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 G 没 有 包含 奇数 条 边 的 回路 。 

参考 练习 64， 运 用 图 模型 和 图 中 的 通路 ， 求 解 吃 酷 丈夫 问题 。 两 对 已 婚 夫妇 想 要 过 河 ， 他 们 只 能 找 
到 一 条 小 船 ， 小 船 一 次 只 能 运送 一 个 或 者 两 个 人 到 对 岸 。 每 个 丈夫 都 非常 爱 吃 醋 《， 不 愿 让 自己 的 妻 
子 和 另外 一 位 男士 单独 在 船上 或 在 岸上 。 这 4 个 人 要 怎么 做 才能 到 达 对 岸 ? 


6.5 欧 拉 通路 与 哈密 顿 通路 
6.5.1 引言 


样 ， 


能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 条 边 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 同 
能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 个 项 点 一 次 并 且 回 到 这 个 项 点 ? 虽 


然 这 两 个 问题 有 相似 之 处 ,但 是 对 于 所 有 的 图 来 说 ,通过 检查 图 中 顶点 的 度 ， 可 以 轻而易举 地 
回答 第 一 个 关于 是 否 具 有 欧 拉 回路 (Euler Circuit) 的 问题 ， 却 非常 难以 解决 第 二 个 关于 是 否 具 
有 哈密 顿 回路 (Hamilton Circuit) 的 问题 。 本 节 将 研究 这 些 问题 并 讨论 求解 这 些 问 题 的 难点 。 虽 
然 这 两 个 问题 在 许多 不 同 领域 里 都 有 实际 应 用 ， 但 是 都 来 源 于 古老 的 智力 题 。 下 面 将 介绍 这 些 
古老 的 智力 题 以 及 现代 的 实际 应 用 。 


6.5.2 欧 拉 通 路 与 欧 拉 回 路 


Links 为 


普鲁士 的 哥 尼斯 堡 镇 ( 现 名 为 加 里 宁 格 勒 ， 属 于 俄罗斯 共和 国 ) 被 普 雷 格 尔 河 支流 分 成 四 


部 分 。 这 四 部 分 包括 普 雷 格 尔 河 两 岸 的 两 个 区 域 、 克 奈 普 堆 夫 岛 河 中 心 岛 以 及 普 雷 格 尔 河 两 
条 支流 之 间 的 部 分 区 域 。 在 18 世纪 ，7 座 桥 将 这 些 区 域 连接 起 来 。 图 1 描述 了 这 些 区 域 
和 桥 。 





本 中 
图 1 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 
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镇 上 的 人 们 在 周 日 穿 过 镇 子 进行 长 距离 的 散步 。 他 们 想 弄 Cc 
明白 是 否 可 能 从 镇 里 的 某 个 位 置 出 发 不 重复 地 经 过 所 有 桥 并 且 
返回 出 发 点 。 
瑞士 数学 家 列 昂 哈 德 . 欧 拉 解决 了 这 个 问题 。 他 的 解答 发 
表 在 1736 年 ， 这 也 许 是 人 们 第 一 次 使 用 图 论 (关于 欧 拉 原始 论 
文 的 译 稿 ， 参 见 LBiLIWi99])。 欧 拉 利 用 多 重 图 来 研究 这 个 问 
题 ， 其 中 用 顶点 表示 这 四 部 分 ， 用 边 表示 桥 ， 如 图 2 所 示 。 
不 重复 地 经 过 每 一 座 桥 来 旅行 的 问题 可 以 利用 这 个 模型 来 6 
重新 叙述 。 问 题 变 成 : 在 这 个 多 重 图 中 是 否 存在 着 包含 每 一 条 图 2 哥 尼斯 堡 镇 的 多 重 图 模型 
边 的 简单 回路 ? 





er 
OD 在 图 3 中 ,哪些 无 向 图 有 欧 拉 回 路 ? 在 没有 欧 拉 回 路 的 那些 图 中 ,哪些 具有 欧 拉 


通路 ? 
a b a b a b 
Pa- 
d C d C C e 
G) GO G3 
图 3 无 向 图 G、G; 和 Gs 
解 图 G, 具有 欧 拉 回路 , 例如 a，e,，c，d，e，b，a。Gs 和 G, 都 没有 欧 拉 回路 (读者 应 当 
验证 它 )。 但 是 G; 具有 欧 拉 通 路 ， 即 a，c，d，e，b，d，a，p5。G 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 


证 它 )。 沁 
@ 昌 在 图 1 中 ,哪些 有 向 图 有 欧 拉 回 路 ? 在 没有 欧 拉 回路 的 那些 图 中 ， 哪 些 具 有 欧 拉 


通路 ? 
a b 
a b NN C d 
d c > a b 
H, H Hh 
图 4 有 癌 图 Hi1，H,; 和 万 : 
解 图 万 有 欧 拉 回 路 ,例如 a，g，c,， 5b,，g，e，d，f, a。H, 和 旷 ; 都 没有 欧 拉 回路 ( 读 
者 应 当 验 证 它 ) 。 互 ; 具有 欧 拉 通 路 ， 即 c，a,， 65，c，dqd，,， 65， 但 是 HH 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 
证 它 ) 。 4 
欧 拉 回 路 和 欧 拉 通 路 的 充 要 条 件 对 判断 多 重 图 是 否 有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通 路 ， 存 在 着 简单 
的 标准 。 欧 拉 在 解决 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 时 发 现 了 它们 。 假 设 在 本 节 讨 论 的 所 有 图 都 有 有 


穷 个 顶点 和 边 。 : 
若 一 个 连通 多 重 图 有 欧 拉 回路 ， 则 它 有 什么 性 质 呢 ? 可 以 说 明 的 是 ,每 一 个 顶点 都 必 有 侦 


Sree 


数 条 边 。 为 此 ， 首 先 注 意 一 条 欧 拉 回路 从 顶点 a 开始 ， 接 着 是 a 关联 的 一 条 边 ， 比 方 说 
(a,，b}。 边 {a,，0) 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 这 条 回路 每 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 ， 
为 这 条 回路 从 关联 该 顶点 的 一 条 边 进 入 ， 又 经 过 另 一 条 这 样 的 边 离开 该 顶点 。 最 后 ， 这 条 回路 
在 它 开 始 的 地 方 结束 ， 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 因 此 deg(Ca) 必 为 偶数 ， 因 为 当 回 路 开始 时 它 贡 献 1 
度 ， 当 回路 结束 时 它 贡 献 1 度 ， 每 次 经 过 a 都 贡献 2 度 ( 如 果 它 又 经 过 了 al)。 除 了 a 以 外 ， 其 
余 顶 点 都 有 偶数 度 ， 因 为 每 次 回路 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 由 此 得 出 结论 ， 若 
连通 图 有 了 欧 拉 回路 ， 则 每 一 个 顶点 必 有 偶数 度 。 

欧 拉 回路 存在 性 的 这 个 必要 条 件 是否 也 是 充分 的 ? 即 若 在 连通 多 重 图 中 的 所 有 顶点 都 有 侦 
数 度 ， 则 是 否 必 有 了 欧 拉 回路 ? 这 个 问题 可 以 通过 构造 来 解决 。 

假设 G 是 连通 多 重 图 且 G 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。 一 条 边 一 条 边 地 构造 从 G 的 任意 
顶点 a 开始 的 简单 回路 。 设 zx, 二 a。 首 先 任意 地 选择 一 条 关联 a 的 边 {zx。，xz1}， 因 为 G 是 连通 
的 ， 所 以 这 是 可 行 的 。 通 过 一 条 一 条 地 增加 边 来 继续 构造 ， 建 立 尽 量 长 的 简单 通路 {x,，zi)， 
{Zi ，ZT2)，…，{Zz ”zx,}， 直 到 不 能 再 向 这 条 通路 中 增加 边 。 当 我 们 到 达 一 个 项 点， 并 上 且 在 
通路 中 已 包含 所 有 与 该 顶点 相关 联 的 边 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 例如， 在 图 5 的 图 GG 中， 从 a 
开始 且 连 续 地 选择 边 42， 户 、{(r， cc}、 {cc 和 ”a =<— bb 
(bs a}。 

这 样 的 通路 必然 会 结束 ， 因 为 图 的 边 数 是 有 
穷 的 ， 所 以 我 们 最 终 一 定 能 到 达 一 个 顶点 ， 对 于 
该 点 ， 再 也 没有 边 可 以 增加 到 这 条 通路 中 。 该 通 
路 在 a 上 以 形 如 {a，x} 的 边 开 始 ， 现 在 证 明 其 必 
然 在 a 上 以 形 如 {y，a}) 的 边 结 束 。 为 了 说 明 该 通 
路 一 定 结束 于 a， 注 意 通 路 每 经 过 一 个 度 为 偶数 
的 顶点 时 ， 它 只 用 1 条 边 进 入 这 个 顶点 ， 因 为 度 
数 至 少 为 2， 所 以 通路 中 至 少 还 剩 下 1 条 边 离开 图 5 构造 G 中 的 欧 拉 回 路 
这 个 顶点 。 而 且 , 每 次 进入 和 离开 一 个 度数 为 偶数 的 顶点 时 ， 还 有 偶数 条 没 在 通路 中 的 边 与 该 
点 相关 联 。 同 时 ， 在 我 们 构造 通路 时 ， 每 次 我 们 进入 一 个 不 同 于 a 的 顶点 时 ， 都 可 以 从 该 点 离 
开 。 这 意味 着 ,该 通路 只 能 结束 于 a。 男 外 注意 ， 我 们 构造 的 这 条 通路 可 能 用 完了 所 有 的 边 或 
者 当 我 们 在 用 完 所 有 的 边 之 前 回 到 了 顶点 a， 也 可 能 没 用 完 所 有 的 边 。 

若 所 有 的 边 都 已 经 用 完 ， 则 欧 拉 回路 已 经 构造 好 了 。 否 则 ， 考 虑 通过 从 G 里 删除 已 经 用 过 
的 边 和 不 关联 任何 剩余 边 的 顶点 所 得 到 的 子 图 互 。 当 从 图 5 的 图 中 删除 回路 a，f, c, b, a 
时 ， 就 得 到 标记 为 五 的 子 图 。 

因为 G 是 连通 的 ， 所 以 日 与 已 经 删除 的 回路 至 少 有 1 个 公共 顶点 。 设 名 是 这 样 的 顶点 (此 
例 中 c 是 这 个 顶点 )。 

电 中 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。( 因 为 G 中 的 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 对 每 个 顶点 来 
说 ， 与 这 个 顶点 相关 联 的 边 都 成 对 地 删除 了 ， 以 便 形成 互 。.) 注 意 互 可 能 是 不 连通 的 。 像 在 G 
中 做 过 的 那样 ， 从 ww 开始 ， 通 过 尽 可 能 地 选择 边 来 构造 互 的 简单 通路 。 这 条 通路 必然 在 多 结 
束 。 例 如 ， 在 图 5 中 ,c,d,，e, cc 是 电 中 的 通路 。 下 一 步 通过 把 互 中 的 回路 与 G 中 原来 的 回 
路 拼接 起 来 形成 G 中 的 回路 (这 是 可 行 的 ， 因 为 多 是 这 个 回路 的 顶点 之 一 )。 当 在 图 5 的 图 中 
这 样 做 时 ， 就 得 到 回路 a、 f， cy td, ee» ¢» b, da。 

继续 进行 这 个 过 程 ， 直 到 已 经 用 完了 所 有 的 边 为 止 (这 个 过 程 必 然 结 束 ， 因 为 图 中 只 有 有 
穷 的 边 数 )。 这 样 就 产生 了 欧 拉 回路 。 这 样 的 构造 说 明 ， 铬 连通 多 重 图 的 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 
则 该 图 具有 欧 拉 回路 。 

把 这 些 结果 总 结 成 定理 1。 
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现在 可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 了 。 因 为 图 2 所 示 的 表示 这 些 桥 的 多 重 图 具有 4 个 度 为 奇 
数 的 项 点， 所 以 它 没有 欧 拉 回 路 。 从 给 定点 开始 ， 恰 好 经 过 每 座 桥 一 次 并 返回 开始 点 的 想法 是 
无 法 实现 的 。 

算法 1 给 出 了 在 定理 1 之 前 所 讨论 的 求 欧 拉 回 路 的 构造 过 程 (因为 这 个 过 程 中 的 回路 是 任 
意 选 择 的 ， 所 以 存在 一 些 不 确定 性 。 我 们 不 介意 通过 更 精确 地 说 明 过 程 的 步骤 来 消除 这 些 不 确 
定性 ) 。 


算法 1 构造 欧 拉 回路 

procedure Euler(G: 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 ) 

circuit :三 从 G 中 任 选 的 顶点 开始 ， 连 续 地 加 入 边 所 形成 的 回 到 该 顶点 的 回路 
HH :二 删除 这 条 回路 的 边 之 后 的 G 

while 五 还 有 边 


subcircuit :二 在 既是 及 的 顶点 也 是 circuit 的 边 的 端点 处 开始 的 五 的 一 条 回路 
及 :二 删除 subcircuit 的 边 和 所 有 孤立 点 之 后 的 五 
circuit :二 在 适当 顶点 上 插入 subcircuit 之 后 的 circuit 

return circuitt clrcuit 是 欧 拉 回路 )} 





算法 1 提供 了 一 个 在 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 G 中 寻找 欧 拉 回 路 的 有 效 算法 。 
我 们 留 给 读者 证 明 ( 练 习 66) 这 个 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 是 Ol(m)， 其 中 m 是 G 中 的 边 数 。 

het emo dn hd 一 种 类 型 的 智力 题 。 

: 有 许多 智力 题 要 求 用 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 。 可 以 利用 
pont hie steer ie 例如 ， 能 否 用 这 样 。 j 
的 方法 画 出 图 6 所 示 的 穆罕默德 短 谊 刀 ? 其中， 该 画 法 在 图 形 

的 同一 个 顶点 上 开始 和 结束 。 

解 ”可 以 解决 这 个 问题 ， 因 为 图 6 所 示 的 图 G 具有 欧 拉 回 
路 。 它 具有 这 样 的 回路 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 。 用 
算法 1 来 构造 欧 拉 回 路 。 首 先 ， 形 成 回路 ae，25，&，c，D，e， 6 
i，f，e，a。 通 过 删除 这 条 回路 的 边 并 删除 因此 产生 的 孤立 点 ， 图 6， 穆罕默德 短 弯 刀 
就 得 到 子 图 互 。 然 后 形成 及 里 的 回路 d，g，h，j，i，h， 此， 

g， 矿 dg。 形 成 这 条 回路 后 就 用 完了 G 中 的 所 有 边 。 在 适当 的 地 方 将 这 条 回路 与 第 一 条 回路 拼 

接 ， 就 产生 了 欧 拉 回路 2， 5b, d, g, hj, 1 有 i， ,gf tC，b， ei,，f，e，&。 这 条 问 

路 给 出 了 铅笔 不 离开 纸 面 且 不 重复 地 画 出 弯 刀 的 方法 。 4 
构造 欧 拉 回 路 的 男 一 个 算法 称 为 弗 勒 里 算法 ,在 练习 50 的 前 面 描述 了 它 。 

现在 说 明 连 通 多 重 图 具有 欧 拉 通路 (不 是 欧 拉 回 路 ) 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 
首先 ， 假设 连通 多 重 图 有 一 条 从 a 到 4b 的 欧 拉 通路 ,但 不 是 欧 拉 回路 。 该 通路 的 第 一 条 边 为 a 
的 度 贡献 1 度 。 通 路 每 次 经 过 a 就 为 a 的 度 贡 献 2 度 。 通 路 的 最 后 一 条 边 为 5 的 度 贡 献 1 度 。 
通路 每 次 经 过 5 就 为 b 的 度 贡 献 2 度 。 所 以 a 和 4。 的 度 都 是 奇数 。 每 一 个 其 他 顶点 都 具有 偶数 
度 ， 因 为 当 通路 经 过 一 个 顶点 时 ， 就 为 这 个 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 

现在 反 过 来 考虑 。 假 设 这 个 图 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 比 方 说 a 和 5。 考虑 由 原来 的 图 
和 边 ta， 妇 所 组 成 的 更 大 的 图 。 这 个 更 大 的 图 的 每 一 个 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 所 以 它 具 有 欧 拉 回 
路 。 删 除 新 边 就 产生 原 图 的 欧 拉 通路 。 定 理 2 总 结 了 这 些 结果 。 








图 7 所 示 的 哪些 图 具有 欧 拉 通 路 ? 
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图 7 三 个 无 向 图 


解 G 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 a。 因 此 它 具 有 必须 用 5 和 d 作为 端点 的 欧 拉 通 
路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通 路 是 d,，a，b，c，d,， 4b。 同 理 ，G; 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 
d。 因 此 它 具 有 必须 用 5 和 d 作为 端点 的 欧 拉 通路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 b, a, g，f，e, d,， 
c，g，b，c，f，d。G; 没有 欧 拉 通路 ， 因 为 它 具 有 6 个 度 为 奇数 的 顶点 。 可 

回 到 18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 ， 是 否 有 可 能 在 镇 里 的 某 点 开始 ， 旅 行经 过 所 有 的 桥 ， 在 镇 里 的 
其 他 某 点 结束 ? 通过 判定 表示 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 多 重 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 ， 就 可 以 回答 这 个 问 
题 。 因 为 这 个 多 重 图 有 4 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 没 有 欧 拉 通路 ， 所 以 这 样 的 旅行 是 不 可 能 的 。 

有 向 图 中 欧 拉 通 路 和 欧 拉 回路 的 充 要 条 件 ， 在 练习 16 和 练习 17 中 给 出 。 

欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 的 应 用 可 以 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 解决 许多 实际 问题 。 例 如 ， 许 
多 应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 ， 它 要 求 恰 好 一 次 经 过 一 个 街区 里 的 每 条 街道 、 一 个 交通 网 中 
的 每 条 道路 、 一 个 高 压 输 电网 里 的 每 个 连接 或 者 一 个 通信 网 络 里 的 每 条 链 路 。 求 出 适当 的 图 
模型 中 的 欧 拉 通 路 或 欧 拉 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 例 如 ， 如 果 一 个 邮递 员 可 以 求 出 表示 
他 所 负责 投递 的 街道 图 中 的 欧 拉 通路 ， 则 这 条 通路 就 产生 恰好 经 过 每 条 街道 一 次 的 投递 路 
线 。 如 果 不 存 在 欧 拉 通路 ， 有 些 通路 就 必须 经 过 多 次 。 在 图 中 找 出 一 条 回路 ， 该 回路 以 最 少 
的 边 数 至 少 遍 历 每 一 条 边 一 次 的 问题 称 为 中 国 邮 递 员 问题 ， 以 纪念 在 1962 年 提出 这 个 问题 
的 中 国 科 学 家 管 梅 谷 。 参 看 | MiRo91 ] 以 了 解 关 于 不 存在 欧 拉 通路 时 中 国 邮递 员 问 题 的 解 的 更 
多 信息 

应 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 其 他 领域 有 : 电路 布线 、 网 络 组 播 和 分 子 生物 学 ， 在 分 子 生物 
学 中 欧 拉 通路 用 于 DNA 测序 。 
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6. 5.3 哈密 顿 通路 与 哈密 顿 回 路 
包含 多 重 图 每 一 条 边 恰好 一 次 的 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 已 经 得 出 。 那 么 包含 图 中 
每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 是 否 也 能 得 出 呢 ? 
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这 个 术语 来 自爱 尔 兰 数学 家 威廉 。 罗 万 . 哈密 顿 本 士 在 1857 年 发 明 的 智力 题 。 哈 密 顿 的 
智力 题 用 到 了 木质 十 二 面体 (如 图 8a 所 示 ， 十 二 面体 有 12 个 正 五 边 形 表面 ) 、 十 二 面体 每 个 项 
点 上 的 钉子 ， 以 及 细 线 。 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世界 上 的 不 同城 市 标记 。 智 力 题 要 求 从 一 个 
城市 开始 ， 沿 十 二 面体 的 边 旅行 ， 访问 其 他 19 个 城市 ， 每 个 恰好 一 次 ， 回 到 第 一 个 城市 结束 。 
旅行 经 过 的 回路 用 箱子 和 细 线 来 标记 。 

因为 作者 不 可 能 向 每 位 读者 提供 带 钉 子 和 细 线 的 木质 十 二 面体 ， 所 以 考虑 一 个 等 价 的 问 
题 : 图 8b 中 的 图 是 否 具有 恰好 经 过 每 个 顶点 一 次 的 回路 ? 它 就 是 对 原 题 的 解 ， 因 为 该 图 同 构 
于 包含 十 二 面体 顶点 和 边 的 图 。 图 9 是 哈密 顿 智力 题 的 一 个 解 。 
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图 8 哈密 顿 的 “周游 世界 ”智力 题 图 9 “周游 世界 ”智力 题 的 一 个 解 


在 图 10 中 ， 哪 些 简 单 图 具有 哈密 顿 回路 ?或 者 没有 哈密 顿 回路 但 是 有 哈密 顿 通路 ?semes>》 
解 Cri 有 哈密 顿 回路 : Us ts Cs d,， Cs 人 Gr 没有 哈密 顿 回 路 (可 以 看 出 包含 每 一 个 顶点 
的 任何 回路 必然 两 次 包含 边 {a,，5)), 但 是 G, 确实 有 了 哈密 顿 通路 ， 即 a, 5,，c，d。G; 既 无 哈 


和 因为 包含 所 有 顶点 的 任何 通路 都 必须 多 次 包含 边 {a，b} 、te， 六 
ph 
图 10 三 个 简单 图 


哈密 顿 回路 存在 的 条 件 “ 是否 存在 简单 方式 来 判定 一 个 图 有 无 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通路 ? 
首先 ， 似 乎 应 当 有 判定 这 个 问题 的 简单 方式 ， 因 为 存在 简单 方式 来 回答 一 个 图 有 无 欧 拉 回路 这 
样 的 相似 问题 。 令 人 上 吃惊 的 是 ， 没 有 已 知 简单 的 充 要 条 件 来 判定 哈密 顿 回 路 的 存在 性 。 不 过 ， 
已 经 有 许多 定理 给 出 了 哈密 顿 回 路 的 存在 性 的 充分 条 件 。 另 外 ， 也 有 某 些 性 质 可 以 用 来 证 明 一 
个 图 没有 哈密 顿 回 路 。 例 如 ， 带 有 度 为 1 的 顶点 的 图 没有 哈密 顿 回路 ， 因 为 在 哈密 顿 回 路 中 每 个 
顶点 都 关联 回路 中 的 两 条 边 。 男 外 ， 夺 图 中 有 度 为 2 a d e a d 
的 顶点 ， 则 关联 这 个 顶点 的 两 条 边 属于 任意 一 条 哈密 
顿 回路 。 此 外 注意 ， 当 构造 哈密 顿 回 路 且 该 回路 经 过 


某 一 个 顶点 时 ， 除 了 回路 所 用 到 的 两 条 边 以 外 ， 这 个 


C b e 
顶点 所 关联 的 其 他 所 有 边 不 用 再 考虑 。 而 且 ， 哈 密 顿 
回路 不 能 包含 更 小 的 回路 。 6 Hl 
证 明 图 11 中 的 图 都 没有 哈密 顿 回路 。 图 11 两 个 没有 哈密 顿 回路 的 图 


解 G 没 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 C 有 度 为 1 的 顶点 ， 即 e。 现 在 考虑 互 。 因 为 项 点 as、0、& 和 。 
的 度 都 为 2， 所 以 与 这 些 顶 点 关联 的 每 一 条 边 都 必然 属于 任意 一 条 哈密 顿 回 路 。 现 在 容易 看 出 互 不 
存在 哈密 顿 回路 ， 因 为 任何 这 样 的 哈密 顿 回 路 都 不 得 不 包含 4 条 关联 c 的 边 ， 这 是 不 可 能 的 。 < 

@ 暑 证 明 : 当 ，>>3 时 ，K, 有 哈密 顿 回路 。 

解 从 开 , 中 的 任意 一 个 顶点 开始 来 形成 哈密 顿 回路 。 以 所 选择 的 任意 顺序 来 访问 顶点 ， 
只 要 求 通路 在 同一 个 顶点 开始 和 结束 ， 而 且 对 其 他 每 个 顶点 恰好 访问 一 次 ， 就 可 以 构造 这 样 的 
回路 。 这 样 做 是 可 能 的 ， 因 为 在 K, 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 边 。 q 

虽然 还 未 发 现任 何 有 用 的 关于 哈密 顿 回 路 存在 性 的 充 要 条 件 ， 但 很 多 充分 条 件 已 经 锌 找到 
了 。 注意， 一 个 图 的 边 越 多 ， 这 个 图 就 越 可 能 有 哈密 顿 回路 。 另 外 ， 加 入 边 ( 而 不 是 顶点) 到 已 


Links > 
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经 有 哈密 顿 回路 的 图 中 ， 就 产生 有 相同 哈密 顿 回路 的 图 。 因 此 ， 当 加 入 边 到 图 中 时 ， 特 别 是 当 
确保 给 每 个 顶点 都 加 入 边 时 ， 这 个 图 存在 哈密 顿 回路 的 可 能 性 就 更 大 了 了。 因此， 我 们 期 望 哈密 
顿 回路 存在 性 的 充分 条 件 取决 于 顶点 的 度 足够 大 。 这 里 叙述 两 个 最 重要 的 充分 条 件 中 。 这 些 条 
件 是 加 布 里 尔 ，A. 狄 拉克 (Gabriel A. Dirac) 在 1952 年 和 奥 斯 丁 。 欧 尔 (Oystein Ore) 在 1960 年 
发 现 的 。 





本 节 练习 65 棚 略 介绍 了 欧 尔 定理 的 证 明 。 狼 拉 这 定 理 可 以 作为 网 条 定理 的 推论 
因为 狄 拉 克 定 理 的 条 件 蕴 含 了 欧 尔 定理 的 条 件 .。 

欧 尔 定理 和 狄 拉克 定理 都 给 出 了 连通 的 简单 图 有 哈密 顿 回路 的 充分 条 件 。 但 是 ， 这 些 定理 
没有 给 出 哈密 顿 回路 存在 性 的 必要 和 条件。 例如， 图 C; 有 了 哈密 顿 回 路 ， 但 既 不 满足 欧 尔 定理 的 
假设 也 不 满足 狄 拉克 定理 的 假设 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 。 

已 知 最 好 的 求 一 个 图 哈密 顿 回 路 或 判定 这 样 的 回路 不 存在 的 算法 具有 指数 级 的 最 坏 情 形 时 
间 复 杂 度 (相对 于 图 的 顶点 数 来 说 ) 。 找 到 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 将 具有 重 
大 意义 ， 因 为 已 经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 。 因 此 ， 它 的 发 现 将 意味 着 其 他 许多 理论 上 可 解 
的 问题 都 可 以 用 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 来 解决 。 


6. 5.4 哈密 顿 回路 的 应 用 

可 以 用 哈密 顿 通路 和 哈密 顿 回 路 来 解决 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 
恰好 访问 一 个 城市 的 每 个 路 口 、 一 个 设备 网 格 的 每 个 管道 交汇 处 或 者 一 个 通信 网 络 的 每 个 节 损 
一 次 。 求 出 适当 图 模型 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回 路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 著 名 的 旅行 商 问 
题 CTSP) 要 求 一 个 旅行 商 为 了 访问 一 组 城市 所 应 当选 取 的 最 短路 线 。 这 个 问题 可 归结 为 求 完全 
图 的 哈密 顿 回 路 ， 使 这 个 回路 的 边 的 权 的 
总 和 尽 可 能 小 。 我 们 将 在 6.6 节 回 到 这 个 
问题 。 


rite A 
a Wop way 


格雷 码 ”旋转 的 指针 的 位 置 可 以 





表示 成 数字 的 形式 。 一 种 方式 是 把 圆周 等 a) b) 
分 成 2" 段 弧 并 且 用 长 度 为 n 的 比特 串 给 每 图 12 把 指针 位 置 转换 成 数字 形式 
段 弧 赋值 。 图 12 显示 出 了 用 长 度 为 3 的 比 

特 串 来 这 样 做 的 两 种 方式 。 


用 nn 个 接触 点 的 集合 来 确定 指针 位 置 的 数字 表示 。 每 个 接触 点 用 来 读 出 位 置 的 数字 表示 中 
的 一 位 。 图 13 对 图 12 中 的 两 种 赋值 进行 了 说 明 。 

当 指针 靠近 两 段 弧 的 边界 时 ， 在 读 出 指针 位 置 时 可 能 发 生 错 误 。 这 可 能 引起 读 出 的 比特 串 
有 一 个 大 的 错误 。 例 如 ， 在 图 12a 的 编码 方案 里 ， 若 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 发 生 了 一 个 小 的 
错误 ， 则 读 出 的 比特 串 是 100 而 不 是 011。 所 有 三 位 都 是 错 的 ! 为 了 把 在 确定 指针 位 置 的 过 程 
中 的 错误 影响 降 到 最 低 ， 用 比特 串 对 2" 段 弧 赋 值 ， 使 相 邻 的 弧 所 表示 的 比特 串 只 相差 一 位 。 
12b 的 编码 方案 恰好 就 是 这 样 。 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 一 个 错误 使 给 出 的 比特 串 为 010 而 
不 为 011。 只 有 一 位 是 错 的 。 


2 此 处 第 一 位 为 1 
此 处 第 二 位 为 1 


ww 
此 处 第 

此 处 第 此 处 第 二 位 兰 位 

= 人 a 人 次 


此 处 第 一 位 为 ] 
此 处 第 三 位 为 1 此 处 第 二 位 为 1 
图 13 指针 位 置 的 数字 表示 

格雷 码 是 圆 弧 的 一 种 标记 ， 使 得 相 邻 的 弧 具有 恰好 相差 一 位 的 比特 串 标 记 。 在 图 12b 中 
的 赋值 是 一 个 格雷 码 。 可 以 这 样 找 出 格雷 码 : 以 下 述 方式 列 出 110 111 
所 有 长 度 为 浆 的 比特 串 ， 使 得 每 一 个 串 与 前 一 个 串 恰 好 相差 一 
位 ， 而 且 最 后 一 个 串 与 第 一 个 串 恰 好 相差 一 位 。 可 以 用 立方 
体 Q, 来 为 这 个 问题 建 模 。 解 决 这 个 问题 所 需要 的 是 Q, 中 的 一 
条 哈密 顿 回路 。 这 样 的 哈密 顿 回路 容易 求 出 。 例 如 ，Q, 的 一 
条 哈密 顿 回 路 显示 在 图 14 中 。 这 条 哈密 顿 回路 所 产生 的 前 后 
恰好 相差 一 位 的 比特 串 序 列 是 000，001，011，010，110， 
1 了 04 OO 

格雷 码 是 以 弗兰克 “。 烙 雷 的 名 字 来 命名 的 。20 世纪 40 年 图 14 @ 的 哈密 顿 回路 
代 ， 格 雷 在 贝尔 实验 室 研究 如 何 把 数字 信号 传送 过 程 中 错误 的 影响 降 到 最 低 时 发 明了 它们 。 < 


奇数 编号 练习 

在 练习 1 一 8 中 ,判定 给 定 的 图 是 否 具 有 欧 拉 回路 。 若 存在 ， 构 造 这 样 的 回路 ; 如 果 不 存在 ， 就 确定 这 个 
图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 若 存在 ， 则 构造 这 样 的 通路 。 

b C 3.4a b 
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9. 设 除了 哥 尼斯 堡 的 7 座 桥 之 外 (如 图 1 所 示 )， 还 有 另外 2 座 桥 。 这 些 新 桥 分 别 连接 区 域 BB 和 C 以 及 区 
域 B 和 DD。 是 否 有 人 能 够 经 过 这 9 座 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 

11. 何 时 可 以 画 出 一 个 城市 街道 的 中 心 线 而 不 重复 经 过 街道 (假设 所 有 街道 都 是 双向 街道 )? 

在 练习 13 一 15 中 ， 判 定 是 否 可 以 用 一 支 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 所 示 的 图 形 。 
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* 17. 证 明 : 不 带 有 和 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 通 路 而 没有 欧 拉 回 路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 存 
在 两 个 顶点 ， 一 个 顶点 的 和 人 度 比 出 度 大 1 而 另外 一 个 顶点 的 出 度 比 入 度 大 1， 其 余 每 个 顶点 的 入 度 与 
出 度 都 相等 。 
在 练习 18 一 23 中 ,判断 所 示 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 回路 。 若 存在 欧 拉 回路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 回路 。 如 果 
不 存在 欧 拉 回 路 ， 就 判断 这 个 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 通路 。 
19. a b 21. a b C 23. 





25. 设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 通路 的 算法 。 

27. 对 哪些 n 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 欧 拉 通 路 而 没有 欧 拉 回路 ? 

29. 当 不 重复 任何 部 分 地 画 出 练习 1 一 7 中 的 每 个 图 时 ， 求 出 铅笔 必须 离开 纸 面 的 最 少 次 数 。 

在 练习 30 一 36 中 ， 判断 所 给 的 图 是 否 具 有 哈密 顿 回路 。 若 有 哈密 顿 回路 ， 则 求 出 这 样 一 条 回路 。 若 没有 
哈密 上 顿 回 路 ， 则 论证 为 什么 不 存在 这 样 的 回路 。 


Sl a b 33. a b 8 35. a b 
[| “ 加 加 咯 
37. 练习 30 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
39. 练习 32 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
* 41. 练习 34 中 的 图 有 险 密 顿 通路 吗 ” 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
43. 练习 36 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ,给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
45. 对 哪些 m 和 nn 值 来 说 ， 完 全 二 分 图 K，., 具 有 了 哈密 顿 回路 ? 


47. 对 于 下 列 各 图 确定 : () 能 否 用 犹 拉 克 定 理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回路 ; (让? 能 否 用 欧 尔 定理 来 证 明 这 
个 图 有 哈密 顿 回路 ; (i 让 这 个 图 是 否 有 了 哈密 顿 回路 。 


个 全 这 迪 


* 49. 证 明 : 当 n 是正 整数 时 ， 存 在 7 阶 格雷 码 ， 或 者 等 价 地 证 明 : nn 二 1 的 nn 立方 体 Q, 总 是 具有 哈密 顿 回 
路 。[L 提 示 : 用 数学 归纳 法 。 证 明 如 何 从 "一 1 阶 格雷 码 产 生 nn 阶 格 雷 码 。] 


图 309 


构造 欧 拉 回路 的 Fleury 算法 发 表 于 1883 年 。 该 算法 是 从 连通 多 重 图 的 任意 一 个 顶点 开始 ， 连 续 地 选择 边 
来 形成 一 条 回路 。 一 旦 选择 了 一 条 边 ， 就 删除 这 条 边 。 连 续 地 选择 边 ， 使 得 每 条 边 从 上 一 条 边 结 束 的 地 
方 开始 ， 而 且 使 得 这 条 边 不 是 一 条 割 边 ， 除 非 别 无 选择 。 
* $1， 用 伪 代 码 表达 Fleury 算法 。 
* 53. 给 出 Fleury 算法 的 变种 以 产生 欧 拉 通路 。 
55. 证 明 : 带 有 奇数 个 顶点 的 二 分 图 没有 哈密 顿 回路 。 
在 国际 象棋 中 马 是 这 样 一 种 棋子 ， 它 的 移动 可 以 是 水 平 两 格 加 重 直 一 格 ， 
或 者 是 水 平一 格 加 垂直 两 格 。 即 在 (区 ，y) 格 子 的 马 可 以 移动 到 8 个 格子 
(ZX 士 2，y 士 1 )、(x 土 ]，y 士 2) 中 的 任何 一 个 ， 只 要 这 些 格 子 是 在 棋盘 上 ， 
如 右 图 所 示 。 
马 的 周游 是 马 的 合法 移动 的 序列 ， 马 在 某 个 格子 上 开始 且 访 问 每 个 
格子 恰好 一 次 。 著 看 在 一 种 合法 移动 ， 让 马 从 周游 的 最 后 一 个 格子 
回 到 周游 开始 的 地 方 ， 则 马 的 周游 称 为 重 返 的 。 可 以 用 图 为 马 的 周 
游 建 模 ， 其 中 棋盘 上 每 个 格子 都 用 一 个 顶点 来 表示 ， 若 蕊 可 以 在 两 个 顶点 所 表示 的 格子 之 间 合 
法 地 移动 ， 则 用 一 条 边 连 楼 这 两 个 顶点 。 
57. 画 出 表示 马 在 3X4 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 ， 
x*S9. 证 明 : 存在 马 在 3X4 棋盘 上 的 周游 。 
x61. 证 明 : 不 存在 马 在 4X4 棋盘 上 的 周游 。 
Et A 
、 练 习 58b 和 练习 62.。] 
i 假设 G 是 带 有 个 顶点 的 简单 图 ，n 三 3， 并 且 当 zz 和 yy 是 G 中 不 
相 邻 的 顶点 时 ，deg(zx) 十 deg(y) 宇 n。 欧 尔 定理 称 在 这 些 条 件 下 ，G 有 哈密 顿 回 路 。 
a) 证 明 : 如 果 G 没 有 哈密 顿 回路 ， 则 存在 另 一 个 带 有 与 C 相同 顶点 的 图 态 ， 可 以 这 样 来 构造 及 :加 
入 边 到 G 使 得 加 入 一 条 边 就 产生 互 中 的 哈密 顿 回路 。[ 提 示 : 依次 在 G 的 每 个 顶点 加 入 不 产生 哈 
密 顿 回路 的 尽 可 能 多 的 边 .] 
b) 证 明 : 在 互 中 存在 哈密 顿 通路 。 
c 设 让, 说，…， 了 区 是 互 中 的 哈密 顿 通路 。 证 明 :，deg(Cu ) 十 deg( 世 ) 三 7 并且 至 多 存在 deg(w ) 个 顶 
点 不 与 相 邻 (包括 ww 在 内 )。 
d) 设 S 是 与 哈密 顿 通路 上 与 ww 相 邻 的 每 个 顶点 前 面 的 顶点 的 集合 。 证 明 S 包含 deg(w ) 个 顶点 并 且 也 笃 S。 
e) 证 明 : S 包含 与 w 相 邻 的 顶点 vw。 这 蕴含 着 存在 连接 凤 与 +1 和 vw 与 
zu 的 边 。 
们 证明; e 蕴含 着 Vi vs 克基 荔 -13 0 Wi 了 是 G 中 的 
哈密 顿 回路 。 从 这 个 矛盾 得 出 欧 尔 定理 成 立 。 
67. 证 明 右 图 不 含有 哈密 顿 回 路 。 


6.6 最 短 通路 问题 


6.6.1 引言 

许多 问题 可 以 用 边 上 赋 权 的 图 来 建 模 。 作 为 说 明 ， 考 虑 航线 系统 如 何 建 模 。 如 果 用 顶点 表 
示 城 市 ， 用 边 表 示 航 班 ， 就 可 以 得 到 基本 的 图 模型 。 给 边 赋 上 城市 之 间 的 距离 ， 就 可 以 为 涉及 
距离 的 问题 建 模 ; 给 边 贼 上 飞行 时 间 ， 就 可 以 为 涉及 飞行 时 间 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 票 价 ， 就 
可 以 为 涉及 票 价 的 问题 建 模 。 图 1 显示 了 给 一 个 图 的 边 赋 权 的 三 种 不 同方 式 , 分 别 表示 距离 、 
飞行 时 间 和 票 价 。 

给 每 条 边 赋 上 一 个 数 的 图 称 为 加 权 图 。 加 权 图 用 来 为 计算 机 网 络 建 模 。 通 信 成 本 (比如 租 
用 电话 线 的 月 租 费 ) 、 计 算 机 在 这 些 线路 上 的 响应 时 间或 计算 机 之 间 的 距离 等 都 可 以 用 加 权 图 
来 研究 。 图 2 显示 三 个 加 权 图 ， 它 们 表示 给 计算 机 网 络 图 的 边 赋 权 的 三 种 方式 ， 分别 对 应 于 距 
离 、 啊 应 时 间 和 成 本 。 
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图 1 为 航线 系统 建 模 的 加 权 图 


与 加 权 图 有 关 的 几 种 类 型 的 问题 经 常 出 现 。 确 定 网 络 中 两 个 顶点 之 间 长 度 最 短 的 通路 
就 是 一 个 这 样 的 问题 。 说 得 更 具体 些 ， 设 加 权 图 中 一 条 通路 的 长 度 是 这 条 通路 上 各 条 边 的 
权 的 总 和 。 (读者 应 当 注 意 ， 对 术语 长 度 的 这 种 用 法 ， 与 表示 不 加 权 的 图 的 通路 中 边 数 的 
长 度 的 用 法 是 不 同 的 。) 问 题 是 : 什么 是 最 短 通路 ， 即 什么 是 在 两 个 给 定 顶 点 之 间 长 度 最 短 
的 通路 ? 例如， 在 图 1 所 示 加 权 图 表示 的 航线 系统 中 ， 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 以 空中 距离 
计算 的 最 短 通路 是 什么 ? 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 什 么 样 的 航班 组 合 的 总 飞行 时 间 ( 即 在 空 
中 的 总 时 间 ， 不 包括 航班 之 间 的 时 间 ) 最 短 ? 在 这 两 个 城市 之 间 的 最 低 费 用 是 多 少 ? 在 
图 2 所 示 的 计算 机 网 络 中 ， 连 接 旧 金山 的 计算 机 与 纽约 的 计算 机 所 需要 的 最 便宜 的 一 组 电 
话 线 是 什么 ?” 哪 一 组 电话 线 给 出 旧金山 与 纽约 之 间 通 信 的 最 快 响应 时 间 ? 哪 一 组 电话 线 有 
最 短 的 总 距离 ? 


距离 





响应 时 间 ] 波士顿 
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达拉斯 
图 2 为 计算 机 网 络 建 模 的 加 权 图 


与 加 权 图 有 关 的 另外 一 个 重要 问题 是 : 求 访 问 完全 图 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 。 这 就 是 著名 的 旅行 商 问 题 ， 它 求 一 位 推销 员 应 当 以 什么 样 的 顺序 来 访问 其 路 程 上 的 每 个 
城市 恰好 一 次 ， 使 得 他 旅行 的 总 距离 最 短 。 本 节 后 面 将 讨论 旅行 商 问题 。 


6. 6.2 最 短 通路 算法 
求 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通 路 有 多 个 不 同 的 算法 。 下 面 将 给 出 荷兰 数学 家 EE。 迪克 wm》 
斯 特 拉 (Edsger Dijkstra) 在 1959 年 所 发 现 的 一 个 解决 无 向 加 Bi 
权 图 中 最 短 通路 问题 的 算法 ， 其 中 所 有 的 权 都 是 正 数 。 可 以 
很 容易 地 将 它 修改 来 解决 有 向 图 里 的 最 短 通路 问题 。 
在 给 出 这 个 算法 的 形式 化 表示 之 前 ， 先 给 出 一 个 启发 性 “ 
的 例子 。 
在 图 3 所 示 的 加 权 图 里 ，a 和 > 之 间 最 短 通路 的 长 TT 


度 是 多 少 ? 图 3 一 个 加 权 的 简单 图 
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解 虽然 通过 观察 可 以 很 容易 求 出 最 短 通路 ， 但 是 需要 一 些 有 助 于 理解 迪克 斯 特 拉 算 法 
(Dijkstra”s algorithmy) 的 办 法 。 解 决 这 个 问题 的 方法 是 : 求 出 从 a 到 各 个 后 继 顶 点 的 最 短 通 路 ， 
直到 到 达 z 为止。 

从 a 开始， 不 包含 除 < 之 外 的 顶点 的 唯一 通路 是 增加 一 条 以 a 为 端点 的 边 。 这 些 通路 仅 有 
一 条 边 ， 它 们 是 长 度 分别 为 4 和 2 的 a,，5 和 a，d。 所 以 4d 是 与 a 最 靠近 的 项 点， 从 a 到 4 的 
最 短 通 路 的 长 度 是 2。 

可 以 通过 查看 所 有 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d) 中 的 顶点 的 最 短 通 路 ,找到 第 二 个 最 近 的 顶 
点 ， 接 着 的 边 以 {a，d} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 男 一 个 项 点 不 在 该 集合 中 。 有 两 条 这 样 的 通路 ， 
2a，d，e 长 度 为 ?7，a，20 长 度 为 4。 所 以 ， 第 二 个 与 4 最 靠近 的 顶点 是 56， 从 a 到。 的 最 短 通 路 
的 长 度 是 4。 

为 了 找 出 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶点， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，5) 中 的 顶 
点 的 最 短 通路 ， 接 着 的 边 以 {a，d&，4 外 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 有 3 
条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 ec 的 通路 ， 即 ae，2，c; 长 度 为 7 到 。e 的 通路 ， 即 ae，2，e; 以 及 长 
度 为 5 到 的 通路 ， 即 a，d，e。 因 为 最 短 的 通路 是 a，d，e， 所 以 。 是 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶 
点 ， 而 且 从 a 到 e 的 最 短 通路 的 长 度 为 5。 

为 了 找 出 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d,， 5，e} 中 的 
顶点 的 最 短 通 路 ， 接 着 的 边 以 {a，ad，65，e} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 男 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 ， 
有 两 条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 <c 的 通路 ， 即 a,，65,，c; 以 及 长 度 为 6 到 的 通路 ， 即 a,，4d， 
e，。 因 为 相对 短 的 通路 是 a，d，e，z， 所 以 z 是 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 而 且 从 a 到 zz 的 
最 短 通 路 的 长 度 为 6。 道 

例 1 说 明了 在 迪克 斯 特 拉 算 法 中 使 用 的 一 般 原 理 。 注 意 通 过 检查 每 条 从 a 到 > 的 通路 就 可 
以 求 出 从 a 到 zz 的 最 短 通路 。 不 过 ， 无 论 对 人 还 是 对 计算 机 来 说 ， 这 种 方法 对 于 边 数 很 多 的 图 
都 是 不 切实 际 的 。 

现在 将 考虑 一 般 问 题 : 在 无 向 连通 简单 加 权 图 中 ， 求 出 “与 zx 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 巡 
殉 斯 特 拉 算 法 如 下 进行 : 求 出 从 a 到 第 一 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 从 a 到 第 二 个 顶点 的 最 短 
通路 的 长 度 ， 以 此 类 推 ， 直到 求 出 从 a 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 为 止 。 还 有 一 个 便利 之 处 是 ， 很 
容易 扩展 这 个 算法 ， 求 出 从 a 到 不 只 是 z 的 所 有 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 

这 个 算法 依赖 于 一 系列 的 迭代 。 通 过 在 每 次 迭代 中 添加 一 个 项 点 来 构造 特殊 顶点 的 集合 ， 
在 每 次 迭代 中 完成 一 个 标记 过 程 。 在 这 个 标记 过 程 中 ， 用 只 包含 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 的 从 a 
到 ww 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 妈 。 添 加 到 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 是 尚 在 集合 之 外 的 那些 顶点 中 
带 有 最 小 标记 的 顶点 。 

现在 给 出 迪克 斯 特 拉 算 法 的 细节 。 它 首先 用 0 标记 a 而 用 ce 标记 其 余 的 顶点 。 用 记号 
Lo(a) 二 0 和 L(v)= 二 品 表示 在 没有 发 生 任 何 迭 代 之 前 的 这 些 标 记 ( 下 标 0 表示 “第 0 次 ” 适 
代 )。 这 些 标 记 是 从 a 到 这 些 顶 点 的 最 短 通 路 的 长 度 ， 其 中 这 些 通 路 只 包含 顶点 a。( 因 为 不 存 
在 从 “到 其 他 顶点 的 这 种 通路 ， 所 以 cs 是 a 与 这 样 的 顶点 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 ,) 

迪克 斯 特 拉 算 法 是 通过 形成 特殊 顶点 的 集合 来 进行 的 。 设 S, 表示 在 标记 过 程 & 次 迭代 之 
后 的 特殊 顶点 集 。 首 先 令 S, 二 名 。 集 合 S 是 通过 把 不 属于 Si 的 带 最 小 标记 的 顶点 v 添 加 到 
S;-1 里 形成 的 。 

一 旦 把 添加 到 S, 中 ， 就 更 新 所 有 不 属于 S 的 顶点 的 标记 ， 使 得 顶点 v 在 第 个 阶段 的 
标记 Lo 是 只 包含 S; 中 顶点 ( 即 已 有 的 特殊 顶点 再 加 上 的 从 a 到 ww 的 最 短 通路 的 长 度 。 注 
意 ， 在 每 一 步 中 选择 添加 到 S; 中 的 顶点 w， 都 是 一 个 最 优选 择 ， 使 之 成 为 贪 禁 算法 (我 们 将 简 
要 证 明 这 个 贪 焚 算法 总 是 得 到 最 优 解 ) 。 

设立 是 不 属于 SS 的 一 个 顶点 。 更 新 v 的 标记 ， 注 意 Li(v) 是 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 ww 的 
最 短 通路 的 长 度 。 当 利用 下 面 的 观察 结果 时 ， 就 可 以 有 效 地 完成 这 个 更 新 : 只 包含 S 中 顶点 
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的 从 a 到 wv 的 最 短 通路 ， 要 么 是 只 包含 Si_, 中 顶点 ( 即 不 包括 在 内 的 特殊 顶点 ) 的 从 a 到 ww 的 
最 短 通路 ， 要 么 是 在 第 & 一 1 阶段 加 上 边 (xz， 了 z) 的 从 < 到 zx 的 最 短 通 路 。 换 句 话 说 ， 
Li(asd) = min{(L i (Casd) 4252) tt wusv))} 

其 中 ，w(u，v) 是 以 ww 和 w 为 端点 的 边 的 长 度 。 这 个 过 程 这 样 迭代 : 依次 添加 顶点 到 特殊 顶点 
集中 ， 直 到 添加 z 为止。 当 把 = 添加 到 特殊 顶点 集中 时 ， 它 的 标记 就 是 从 < 到 > 的 最 短 通路 的 
长 度 。 

算法 1 是 迪克 斯 特 拉 算 法 。 随 后 将 证 明 这 个 算法 的 正确 性 。 注 意 ， 当 继续 这 个 过 程 直 到 所 se》 
有 顶点 都 加 入 到 特殊 顶点 集中 时 ， 就 可 以 求 出 从 a 到 图 中 所 有 其 他 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 


算法 1 迪克 斯 特 拉 算 法 
procedure DikstraCC: 所 有 权 都 为 正 数 的 带 权 连通 简单 图 ) 
{G 带 有 顶点 a 一 功 ， 丰 ，…， 功 二 和 权 wlw;， 马 )， 其 中 着 1w， 马 } 不 是 GG 的 边 ， 则 wv， vw) 二 <) 
for ; :一 1 ton 
Lu ) :一 co 
L(a) :一 0 
S :一 记 
{现在 初始 化 标记 ， 使 得 a 的 标记 为 0 而 所 有 其 余 标 记 为 ce，S 是 空 集合 ) 
while xz S 
u :二 a 不 属于 S 的 工 (z 轨 最 小 的 一 个 顶点 
S :一 SU{zx 
for 所 有 不 属于 S 的 顶点 v 
if L(+wlu, L(Vv)then L(V) :=L(u) Tw(u, d) 
{这 样 就 给 S 中 添加 带 最 小 标记 的 顶点， 并且 更 新 不 在 S$ 中 的 顶点 的 标记 } 
return L(z){L(z) 二 从 a 到 xz 的 最 短 通路 的 长 度 )} 





例 2 说 明了 迪克 斯 特 拉 算 法 是 如 何 工 作 的 。 随 后 我 们 将 证 明 这 个 算法 总 是 产生 加 权 图 中 两 
个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

用 迪克 斯 特 拉 算法 求 图 4a 所 示 的 加 权 图 中 顶点 a 与 x 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

解 图 4 显示 了 迪克 斯 特 拉 算 法 求 与 = 之 间 最 短 通路 所 用 的 步骤 。 在 算法 的 每 次 迭代 
中 ， 用 圆圈 圈 起 集合 S; 中 的 顶点 。 每 次 迭代 都 只 标明 从 a 到 S, 中 的 每 个 顶点 的 最 短 通路 。 当 
圆圈 圈 到 = 时 ， 算 法 终止 。 找 到 从 a 到 x 的 最 短 通路 是 a，c，b，d，e，z， 长度 为 13。 4 

评注 ”在 执行 迪克 斯 特 拉 算 法 时 ， 为 了 更 便于 在 每 步 跟踪 顶点 的 标记 ， 有 时 可 以 用 一 个 表 
来 代替 ， 而 不 再 对 每 步 都 重新 画 出 这 个 图 。 

下 一 步 ， 用 归纳 论证 来 证 明 迪 克 斯 特 拉 算 法 产生 无 向 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 a 与 z 之 间 最 
短 通路 的 长 度 。 用 下 列 断 言 作 为 归纳 假设 . 在 第 上 次 迭代 

(iDS 中 的 顶点 v(v 关 0) 的 标记 是 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 

(让 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 是 (这 个 顶点 自身 除外 ) 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 这 个 顶点 的 最 
短 通路 的 长 度 。 

当 =0 时 ， 在 没有 执行 任何 迭代 之 前 ，S= 世 ， 所 以 从 到 除 a 外 的 顶点 的 最 短 通路 的 长 
度 是 < 。 所 以 基础 步骤 成 立 。 

假设 对 于 第 次 迭代 ， 归 纳 假设 成 立 。 设 "是 在 第 上 十 1 次 迭代 时 添加 到 S 中 的 顶点 , 则 vw 仿 
是 在 第 次 迭代 结束 时 带 最 小 标记 的 不 在 S 中 的 顶点 (车 有 最 小 标记 相同 的 项 点， 可 以 采用 带 
最 小 标记 的 任意 顶点 )。 

根据 归纳 假设 ,可 以 看 出 在 第 十 1 次 迭代 之 前 ，S 中 的 顶点 都 用 从 a 出 发 的 最 短 通路 的 
长 度 来 标记 。 而 且 ，v 也 一 定 是 用 从 a 到 wv 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 。 假 如 情况 不 是 这 样 ， 那 
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图 4 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 从 a 到 zz 的 最 短 通路 


么 在 第 次 迭代 结束 时 ， 就 可 能 存在 包含 不 在 S 中 的 顶点 长 度 小 于 L.(v) 的 通路 (因为 L.(v) 是 
在 第 & 次 迭代 后 ， 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 ww 的 最 短 通路 的 长 度 )。 设 是 在 这 样 的 通路 中 不 
属于 S 的 第 一 个 顶点 。 则 存在 一 条 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 zx 的 长 度 小 于 L(v) 的 通路 。 这 与 
也 的 选择 相 矛 盾 。 因 此 ， 在 第 & 二 1 次 迭代 结束 时 中 ) 成 立 。 

设 v 是 在 第 & 十 1 次 迭代 后 不 属于 S 的 一 个 顶点 。 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 x 的 最 短 通路 
要 么 包含 v 要 么 不 包含 v。 若 它 不 包含 w， 则 根据 归纳 假设 ， 它 的 长 度 是 L (zz) 。 若 它 确实 包含 
v， 则 它 必然 是 这 样 组 成 的 : 一 条 只 包含 S 中 除 v 之 外 的 顶点 的 从 a 到 ww 的 最 短 长 度 的 通路 ， 
后 面 接着 从 vw 到 w 的 边 。 这 时 ， 它 的 长 度 是 Li(v) 十 w(v，w)。 这 样 就 证 明了 (让) 为 真 ， 因 为 
Li (WU) = mintb Cs LO) Ww}e 

下 面 描述 已 经 证 明了 的 定理 








a 和 


1 be 9 “| | 
现在 可 以 估计 迪克 斯 特 拉 算 法 的 计算 复杂 度 ( 就 加 法 和 比较 而 言 )。 这 个 算法 使 用 的 迭代 
次 数 不 超 过 n 一 1 次 ， 其 中 是 图 中 项 点 的 个 数 ， 因 为 在 每 次 迭代 时 添加 一 个 顶点 到 特殊 顶点 
集中 。 者 可 以 估计 每 次 迭代 所 使 用 的 运算 次 数 ， 则 大 功 告 成 。 可 以 用 不 超过 n 一 1 次 比较 来 
找 出 不 在 S 中 的 带 最 小 标记 的 顶点 。 于 是 我 们 使 用 一 次 加 法 和 一 次 比较 来 更 新 不 在 Se 中 的 
每 个 顶点 的 标记 ， 所 以 每 次 迭代 的 运算 不 超过 2(n 一 1) 次 ， 因 为 每 次 迭代 要 更 新 的 标记 不 超 
过 n 一 1 个。 因为 迭代 次 数 不 超 过 n 一 1 次 ， 每 次 迭代 的 运算 次 数 不 超 过 2(n 一 1) 次 ， 所 以 有 
定理 2。 
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6. 6.3 旅行 商 问题 
现在 讨论 与 加 权 图 有 关 的 一 个 重要 问题 。 考 虑 下 面 的 问题 : 一 位 旅行 商 想 要 访问 n 个 城市 sne》 

中 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 返回 到 出 发 点 。 例 如 ， 假 定 这 个 旅行 商 想 要 访问 底特律 、 托 莱 多 、 萨 

吉 诺 、 大 急流 域 以 及 卡拉 玛 祖 ( 见 图 5)。 他 应 当 以 什么 顺序 访问 这 些 城市 以 便 旅行 总 距离 最 

短 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 假定 旅行 商 从 底特律 出 发 (因为 这 个 城市 必须 是 回路 的 一 部 分 )， 

并 且 检 查 他 访问 其 余 4 个 城市 然后 返回 底特律 的 所 有 可 能 方式 (从 别处 出 发 将 产生 相同 的 回 

路 ) 。 这 样 的 回路 总 共有 24 条 ,但 是 因为 往返 路 程 距离 相同 ， 所 以 在 求 最 短 总 距离 时 ， 只 需要 
考虑 12 条 不 同 的 回路 即 可 。 列 出 这 12 条 不 同 回路 和 每 条 回路 旅行 的 最 短 总 距离 。 从 下 表 可 以 
看 出 ， 使 用 回路 底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 格 - 大 急流 域 - 院 育 诺 (或 该 回路 的 逆 )， 对 应 458 类 里 

的 最 短 总 距离 。 





图 5 显示 5 个 城市 间距 离 的 图 


上 面 描述 了 旅行 商 问 题 的 一 个 实例 。 旅 行商 问题 求 加 权 完 全 无 向 图 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 
次 并 且 返 回 出 发 点 的 总 权 值 最 小 的 回路 。 这 等 价 于 求 完 全 图 中 总 权 值 最 小 的 哈密 顿 回 路 ， 因 为 
在 回路 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 次 。 


路 线 总 距离 (英里 ) 
底特律 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 -底特律 610 
底特律 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -底特律 516 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 -底特律 588 
底特律 - 托 菜 多 -卡拉 玛 祖 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 - 底 特 律 458 
底特律 - 托 莱 多 -了 萨 吉 诺 - 卡 拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 540 
底特律 ~- 托 莱 多 -了 萨 吉 诺 -大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 - 底 特 律 504 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 - 底 特 律 598 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 -大 急流 域 -底特律 576 
底特律 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 托 莱 多 -大 急流 域 -底特律 682 
底特律 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 - 托 菜 多 -卡拉 玛 祖 -底特律 646 
底特律 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 -底特律 670 


底特律 -大 急流 域 - 托 莱 多 - 楷 吉 诺 - 卡 拉 玛 祖 - 底 特 律 728 
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求解 旅行 商 问题 实例 最 直截了当 的 方式 是 检查 所 有 可 能 的 哈密 顿 回 路 ， 并 选择 总 权 值 最 小 
的 一 条 回路 。 阁 在 图 中 有 nn 个 城市 ， 则 为 了 求解 这 个 问题 ， 需 要 检查 多 少 条 回路 ? 一 旦 选 定 了 
出 发 点 ,需要 检查 的 不 同 的 哈密 顿 回路 就 有 (n 一 1)! 条 ， 因 为 第 二 个 顶点 有 7 一 1 种 选择 ， 第 
三 个 顶点 有 ?一 2 种 选择 ， 以 此 类 推 。 因 为 可 以 用 相反 顺序 来 经 过 一 条 哈密 顿 回 路 ， 所 以 只 需 
要 检查 (n 一 1)! /2 条 回路 来 求 出 答案 。 注 意 (n 一 1)! /2 增长 得 极 快 。 当 只 有 几 十 个 顶点 时 ， 试 
图 用 这 种 方式 来 解决 旅行 商 问题 就 是 不 切实 际 的。 例如 ,假如 有 25 个 项 点 ， 那 么 就 不 得 不 考 
虑 总 共 241 /2( 约 为 3.1 关 10 ) 条 不 同 的 哈密 顿 回路 。 假 定 检查 每 条 哈密 顿 回 路 只 花费 1 纳 秒 
(10“ 秒 ) ， 那 么 就 需要 大 约 1000 万 年 才能 求 出 这 个 图 中 长 度 最 短 的 一 条 哈密 顿 回路 。 

因为 旅行 商 问题 在 实践 和 理论 上 都 具有 重要 意义 ， 所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设计 解决 
它 的 有 效 算 法 。 不 过 ,还 没有 已 知 的 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 而 
目 ， 假 如 这 种 算法 找到 了 ， 那 么 许多 其 他 难题 (比如 在 第 1 章 里 讨论 过 的 确定 nn 个 变 元 的 命题 
公式 是 否 重 言 式 ) 也 可 以 用 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 求解 。 这 个 结果 是 从 NP 完全 性 
理论 得 出 的 (关于 这 个 理论 的 更 多 信息 请 参考 [GaJo79]) 。 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ， 解 决 旅行 商 问 题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 。 近 似 算 法 是 这 
样 的 算法 ， 它 们 不 必 产 生 问 题 的 精确 解 ， 取 而 代 之 的 是 保证 产生 接近 精确 解 的 解 。 即 它们 可 能 
产生 带 总 权 数 W' 的 哈密 顿 回路 ， 使 得 WW' 三 cW， 其 中 W 是 精确 解 的 总 长 度 ， 而 < 是 一 个 
常数 。 例 如 ， 存 在 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 算法 使 得 c 王 3/2。 对 于 一 般 加 权 图 和 每 个 正 实数 
& 来 说 ， 总 是 产生 最 多 & 倍 于 最 优 解 的 解 的 算法 还 是 未 知 的 。 假 如 这 样 的 算法 存在 ， 那 就 可 能 
证 明 P 类 等 于 NP 类 ,这 是 关于 算法 复杂 度 的 最 著名 的 开放 问题 。 

在 实际 中 ,已 经 研究 出 这 样 的 算法 ， 它们 可 以 只 用 几 分 钟 的 计算 机 时 间 ， 就 可 以 解决 多 达 
1000 个 顶点 的 旅行 商 问 题 ， 误 差 在 精确 解 的 2% 之 内 。 关 于 旅行 商 问题 的 更 多 信息 ， 包 括 历 
史 、 应 用 和 算法 等 ， 见 《离散 数学 的 应 用 》(Applications of Discrete Mathematics)[ MiRo91 ] 中 关 
于 这 个 主题 的 那 一 章 ， 也 可 以 从 这 本 书 的 网 站 获得 。 


奇数 编号 练习 

1. 对 下 列 关 于 地 铁 系 统 的 每 个 问题 ， 描 述 一 个 可 以 用 来 解决 这 个 问题 的 加 权 图 模型 。 
a) 在 两 站 之 间 旅 行 所 需要 的 最 短 时 间 是 什么 ? 
b) 从 一 站 到 达 男 外 一 站 所 经 过 的 最 短 距离 是 什么 ? 
c) 若 把 各 站 之 间 的 票 价 求 和 就 得 出 总 票 价 ， 则 两 站 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ? 

在 练习 2 一 4 中 ， 求 给 定 加 权 图 在 a 与 z 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 





5. 求 在 练习 2 一 4 的 每 个 加 权 图 中 ,a 与 x 之 间 的 最 短 通路 是 什么 ? 

7. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 练习 6 的 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 。 

9. 利用 图 1 所 示 的 飞行 时 间 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 总 飞行 时 间 最 短 的 航班 组 合 。 

11. 在 图 2 所 示 的 通信 网 络 里 ， 求 下 列 每 对 城市 的 计算 机 中 心 之 间 的 (距离 ) 最 短路 线 。 
a) 波 士 顿 与 洛杉矶 b) 纽 约 与 旧金山 ec) 达拉斯 与 日 金山 ” 丹佛 与 纽约 

13. 利用 在 图 2 给 出 的 租 费 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 月 租 费 最 便宜 的 路 线 。 

15. 扩展 求 加 权 简 单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 求 出 顶点 a 与 图 中 其 余 每 
个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 

17. 在 下 图 中 的 加 权 图 说 明 新 泽 西 的 一 些 主要 道路 。 图 a 说 明 这 些 道路 上 的 城市 之 间 的 距离 ; 图 b 说 明 
通行 费 。 





a) b) 
a) 利 用 这 些 道路 ， 求 在 纽 华 克 与 卡 姆 登 之 间 ， 以 及 在 纽 华 克 与 五 月 角 之 间距 离 最 短 的 路 线 。 
b) 利 用 给 出 的 道路 图 ， 求 在 本 题 a 中 成 对 城市 之 间 就 总 通行 费 而 言 最 便宜 的 路 线 。 
19. 哪些 应 用 必须 求 出 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 
弗 洛 伊 德 (Floyd) 算 法 ， 如 算法 2 所 示 ， 可 以 用 来 求 出 加 权 连 通 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 最 短 通 路 的 长 inxs》 
度 。 不 过 ， 不 能 用 这 个 算法 来 构造 最 短 通路 (把 无 穷 权 值 赋 给 任何 一 对 不 被 图 中 的 边 所 连接 的 顶点 )。 


算法 2 弗 洛 伊 德 算法 
procedure Floyd(G: 带 权 简单 图 ) 
{G 有 顶点 如 ， 如 ，…， 和 权 包 (vi， ww)， 其 中 车 (vw;，) 不 是 边 ， 则 wlvwi;，%v;)= 二 0) 
for i :一 ] ton 
for ; :一 1 ton 
d(v, vw) :=w(vVs v) 
for i :一 ] ton 
for 7 :一 ] ton 
for A :一 ] to 7 
证 d(v;, Hd(vs <d(v, vv) 
then d(v;, W%) :=d(v, vi)+d(v, vw) 
return d(v，v;){d(v;，wv) 是 在 vi 与 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ，1 委 和 和 2，1 委 7) 委 7) 





21. 用 弗 洛 伊 德 算法 求 图 4a 中 加 权 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 距离 。 


* 23. 给 出 弗 洛 伊 德 算法 为 了 确定 在 带 有 7 个 顶点 的 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距 离 而 使 用 的 运 


算 ( 比 较 和 加 法 ) 次 数 的 大 O 估算 。 
25. 通过 求 出 所 有 了 哈密 顿 回路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 


da 2 C 
27. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
的 最 低 票 价 。 





Links > 
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29. 构造 一 个 加 权 无 向 图 ， 使 得 对 于 访问 某 些 顶点 超过 一 次 的 回路 来 说 ， 访 问 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 
的 总 权 值 是 最 小 的 。[ 提 示 : 存在 有 3 个 顶点 的 例子 。j 


* 31. 不 含 简单 回路 的 加 权 有 向 图 的 最 长 通路 问题 是 求 图 中 的 一 个 通路 ,该 通路 中 边 的 权 值 之 和 是 最 大 的 。 


设计 一 个 求解 最 长 通路 的 算法 。[ 提 示 : 首先 找到 图 中 顶点 的 拓扑 排序 。] 


6. 7 平面 图 
6.7.1 引言 

考虑 把 三 座 房 屋 与 三 种 设施 的 每 种 都 
连接 起 来 的 问题 ， 如 图 1 所 示 。 是 否 有 可 能 
这 样 来 连接 这 些 房屋 与 设施 ， 使 得 在 这 样 的 
连接 中 不 发 生 交叉 ? 这 个 问题 可 以 用 完全 二 
分 图 K;;; 来 建 模 。 原 来 的 问题 可 以 重新 叙述 
为 : 能 否 在 平面 中 画 出 K;.;， 使 得 没有 两 条 
边 发 生 交 叉 ? 

本 节 将 研究 能 否 在 平面 中 让 边 不 交叉 
地 画 出 一 个 图 的 问题 。 特 别 是 ， 将 回答 这 个 
房屋 与 设施 的 问题 。 

图 的 表示 方式 有 许多 种 。 何 时 有 可 能 至 
少 求 出 一 种 方式 以 便 在 平面 中 表示 这 个 图 
而 让 边 没 有 任何 交叉 ? 





















区 YE Do 


民有 = 
了 华 2 全 





a PE 咎 过 : TH 本 i ta | 
即使 通常 交叉 地 画 出 了 一 个 图 ， 这 个 图 也 仍然 可 能 是 平面 图 ， 因 为 有 可 能 以 不 同 的 方式 
交叉 地 画 出 这 个 图 。 


K, (如 图 2 所 示 ， 有 两 条 边 交 叉 ) 是 平面 图 吗 ? 


解 ” 开 , 是 平面 图 ， 因 为 可 以 不 带 交 叉 地 画 出 它 ， 如 图 3 所 示 。 EE 
图 2 图 Ki 图 3 不 带 交叉 的 图 K， 

图 4 所 示 的 Q, 是 平面 图 吗 ? 

解 Q, 是 平面 图 ， 因 为 可 以 画 出 它 而 没有 任何 边 交 又 ， 如 图 5 所 示 。 恒 


二 


图 4 Q; 图 5 Qi 的 一 种 平面 表示 
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可 以 通过 显示 一 种 平面 表示 来 证 明 一 个 图 是 平面 图 。 更 难 的 是 ， 证 明 一 个 图 是 非 平面 图 。 
下 面 给 出 一 个 例子 说 明 如 何以 一 种 特别 的 方法 来 做 到 这 一 点 。 后 面 将 介绍 一 些 可 以 使 用 的 通用 
结论 。 

图 6 所 示 的 K,.; 是 平面 图 吗 ? 

解 ” 任 何在 平面 中 画 出 K;,; 而 没有 边 交 叉 的 尝试 都 注定 是 失败 的 。 现 在 说 明 这 是 为 什么 。 
在 K;.; 的 任何 平面 表示 中 ， 顶 点 v 和 vw 都 必须 同时 与 w 和 六 连接 。 这 四 条 边 所 形成 的 封闭 曲 
线 把 平面 分 割 成 两 个 区 域 R 和 R,， 如 图 7a 所 示 。 顶 点 wv, 属于 R 或 R,。 当 vw 属于 闭 曲线 的 
内 部 R 时 ,在 wv 和 vw 之 间 以 及 在 wv 和 w 之 间 的 边 ， 把 R, 分 割 成 两 个 子 区 域 Ra 和 R,。， 如 
图 7b 所 示 。 


V4 Vs V6 a) b) 
图 6 图 Ks,s 图 7 证 明 上 :是 非 平面 图 


一 步 ， 已 经 没有 办 法 不 交叉 地 放置 最 后 一 个 顶点 vs。 因 为 阁 v; 属于 R;， 则 不 能 不 交叉 

地 画 出 ww 和 vw 之 间 的 边 。 若 属于 Ra ， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 也 和 vs 之 间 的 边 。 若 属于 
R,, ， 则 不 能 不 交 义 地 男 出 vw 和 六 之 间 的 边 。 

当 vw 属于 R, 时 ,可 以 使 用 类 似 的 论证 。 请 读者 来 完成 这 个 论证 ( 见 本 节 练 习 10)。 所 以 
K:.: 是 非 平面 图 。 4 

例 3 解决 了 在 本 节 开 头 所 描述 的 设施 与 房屋 的 问题 。 不 能 在 平面 中 连接 这 三 座 房屋 与 三 种 
设施 而 不 发 生 交 叉 。 可 以 用 类 似 的 论证 来 证 明 K; 是 非 平 面 图 ( 见 本 节 练 习 11)。 

平面 图 的 应 用 图 的 平面 性 在 电子 电路 的 设计 中 有 重要 作用 。 可 以 用 图 来 为 电路 建立 模 
型 ， 用 顶点 表示 电路 的 器 件 ， 用 边 表示 需 件 之 间 的 连接 。 如 果 表 示 一 个 电路 的 图 是 平面 图 ， 则 
可 以 把 这 个 电路 无 交叉 连接 地 印刷 在 单个 电路 板 上 。 当 这 个 图 不 是 平面 图 时 ， 就 必须 选择 使 用 
更 高 的 成 本 。 例 如 ， 可 以 把 表示 电路 的 图 的 顶点 划分 到 平面 子 图 。 然 后 使 用 多 层 来 构造 这 个 电 
路 (参见 练习 30 的 前 导 文 来 了 解 图 的 厚度 ) 。 当 连接 交叉 时 就 可 以 用 绝缘 线 来 构造 电路 。 在 这 种 
情况 下 ， 以 尽 可 能 少 的 交叉 来 画 出 这 个 图 就 很 重要 了 (参见 练习 26 的 前 导 文 来 了 解 图 的 交叉 数 ) 。 

图 的 可 平面 性 在 公路 网 的 设计 中 也 很 有 用 。 假 设 我 们 要 通过 公路 连接 一 组 城市 。 我 们 可 以 
使 用 简单 图 为 连接 这 些 城市 的 公路 网 建 模 ， 其 中 顶点 表示 城市 ， 边 表示 连接 城市 的 公路 。 若 得 
到 的 图 模型 是 平面 图 ,那么 在 构造 公路 网 时 就 不 必 使 用 地 下 通道 或 天 桥 。 


6.7.2 欧 拉 公式 
一 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 一 些 面 (region)， 包 括 一 个 无 界 的 面 。 例 如， 图 8 所 示 的 

图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 6 个 面 并 加 以 标记 。 欧 拉 证 明 过 一 个 图 的 所 有 平面 表示 都 把 平面 分 

tt a Lis se il lel, 顶 感 数 以 及 边 玫 之 间 的 关系 进行 证 明 的 。 





». 0 





Se Bh "= 


证 明 首先 规定 G 的 平面 图 表示 ， 将 要 这 样 证 明定 更 ， 构造 一 系列 子 图 Gs 
G., 二 G， 依 次 在 每 个 阶段 添加 一 条 边 。 用 下 面 的 归纳 定义 来 这 样 做 。 任 意 地 选择 一 条 G 的 边 来 
获得 G,。 通 过 C,- 获 得 G,: 任意 地 添加 一 条 与 C,-i 中 顶点 相关 联 的 边 ， 寿 与 这 条 边关 联 的 另 
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一 个 顶点 不 在 C, -中 ， 则 添加 这 个 顶点 。 这 样 的 构造 是 可 能 的 ， 因 为 G 是 连通 的 。 在 添加 e 条 
边 之 后 就 获得 G。 设 xr,、e, 和 w, 分 别 表示 由 G 的 平面 图 表示 所 得 到 的 G, 的 平面 图 表示 的 面 
数 、 边 数 和 顶点 数 。 

现在 通过 归纳 来 进行 证 明 。 对 G 来 说 ， 关 系 7 二 ei 一 vw 十 2 为 真 ， 因 为 el 二 1, wv 二 2， 而 

二 1。 这 种 情形 如 图 9 所 示 。 


| Re 
| 有 
和 一 一 一 
ui] 省 


图 8 图 的 平面 表示 图 9 欧 拉 公 式 证 明 的 基本 情形 


现在 假定 办 一 ee 一 改 十 2。 设 (as ，p3 是 为 了 获得 G4 而 添加 到 G, 上 的 边 。 有 两 种 情形 
需要 考虑 。 在 第 一 种 情形 下 ，atr 和 w+ 都 已 经 在 G 中 了 。 这 两 个 顶点 必然 是 在 一 个 公共 面 R 
的 边界 上 ， 和 否则 就 不 可 能 把 边 {as，ws 添加 到 G 中 而 没有 两 条 边 相 交叉 (并 且 Gu 是 平面 
图 )。 这 条 新 边 的 添加 把 R 分 割 成 两 个 面 。 所 以 ， 在 这 种 情形 下 ，raa 二 ri 十 1,， eit1 二 @ 十 1， 
vn 二 Vw。 因此 ， 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 恰好 增加 1， 所 以 这 个 公式 仍然 为 
其 5 换 句 话说 ， I et 在 图 10a 里 说 明了 这 种 情形 。 


居 二 式 


a) 
图 10 添加 一 条 边 到 C, 产生 G,+i 


在 第 二 种 情形 下 ， 新 边 的 两 个 顶点 之 一 还 不 在 G 中 。 假 定 aii 在 G 中 但 是 2 不 在 G 中 。 
添加 这 条 新 边 不 产生 任何 新 的 面 ， 因为 ps 必然 是 在 边界 上 有 at 的 一 个 面 中 。 及 以 ， riti= ris 
男 外 ，e@i4i 三 &% 十 1 且 wi41 二 十 1。 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 保持 相等 ， 所 以 这 
个 公式 仍然 为 真 。 换 句 话说 ， Firs Tt Wt To 在 图 10b 里 说 明了 这 种 情形 。 

已 经 完成 了 归纳 论证 。 因 此 ， 对 所 有 的 对 来 说 ， 都 有 请 三 6 一 勾 十 2。 因 为 原 图 是 在 添加 了 


e 条 边 之 后 所 获得 的 图 G.， 所 以 这 个 定理 为 真 。 4 
例 4 解 释 了 欧 拉 公式 。 
假定 连通 平面 简单 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 平面 图 的 平面 表示 把 
平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 


解 这 个 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3， 所 以 v= 二 20。 因 为 这 些 顶 点 的 度 之 和 3 一 
3。20 王 60 等 于 边 数 的 两 倍 2e， 所 以 有 2e=60 或 e=30。 因 此 ， 根 据 欧 拉 公 式 ， 面 数 是 
一 e 一 十 2 和 30 一 20 十 2 一 12 | 
可 以 用 欧 拉 公式 来 建立 平面 图 所 必须 满足 的 一 些 不 等 式 。 在 下 面 的 推论 1 中 给 出 一 个 这 样 
机 个。 
ee a NE 


i “着 1 Pr* " 得 pp : | 
es a ee er . RR a Le | | 马 了 
Gy A WY 
“推论 1 若 G 是 。 条 边 和 个 项 点 的 3 
EY i > A 
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在 证 明 推 论 1 之 前 先 用 它 证 明 下 面 这 个 有 用 的 结论 。 









Opes 


征明 ”如 果 有 1 个 或 2 个 顶点 ， 则 结果 为 真 。 如 果 G 至 少 有 3 个 顶点 ， 则 根据 推论 1 知道 
e<3v 一 6， 所 以 2e<6v 一 12。 假 如 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 6， 则 由 于 2e 二 > ) ,_, deg(vw) (根据 握手 定 


理 )， 所 以 就 有 2e 宇 6v。 但 是 这 与 2e 受 6v 一 12 相 矛 盾 。 所 以 必定 存在 度数 不 超过 5 的 顶点 。 本 

推论 1 的 证 明 是 基于 面 的 度 的 概念 ， 它 定义 为 这 个 面 的 边界 上 的 边 数 。 当 一 条 边 在 边界 上 
出 现 两 次 (所 以 当 描 画 边 界 时 就 描画 它 两 次 ) 时 ， 它 贡献 的 度 
是 2。 我 们 用 deg(R) 标 记 面 R 的 度 。 图 11 显示 了 图 中 各 面 
的 度 。 

现在 可 以 给 出 推论 1 的 证 明了 。 

证 明 在 平面 中 连通 平面 简单 图 把 平面 分 割 成 面 ， 比 如 
说 rr 个 面 。 每 个 面 的 度 至 少 为 3。( 因 为 这 里 所 讨论 的 图 都 是 
简单 图 ， 所 以 不 允许 带 有 可 能 产生 度 为 2 的 面 的 多 重 边 ,或 
者 可 能 产生 度 为 1 的 面 的 环 。) 特 别 地 ， 注 意 无 界 的 面 的 度 至 
少 为 3， 因 为 在 图 中 至 少 有 3 个 顶点 。 

注意 各 面 的 度 之 和 恰好 是 图 中 边 数 的 两 倍 ， 因 为 每 条 边 
都 在 面 的 边界 上 出 现 两 次 (可 能 在 两 个 不 同 面 中 ， 或 者 两 次 都 图 11 面 的 度 
在 相同 面 中 ) 。 因 为 每 个 面 的 度 都 大 于 或 等 于 3， 所 以 有 


2e=. >, deg(R) > 37 


所 有 区 域 尺 





因此 ， 
(2 NE 
利用 ”一 e 一 z 十 2( 欧 拉 公 式 )， 就 得 到 
EE 一 各 十 儿 委 (88376 

所 以 e/3 委 v 一 2。 这 样 就 证 明了 e 委 3z 一 6。 4 

可 以 用 这 个 推论 来 证 明 K; 是 非 平 面 图 。 

用 推论 1 证 明 : K; 是 非 平面 图 。 

解 ”图 K; 有 5 个 顶点 和 10 条 边 。 不 过 ， 对 这 个 图 来 说 ， 不 满足 不 等 式 e 过 3v 一 6， 因 为 
e 一 10 和 3v 一 6 二 9。 因 此 ，K; 不 是 平面 图 。 4 

前 面 已 经 证 明了 K;,; 不 是 平面 图 。 不 过 ， 注 意 这 个 图 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 这 意味 着 满足 
不 等 式 e 二 9 过 12 二 3。6 一 6。 所 以 ， 满足 不 等 式 e 二 3v 一 6 并 不 意味 着 一 个 图 是 平面 图 。 不 过 ， 
可 以 利用 下 面 定 理 1 的 推论 来 证 明 K;,, 不 是 平面 图 。 





推论 3 的 证 明 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 不同 之 处 在 于 ， 在 这 种 情形 下 ,没有 长 度 为 3 的 回路 
意味 着 面 的 度 必然 至 少 为 4。 把 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 15)，。 


用 推论 3 证 明 : K,, 是 非 平面 图 。 


解 ” 因 为 K;.; 没 有 长 度 为 3 的 回路 (容易 看 出 这 一 点 ， 因 为 它 是 二 分 图 )， 所 以 可 以 使 用 推论 3。 
K; 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 因 为 e=9 和 2v 一 4 二 8， 所 以 由 推论 3 可 证 明 K;,, 是 非 平面 图 。 司 


6.7/.3 库 拉 图 斯 基 定 理 
我 们 已 经 看 到 K;.; 和 K; 都 不 是 平面 图 。 显 然 ， 若 一 个 图 包含 这 两 个 图 之 一 作为 子 图 ， 则 它 不 
是 平面 图 。 另 外 ， 所 有 非 平面 图 必然 包含 一 个 从 K;.; 或 K; 利用 某 些 允 许 的 操作 来 获得 的 子 图 。 
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车 一 个 图 是 平面 图 ， 则 通过 删除 一 条 边 {u，wv)} 并 且 添 加 一 个 新 顶点 w 和 两 条 边 {x，zm) 与 
{w，wvw}) 获 得 的 任何 图 也 是 平面 图 。 这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 。 夺 可 以 从 相同 的 图 通过 一 系列 
初等 细 分 来 获得 图 G, =(V, ，E,) 和 图 G, 二 (V;，E,)， 则 称 它 们 是 同 胚 的 。 

证 明 : 图 12 所 示 的 图 G, 、G, 和 G, 是 同 胚 的 。 





图 12 同 及 的 图 


解 ” 因 为 这 三 个 图 都 可 以 从 图 C 通过 初等 细 分 得 到 ， 所 以 它们 是 同 胚 的 。G; 可 以 从 它 自 
身 出 发 ， 通 过 一 个 空 的 初等 细 分 序列 而 得 到 。 要 从 G; 得 到 Gs ， 采 用 如 下 初等 细 分 序列 : 

1) 删 掉 边 {a，c}， 增 加 顶点 f+， 然 后 添加 边 {a， 刘 和 {ff，c)。 

2) 删 掉 边 (5，c}， 增 加 顶点 g， 然 后 添加 边 {5，g} 和 {g，c}。 

3) 删 掉 边 {56，g)}， 增 加 顶点 hh， 然后 添加 边 {g，h} 和 {h，65)。 


把 找 出 由 G, 到 G; 的 初等 细 分 序列 的 任务 留 给 读者 。 4 
波兰 的 数学 家 卡 兹 米尔 北 ， 库 拉 图 斯 基 在 1930 年 建立 了 定理 2， 该 定理 利用 图 的 同 胚 的 概 









念 刻画 了 平面 图 。 






a te 


We | ua 同 : py 时 J 

显然 ,一 个 包含 着 同 胚 于 K,.; 或 K; 子 图 的 图 是 非 平面 图 。 不过， 相反 方向 的 命题 ( 即 每 个 
非 平 面 图 都 包含 一 个 同 胚 于 K;., 或 KK; 的 子 图 ), 证 明 起 来 是 很 复杂 的 ， 因 而 不 在 这 里 给 出 。 例 
8 和 例 9 说 明了 如 何 使 用 库 拉 图 斯 基 定 理 。 

Exomples) 确定 图 13 所 示 的 图 G 是 否 是 平面 图 。 
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NA 


a b a b 
C i 人 i C 
d 
e 
8 / 8 
H Ks 


图 13 无 向 图 G、 同 胚 于 Ks 的 子 图 互 以 及 天 


解 G 有 同 胚 于 K; 的 子 图 及。H 是 这 样 获得 的 : 删除 姑 、 7 和 以 及 所 有 与 这 些 顶点 关 
联 的 边 。 互 是 同 胚 于 K; 的 ， 因 为 从 K;( 带 有 顶点 a、5、c、g 和 站 通过 一 系列 初等 细 分 ， 添 
加 项 点 4d、e 和 f 就 可 以 获得 H( 读 者 应 当 构 造 出 这 样 一 系列 初等 细 分 )。 因 此 ，G 是 非 平 
面 图 。 4 

在 图 14a 中 所 示 的 彼得 森 图 是 平面 图 吗 ? (丹麦 数学 家 朱 利 乌 斯 ， 彼得 森 在 1891 年 
研究 过 这 个 图 ; 它 常 用 来 说 明 关 于 图 的 各 种 性 质 的 理论 ,) 

解 ” 彼 得 森 图 的 子 图 日 是 这 样 获得 的 : 删除 5 和 以 5 为 端点 的 3 条 边 ， 如 图 14b 所 示 ， 它 
同 胚 于 带 有 顶点 集合 {f，d， 站 和 {e，i, hh} 的 K,;， 因 为 可 以 通过 一 系列 初等 细 分 (删除 {4d， 
h} 并 添加 {fc，h 有 和 {c，4} ， 删 除 {e， 放 并 添加 {a，e} 和 {a， 育 ， 删 除 { 人 i， 站 并 添加 {g, 站 和 1{g， 









到 


下 
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图 323 


) 来 获得 它 。 因 此 ， 人 彼得 和 森 图 不 是 平面 图 。 本 


a) 彼得 森 图 b) 同 胚 于 K;;3 的 子 图 二 C) K;, 
图 14 彼得 森 图 、 同 胚 于 玉 :.s 的 子 图 瓦 和 天 3.3 


奇数 编号 练习 
1. 5 座 房屋 能 否 不 带 连 接 交 叉 地 与 两 种 设施 相连 接 吗 ? 
在 练习 2 一 4 中 ， 不 带 任何 交叉 地 画 出 给 定 的 平面 图 。 


3. 


S. 


在 练习 5 一 9 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 是 平面 图 。 若 是 平面 图 ， 则 画 出 它 使 得 没有 边 交叉 。 
a 


本 yy a b 9. 





. 用 类 似 于 例 3 中 给 出 的 论证 来 证 明 : Ks 是 非 平面 图 。 

. 假定 一 个 连通 平面 图 有 6 个 顶点 ,每 个 顶点 的 度 都 为 4。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
. 证 明 推 论 3。 

. 假定 一 个 带 有 e 条 边 和 v 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 不 包含 长 度 为 4 或 更 短 的 回路 。 证 明 : 若 v 之 4， 


则 e 志 (5/3)v 一 (10/3)。 


. 下 面 的 哪些 非 平 面 图 具有 这 样 的 性 质 : 删除 任何 一 个 顶点 以 及 与 这 个 顶点 关联 的 所 有 边 就 产生 一 个 


平面 图 ? 
a)K: b)K:. C) 开 ;3 d)K;., 


在 练习 20 一 22 中 ， 判断 给 定 的 图 是 否 同 胚 于 KK;.3。 


21, 


在 练习 23 一 25 中 ， 用 库 拉 图 斯 基 定 理 来 判断 所 给 的 图 是 不 是 平面 图 。 





iinks》 ”一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 ， 当 在 平面 上 画 出 这 个 图 时 ， 其 中 不 允许 任 何 3 条 表示 边 的 弧 线 在 同一 个 点 交 
又 时 ， 交 又 的 最 少 次 数 。 
*x 27. 求 下 面 每 个 非 平 面 图 的 交叉 数 。 
a)K; b)Ks cc)K; d)K,., e) K,., f) Ks 
xx 29. 证 明 ; 车 mr 和 都 是 正 偶数 ， 则 K;,; 的 交叉 数 小 于 或 等 于 mnCm 一 2)(n 一 2)/16。[ 提 示 : 沿 着 工 轴 放 置 
m 个 项 点， 使 它们 的 间距 相等 且 关 于 原点 对 称 ， 再 沿 着 > 轴 放 置 n 个 顶点 ,使 它们 的 间距 相等 且 关 于 
原点 对 称 。 现 在 连接 x 轴 上 m 个 顶点 中 的 每 一 个 与 y 轴 上 个 顶点 中 的 每 一 个 ， 并 计算 交叉 数 。] 
简单 图 G 的 厚度 是 指 ， 以 G 作为 它们 的 并 图 的 G 的 平面 子 图 的 最 小 个 数 。 
* 31, 求 练习 27 中 图 的 厚度 。 
* 33. 利用 练习 32 证 明 ; 当 是 正 整 数 时 ，K, 的 厚度 至 少 为 [|(n 十 7)/6j」，。 
35. 利用 练习 34 证 明 ， 当 m 和 nn 都 是 正 整 数 时 ， 且 mx、n 不 同时 为 1，K,,,, 的 厚度 至 少 是 [ran/ (2m 十 2n 一 4)1]。 
* 37, 在 一 个 环 面 上 画 出 K;,3， 使 得 没有 边 交 又 。 


6.8 图 着 色 
6. 8. 1 引言 


uinks > 在 图 论 中 ， 有 许多 与 地 图 区 域 (比如 ， 世 界 各 部 分 的 地 图 ) 着 色 有 关 的 理论 成 果 。 当 为 一 幅 
地 图 着色 时 ， 具 有 公共 边界 的 两 个 区 域 通常 指定 为 不 同 的 颜色 。 一 种 确保 两 个 相 邻 的 区 域 永 
远 没有 相同 的 颜色 的 方法 是 对 每 个 区 域 都 使 用 不 同 的 颜色 。 不 过 ， 这 种 方法 效率 不 高 ， 而 且 在 
具有 许多 区 域 的 地 图 上 ， 可 能 难以 区 分 相似 的 颜色 。 另 一 种 方法 是 ， 应 当 尽 可 能 地 使 用 少数 几 
种 颜色 。 考 虑 这 样 的 问题 : 确定 可 以 用 来 给 一 幅 地 图 着 色 的 颜色 的 最 小 数目 ， 使 得 相 邻 的 区 域 
永远 没有 相同 的 颜色 。 例 如 ， 对 图 1 左 侧 地 图 来 说 ，4 种 颜色 是 足够 的 ,但 是 3 种 颜色 就 不 够 
(读者 应 当 验 证 这 一 点 ) 。 对 图 1 右 侧 地 图 来 说 ，3 种 颜色 是 足够 的 (但 是 2 种 颜色 就 不 够 )。 


区 外 


平面 中 的 每 幅 地 图 都 可 以 表示 成 一 个 图 。 为 了 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 地 图 的 每 个 区 域 都 表 
示 成 一 个 顶点 。 若 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 具 有 公共 边界 ， 则 用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 只 相交 于 一 
个 点 的 两 个 区 域 不 算是 相 邻 的 。 这 样 所 得 到 的 图 称 为 这 个 地 图 的 对 偶 图 。 根 据 地 图 的 对 偶 图 的 
构造 方式 ， 显 然 在 平面 中 的 任何 地 图 都 具有 可 平面 的 对 偶 图 。 图 2 显示 了 对 应 于 图 1 所 示 地 图 
的 对 偶 图 。 


昌 ” 假 定 地 图 中 所 有 区 域 都 是 连通 的 。 这 样 就 消除 了 像 密 吹 根 这 样 的 地 理 状况 所 引起 的 问题 。 


图 325 





此 
2 图 1 中 的 地 图 的 对 偶 图 


给 地 图 的 区 域 着 色 的 问题 等 价 于 这 样 的 问题 : 给 对 偶 图 的 顶点 着 色 ， 使 得 在 对 偶 图 中 没有 
两 个 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 下 面 给 出 图 着 色 的 定义 。 







通过 对 每 个 顶点 都 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 就 可 以 着 色 一 个 图 。 不过， 对 大 多 数 图 来 说 ， 可 
以 找到 所 用 颜色 数 少 于 图 中 顶点 数 的 着 色 。 什 么 是 所 需要 的 最 少 着 色 数 ? 


注意 ， 求 平面 图 的 着 色 数 等 于 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 区 域 
指定 为 相同 的 颜色 。 这 个 问题 已 经 研究 了 100 多 年 。 数 学 中 最 著名 的 定理 之 一 给 出 了 它 的 答案 。 









和 


四 色 定 理 最 早 是 作为 猜想 在 19 世纪 50 年 代 提出 的 。 美 国 数学 家 肯 尼 思 … 阿 佩 尔 和 沃 尔 夫 
站。 黑 肯 最 终 在 1976 年 证 明了 它 。 在 1976 年 之 前 ， 发 表 过 许多 不 正确 的 证 明 ， 其 中 的 错误 常 
常 难以 发 现 。 另 外 ， 还 尝试 过 画 出 需要 超过 四 色 的 地 图 来 构造 反例 ， 而 这 样 做 是 无 效 的 。( 证 
明 五 色 定 理 就 没有 这 样 困难 ， 参 见 练习 36 。) 

也 许 迄 今 为 止 ， 在 数学 中 最 有 名 的 错误 证 明 就 是 伦敦 律师 和 业余 的 数学 家 艾 尔 弗 雷 德 ，。 肯 
普 在 1879 年 所 发 表 的 四 色 定 理 证 明 。 数 学 家 一 直 认 为 他 的 证 明 是 正确 的 ， 直 到 1890 年 珀 西 。 
希 伍德 发 现 了 一 处 错误 ， 才 发 现 肯 普 的 论证 是 不 完全 的 。 不 过 ， 事 实证 明 ， 肯 普 的 推理 思路 是 
阿 佩 尔 和 黑 肯 所 给 出 的 成 功 证 明 的 基础 。 他 们 的 证 明 依 赖 于 计算 机 所 完成 的 对 各 种 情形 的 仔细 
分 析 。 他 们 证 明 ， 若 四 色 定 理 为 假 ， 则 在 大 约 2000 种 不 同类 型 中 ， 一定 存 在 一 个 反例 ， 然 后 
他 们 证 明 不 存在 这 样 的 反例 。 在 他 们 的 证 明 中 使 用 了 1000 多 个 小 时 的 计算 机 时 间 。 计 算 机 在 
证 明 过 程 中 起 到 如 此 重要 的 作用 ， 由 此 引发 了 广泛 的 争论 。 例如， 在 计算 机 程序 里 有 没有 导致 
不 正确 结果 的 错误 ? 假如 论证 是 依赖 于 或 许 不 可 靠 的 计算 机 得 出 的 ， 那么 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 
自从 他 们 的 证 明 出 现 之 后 ， 又 出 现 了 一 些 从 检查 更 少 的 类 型 中 检查 的 可 能 出 现 的 反例 的 更 为 简 
单 的 证 明 ， 并且 创 建 了 使 用 自动 证 明 系 统 的 证 明 。 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 计算 机 的 证 明 。 

注意 ， 四 色 定 理 只 适用 于 平面 图 。 例 2 将 证 明 非 平面 图 可 以 有 任意 大 的 着 色 数 。 

证 明 一 个 图 的 着 色 数 为 nn 需要 做 两 件 事 。 首 先 必须 证 明 : 用 nn 种 颜色 可 以 着 色 这 个 图 。 构 
造 出 这 样 的 着 色 就 可 以 完成 这 件 事 。 其 次 证 明 : 用 少 于 nn 种 颜色 不 能 着 色 这 个 图 。 例 1~4 说 
明 如 何 求 出 着 色 数 。 


图 3 所 示 的 图 G 和 五 的 着 色 数 是 什么 ? 


解 ” 图 G 的 色 数 至 少 为 3， 因 为 项 点 a、b 和 < 必须 为 不 同 的 颜色 。 为 了 看 出 是 否 可 以 用 3 
种 颜色 来 对 G 着 色 ， 指 定 a 为 红 , 5 为 蓝 ，* 为 绿 。 于 是 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 d 为 红 ， 因 为 它 
与 0 和 ec 相 邻 。 另 外 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 e 为 绿 ， 因 为 它 只 与 红色 和 蓝 色 顶 点 相 邻 ; 可 以 (而 且 
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必须 ) 令 了 为 蓝 ， 因 为 它 只 与 红色 和 绿色 顶点 相 邻 。 最 后 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 g 为 红 ， 因 为 它 
只 与 蓝 色 和 绿色 的 顶点 相 邻 。 这 样 就 产生 出 恰好 使 用 3 种 颜色 的 G 的 着 色 ， 如 图 4 所 示 。 


图 3 简单 图 CC 和 五 


bp 蓝 色 e 绿色 b 蓝 色 绿色 e 
红色 a > 红色 g 红色 红色 a 红色 g 棕色 
c 绿色 ， 了 蓝 色 c 绿色 了 蓝 色 


图 4 图 G 和 瑟 的 着 色 

图 互 是 由 图 C 和 连接 4a 与 g 的 一 条 边 所 组 成 的 。 用 3 种 颜色 来 着 色 日 的 任何 尝试 都 必须 
遵循 着 色 CG 时 所 用 的 同样 的 推理 ， 不 同 之 处 是 在 最 后 阶段 ， 当 除了 g 以 外 的 所 有 顶点 都 已 经 着 
色 后 ， 因 为 g 与 红色 、 蓝 色 和 绿色 顶点 (在 互 里 ) 相 邻 ， 所 以 需要 使 用 第 四 种 颜色 ， 比 如 棕色 。 
因此 ， 五 的 着 色 数 为 4。 图 4 显示 了 五 的 一 种 着 色 。 本 

BK, 的 着 色 数 是 什么 ? 

解 ” 通 过 给 每 个 项 点 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 用 n 种 颜色 可 以 构造 KK, 的 着 色 。 使 用 的 颜色 
能 否 更 少 一 些 ? 答案 是 不 能 。 没 有 两 个 顶点 可 以 指定 相同 的 颜色 ， 因 为 这 个 图 的 每 两 个 顶点 都 
是 相 邻 的 。 因 此 ，K, 的 着 色 数 二 n。 即 X(K,) 一 2。( 回 忆 一 下 ， 当 全 5 时 K, 不 是 平面 图 ， 所 
以 这 个 结果 与 四 色 和 定理 并 不 矛盾 .) 图 5 显示 了 使 用 5 种 颜色 对 K; 着 色 。 二 

包 枚 ) 完全 二 分 图 K;., 的 着 色 数 是 什么 ?其 中 m 和 nn 都 是 正 整 数 ，。 

解 ” 需 要 的 颜色 数 似 乎 依赖 于 m 和 nn。 不 过 ， 由 6.2 节 的 定理 4 可知 ， 仅仅 需 要 两 种 颜色 ， 
因为 K,,, 是 二 分 图 ， 所 以 X(K,,, ) 二 2。 这 意味 着 ， 可 以 用 一 种 颜色 为 m 个 顶点 着 色 ， 用 男 外 一 
种 颜色 为 n 个 顶点 着 色 。 因 为 边 都 只 能 连接 mr 个 顶点 中 的 一 个 顶点 与 nn 个 顶点 中 的 一 个 顶点 ， 


所 以 没有 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 图 6 显示 了 市 有 两 种 颜色 的 KK;., 的 着 色 。 要 
4 红色 b 蓝 色 
a 红色 b 红色 5c 红色 
乏 色 e .绿色 JR 
d 黄 色 d 蓝 色 e 蓝 色 三 蓝 色 8 蓝 色 


图 5 K;: 的 着 色 图 6 K;, 的 着 色 


图 C, 的 着 色 数 是 什么 (n 宇 3)? (回忆 一 下 ，C, 是 带 有 个 顶点 的 圈 图 。) 

解 ” 首先 ， 考 虑 一 些 个 别 情形 。 设 n= 二 6。 挑 选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 在 图 7 所 示 
的 Cs 的 平面 画 法 里 顺 时 针 前 进 。 必 须 给 到 达 的 
下 一 个 项 点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 
针 方 向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 ， 第 五 个 顶点 为 红色 。 最 后 ， 令 
第 六 个 顶点 为 蓝 色 ， 它 与 第 一 个 项 点 是 相 邻 的 。 
因此 ，C 的 着 色 数 为 2。 图 7 显示 .了 这 样 构造 的 
着 色 。 





其 次 , 设 n=5 并 且 考 虑 C; 。 挑 选 一 个 顶点 Cs Cs 
并 且 令 它 为 红色 。 顺 时 针 前 进 ， 必 须 给 到 达 的 下 图 7 Cs 和 Cs 的 着 色 


一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方 向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 。 第 五 个 顶点 既 不 能 为 红色 也 不 能 为 蓝 色 ， 因 为 它 与 第 四 个 顶点 和 第 二 个 顶点 
都 相 邻 。 所 以 ， 对 这 个 顶点 就 需要 第 三 种 颜色 。 注 意 ， 假 如 以 逆 时 针 方 向 对 顶点 着 色 ， 同 样 需 
要 三 种 颜色 。 因 此 ，C: 的 着 色 数 是 3。 用 3 种 颜色 对 Cs 着 色 见 图 7。 

在 一 般 情形 下 ， 当 是 偶数 时 ， 对 C, 着 色 需 要 两 种 颜色 。 为 了 构造 这 样 的 着 色 ， 简 单 地 
挑选 一 个 顶点 并 且 令 它 为 红色 。 然 后 (利用 图 的 平面 表示 ) 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 ， 令 第 二 个 项 
点 为 蓝 色 ， 第 三 个 顶点 为 红色 ， 以 此 类 推 。 可 以 令 第 对 个 顶点 为 蓝 色 ， 因 为 与 它 相 邻 的 两 个 项 
点 ( 即 第 "一 1 个 顶点 和 第 一 个 顶点 ) 都 是 红色 。 

当 允 是 奇数 且 交 >>1I 时，C, 的 着 色 数 为 3。 为 了 看 出 这 一 点 ， 挑 选 一 个 初始 顶点 。 为 了 只 
用 两 种 颜色 ， 当 以 顺 时 针 方 向 遍历 这 个 图 时 ， 必 须 交替 使 用 颜色 。 不 过 ， 所 到 达 的 第 nn 个 顶点 
与 带 不 同 颜 色 的 两 个 顶点 (第 一 个 顶点 和 第 "一 1 个 顶点 ) 相 邻 。 因 此 ， 必 须 使 用 第 三 种 颜色 。 

我 们 已 经 证 明了 当 为 正 偶数 且 x 三 4 时 ，X(C,) 二 2， 当 为 正 奇数 且 n 宇 3 时, X(C,) 二 3。 相 

已 知 最 好 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 (对 图 的 顶点 数 来 说 ) 具 有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 即 nv》 
使 求 图 的 着 色 数 的 近似 值 也 是 很 难 的 。 已 经 证 明 ， 假如 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 
可 以 达到 2 倍 地 近似 图 的 着 色 数 的 算法 ( 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 着 色 数 的 两 倍 的 界限 )， 那 么 
也 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 。 


6.8.2 图 着 色 的 应 用 
图 着 色 在 与 调度 和 分 配 有 关 的 问题 中 具有 多 种 应 用 。( 注 意 ， 由 于 不 知道 图 着 色 的 有 效 算 
法 ， 所 以 这 并 不 能 得 出 调度 和 分 配 的 有 效 算法 ,这 里 将 给 出 这 样 应 用 的 例子 。 第 一 个 应 用 是 用 
来 安排 基本 考试 
安排 期 未 考试 ”如何 安排 一 所 大 学 里 的 期 末 考 试 ， 使 得 没有 学 生 同 时 要 考 两 门 ? 
ee | 
科目 ， 若 有 学 生 要 考 两 门 ， 则 在 表示 考试 科目 的 两 个 顶点 之 
间 有 边 。 用 不 同 颜色 来 表示 期 未 考试 的 每 个 时 间 段 。 考 试 的 “7 ， 
安排 就 对 应 于 所 关联 的 图 的 着 色 ，。 
例如 ， 假 定 要 安排 七 门 期 末 考 试 。 假 定 科目 从 1 到 7 纺 
号 。 假 定 下 列 各 对 科目 的 考试 有 学 生 要 都 参加 : 1 和 2, 1 和 6 
3, 和 4, i 和 7 2 和 3， 2 和 和 4， 2 和 5 2 和 7，3 和 和 45<3 
和 6，3 和 7,， 4 和 5，4 和 6，5 和 6，5 和 7， 以 及 6 和 ?7。 
图 8 显示 这 组 科目 所 关联 的 图 。 一 种 安排 就 是 由 这 个 图 的 一 
种 着 色 来 组 成 的 。 
因为 这 个 图 的 着 色 数 为 4( 读 者 应 当 验 证 这 一 点 )， 所 以 ” 图 8 表示 期 末 考 试 安排 的 图 
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需要 4 个 时 间 段 。 图 9 显示 使 用 了 4 种 颜色 的 这 个 图 的 着 色 以 及 所 关联 的 调度 。 本 
1 红色 
棕色 7 2 蓝 色 
时 间 段 考试 科目 
I ] ,6 
I 了 
机 这, 坊 
红色 6 3 绿色 N 4.7 
5 绿色 4 柠 色 


图 9 用 着 色 来 安排 期 末 考 试 


现在 考虑 对 电视 频道 的 分 配 。 

频率 分 配 把 频道 2 到 13 分 配给 在 北美 洲 的 电视 台 ， 要 避免 150 英里 之 内 的 两 家 电 
视 台 在 相同 频道 上 播 出 。 如 何 用 图 着 色 为 频道 分 配 建 模 ? 

解 这样 构造 一 个 图 : 给 每 个 电视 台 指 定 一 个 顶点。 若 两 个 电视 台 彼此 位 于 150 英里 以 内 ， 则 
用 边 连接 这 两 个 项 点。 频道 分 配 就 对 应 于 这 个 图 的 着 色 ， 其 中 每 种 颜色 表示 一 个 不 同 的 频道 。 4 

图 着 色 在 编译 右 中 的 应 用 如 例 7 所 示 。 

变 址 寄存 器 在 有 效 的 编译 器 中 ， 当 把 频繁 使 用 的 变量 暂时 保存 在 中 央 处 理 单 
元 的 变 址 寄存 器 中 ， 而 不 是 保存 在 常规 内 存 中 时 ， 可 以 加 速 循 环 的 执行 。 对 于 给 定 的 循环 
来 说 ， 需 要 多 少 个 变 址 寄存 器 ? 可 以 用 图 着 色 模 型 来 表示 这 个 问题 。 为 了 建立 这 个 模型 ， 
设 图 的 每 个 顶点 表示 循环 中 的 一 个 变量 。 大 在 循环 执行 期 间 两 个 顶点 所 表示 的 变量 必须 同 
时 保存 在 变 址 寄存 器 中 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 所 以 ， 这 个 图 的 着 色 数 就 给 出 了 所 需 
要 的 变 址 寄存 器 数 ， 因 为 当 表示 变量 的 顶点 在 图 中 相 邻 时 ， 就 必须 给 这 些 变 量 分 配 不 同 的 
寄存 髓 。 | 


育 数 编号 练习 
在 练习 1~4 中 ， 构 造 所 示 地 图 的 对 偶 图 。 然 后 求 给 这 个 地 图 着 色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 区 域 都 没有 相同 的 闫 
色 所 需要 的 颜色 数 。 


CE) 


在 练习 5 一 11 中 ， 求 给 定 图 的 着 色 数 。 
5S. a b 7 a 9., a b 
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b C 

13. 哪些 图 的 着 色 数 为 1? 

15. W, 的 着 色 数 是 什么 ? 

17. 假定 除了 科目 Math 115 与 CS 473，Math 116 与 CS 473，Math 195 与 CS 101，Math 195 与 CS 102， 
Math 115 与 Math 116，Math 115 与 Math 185，Math 185 与 Math 195 以 外 ， 其 他 任意 两 种 科目 ， 都 
有 学 生 要 参加 这 两 种 科目 的 考试 ， 请 使 用 最 少 个 数 的 不 同时 间 段 来 为 Math 115、Math 116、Math 
185、Math 195、CS 101、CS 102、CS 273 和 CS 473 安排 期 未 考试 日 程 表 :; 

19. 数学 系 有 6 个 委员 会 ， 都 是 每 月 开 一 次 会 。 假 定 委 员 会 是 Ci 二 ( 阿 林 窜 斯 ， 布 兰 德 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 )、 
Cz 一 {( 布 兰 德 ， 李 ， 罗 森 )、Cs: 王 { 阿 林 豪 斯 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、C = !( 李 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 
基 )、C; 三 ! 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 } 和 Ce 三 {( 布 兰 德 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }， 那 么 怎样 安排 才能 确保 没有 
人 同时 参加 两 个 会 议 。 

图 的 边 着 色 是 指 对 各 边 指定 颜色 ， 使 得 关联 到 相同 顶点 的 边 指定 不 同 的 颜色 。 图 的 边 着 色 数 是 在 该 图 的 

边 着 色 里 可 以 使 用 的 最 少 颜 色 数 。 图 G 的 边 着 色 数 记 作 X (G) 。 

21. 求 练习 5 一 11 中 每 个 图 的 边 色 数 。 

23. 求 边 着 色 数 
a)C. 其 中 之 3。 b)W,， 其 中 x 之 3。 

25. 证 明 : 若 G 是 含有 nn 个 顶点 的 图 ， 在 对 G 的 边 着 色 中 ， 不 超过 n/2 的 边 可 以 着 相同 的 颜色 。 

27. 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 中 。 这 些 变量 以 及 必须 保存 它们 的 计算 步骤 是 : 上: 步骤 1 一 6; rt: 
步骤 2; 也 ; 步骤 2 一 4; 了 步骤 1， 3 和 5; I 步骤 1 和 6; 2 步骤 3 一 6; 以 及 x; 步骤 4 和 5。 在 
执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 变 址 寄存 器 来 保存 这 些 变量 ? 

下 面 的 算法 可 以 用 来 为 简单 图 着 色 。 首 先 ， 以 度 弟 减 的 顺序 列 出 顶点 起 ，v。，…，%Vvh， 使 得 deg(vi) 二 

deg(ww ) 之 … 二 deg(u)。 把 颜色 1 指定 给 内 和 在 表 中 不 与 相 邻 的 下 一 个 顶点 ( 若 存 在 一 个 这 样 的 顶点 )， 

并 且 继 续 指 定 给 每 一 个 在 表 中 不 与 已 经 指定 了 颜色 1 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 然 后 把 颜色 2 指定 给 表 中 还 没有 

着 色 的 第 一 个 顶点 。 继 续 把 颜色 2 指定 给 那些 在 表 中 还 没有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 2 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 

若 还 有 未 着 色 的 顶点 ， 则 指定 颜色 3 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 ， 并 且 用 颜色 3 继续 对 还 没有 着 色 且 

不 与 指定 了 颜色 3 的 顶点 相 邻 的 那些 顶点 着 色 。 继 续 这 个 过 程 直 到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 。 

29. 用 这 个 算法 构造 下 图 的 着 色 。 


<、 


8 h ! ; 
31. 证 明 : 这 个 算法 所 产生 的 着 色 数 可 能 比 着 色 一 个 图 所 需 的 颜色 数 更 多 。 
如 果 一 个 连通 图 G 的 着 色 数 为 k， 但 是 对 于 GG 的 任意 一 条 边 e， 从 G 中 删 掉 边 e 后 得 到 的 新 图 的 着 色 数 都 
是 上 一 1]， 则 称 G 为 着 色 上 kk 关键 的 。 
33. 证 明 ， 只 要 nn 是 正 的 奇数 且 n 宇 3， 那 么 W, 就 是 着 色 4 关键 的 。 
35. 证 明 : 如 果 图 G 为 着 色 上 关键 的 ， 那 么 G 中 的 各 个 顶点 的 度 至 少 是 一 1。 
图 G 的 大 重 着 色 是 对 G 的 顶点 指定 含有 R 种 不 同 颜 色 的 集合 ， 使 得 相 邻 的 顶点 不 具有 相同 的 颜色 。 用 XX 
1(G) 表 示 使 G 能 用 nn 种 关 色 进行 重 着 色 的 最 小 正 整 数 n。 例如，X,(C1) 二 4。 为 了 看 出 这 一 点 ， 注 意 ， 
如 下 图 所 示 ， 只 用 4 种 颜色 ， 就 可 以 对 Cs 的 每 个 顶点 指定 两 种 颜色 ,使 得 两 个 相 邻 顶点 不 具有 相同 的 颜 


d 


Links 
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色 。 另 外 ， 少 于 4 种 闫 色 是 不 够 的 ， 因 为 顶点 芒 和 每 个 都 必须 指定 两 种 关 色 ,而且 不 能 对 和 指 
定 相 同 颜色 。( 关 于 有 重 着 色 的 更 多 信息 ， 见 [MiRo91 j.) 


{ 红 色 ， 蓝 色 } v， v2 | 绿色， 黄色 | 
{绿色 ， 黄 色 }) v4 Ww { 红 色 ， 蓝 色 } 
* 37. 设 G 和 互 是 如 图 3 所 示 的 图 。 求 
a)X (Cr) b)X,(H) yy dX Hf) 


39. 移动 广播 (或 蜂窝 ) 电 话 的 频率 是 按 地 段 分 配 的 。 每 个 地 段 分 配 一 组 该 地 段 中 的 设备 所 使 用 的 频率 。 
在 产生 干扰 问题 的 地 段 中 不 能 使 用 相同 的 频率 。 解 释 如 何 用 上 重 着 色 来 对 一 个 区 域 里 的 每 个 移动 广 
播 地 段 分 配 & 种 频率 。 

xx 41, 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 5 种 颜色 来 着 色 。 [提示 : 利用 练习 40 的 提示 。] 

著名 的 艺术 馆 问 题 是 询问 需要 多 少 名 保安 才能 看 护 到 艺术 馆 的 所 有 部 分 ， 这 里 艺术 馆 是 一 个 nn 边 形 的 边 

界 及 它 所 围 的 内 部 。 为 了 更 精确 地 描述 这 个 问题 ， 需 要 一 些 术 语 。 如 果 线 段 ry 上 所 有 的 点 都 在 PP 边界 

上 或 P 内 部 ,， 则 称 简单 多 边 形 忆 边界 上 或 P 内 部 的 点 x 覆盖 或 看 见 P 边界 上 或 卫 内 部 的 点 y。 如 果 对 于 

PP 边界 上 或 内 部 的 每 一 个 点 y， 都 能 够 在 一 个 点 的 集合 中 找到 一 个 看 见 y 的 点 工 ， 就 说 这 个 点 的 集合 

是 简单 多 边 形 的 看 守 集 。 把 看 守 简 单 多 边 形 P 所 需 的 最 少 上 点数 的 看 守 集 记 为 G(P)。 艺 术 馆 问题 求 的 就 

是 一 个 函数 g(n)， 它 是 所 有 nn 个 顶点 的 简单 多 边 形 PP 的 看 守 集 G(P) 的 最 大 值 S。 也 就 是 说 ，g(n) 是 一 

个 最 小 的 正 整 数 ， 使 得 一 个 个 顶点 的 简单 多 边 形 忆 保证 可 以 被 g(n) 个 或 更 少 的 保安 看 守 。 

* 43. 证 明 : g(5) 三 1， 即 所 有 的 五 边 形 都 能 够 被 一 个 点 看 卫 。[ 提 示 : 先 分 出 有 0 个 、1 个 、2 个 顶点 的 内 
角 大 于 180 度 ， 然 后 再 说 明 在 各 种 情况 下 一 个 保安 都 足够 了 。j 

* 45. 证 明 : g(n) 宇 | n/3] 。[ 提 示 : 考虑 具有 3 个 顶点 和 个 齿 尖 的 梳子 状 的 多 边 形 ， 如 下 图 所 示 的 15 
边 形 一 样 。] 


昌 考虑 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 各 种 形态 。 一 一 译 者 注 
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不 包含 简单 回路 的 连通 图 称 为 树 。 早 在 1857 年 ， 英国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 就 用 树 计数 某 些 
类 型 的 化 合 物 。 本 章 中 的 例子 将 说 明 从 那 时 起 ， 树 已 经 被 用 来 解决 各 种 学 科 分 支 中 的 问题 。 

树 在 计算 机 科学 中 特别 有 用 ， 尤 其 是 在 算法 中 。 例 如 ， 用 树 构 造 求 元 素 在 表 中 位 置 的 有 效 
算法 。 可 以 将 树 用 于 算法 ， 构 造 节省 数据 存储 和 传输 成 本 的 有 效 编码 ， 比 如 哈 夫 曼 编码 ; 可 以 
用 树 来 研究 诸如 跳棋 和 象棋 这 样 的 博弈 ， 并 且 可 以 帮助 确定 进行 这 些 博 弈 的 取胜 策略 ; 可 以 用 
树 来 为 通过 一 系列 决策 而 完成 的 过 程 建 立 模型 。 构 造 这 些 模 型 可 以 帮助 确定 排序 算法 等 基于 一 
系列 决策 的 算法 的 计算 复杂 度 。 

通过 深度 优先 搜索 或 宽度 优先 搜索 ， 可 以 系统 地 遍历 图 的 项 点， 构造 出 一 棵 包括 每 个 顶点 
的 树 。 通 过 深度 优先 搜索 来 探索 图 的 顶点 ， 也 称 为 回溯 ， 人 允许 系统 地 搜索 各 种 问题 的 解 ， 比 如 
确定 在 棋盘 上 如 何 放置 8 个 王后 使 得 这 些 王后 不 能 互相 攻击 。 

可 以 给 树 的 边 赋 权 值 来 为 许多 问题 建立 模型 。 例 如 ， 用 加 权 树 可 以 开发 出 构造 网 络 的 算 
法 ， 使 得 这 些 网 络 含有 最 便宜 的 连接 不 同 网 络 节 点 的 电话 线 集合 。 


7.1 树 的 概述 


第 6 章 说 明了 如 何 用 图 来 建立 模型 和 解决 许多 问题 。 本 章 将 集中 讨论 称 为 树 的 一 种 特殊 类 
型 的 图 ， 之 所 以 这 样 命名 是 因为 这 样 的 图 就 像 是 树 。 例 如 ， 家 族 树 是 表示 族谱 图 的 图 。 家 族 树 
用 顶点 表示 家 族 成 员 并 且 用 边 表示 父子 关系 。 图 1 显示 了 瑞士 数学 世家 伯 努 利家 族 男 性 成 员 的 
家 族 树 。 表 示 家 族 树 (限制 成 员 为 一 种 性 别 ， 并 且 没 有 近亲 结婚 ) 的 无 向 图 是 树 的 一 个 例子 。 
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图 1 伯 努 利 数学 世家 





有 和 和 也 以 树 不 合 多 重 边 或 环 ， 因此 任何 树 都 必然 是 简单 图 

在 图 2 所 示 的 图 中 ， 哪 些 图 是 树 ? 

解 G 和 G, 是 树 ， 因 为 都 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。G; 不 是 树 ， 因 为 ec，0，a，cd，e 是 
这 个 图 中 的 简单 回路 。 最 后 ，G, 不 是 树 ， 因 为 它 不 连通 ， 区 
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图 2 树 和 不 是 树 的 图 的 例子 


任何 一 个 不 包含 简单 回路 的 连通 图 都 是 树 。 不 含 简单 回路 但 不 一 定 连 通 的 图 是 什么 ? 这 些 
图 称 为 森林 ， 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 它们 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 图 3 显示 了 一 个 森林 。 注 意 ， 
图 2 中 的 G, 也 是 森林 。 图 3 中 的 图 是 具有 3 棵 树 的 森林 ， 图 2 中 的 G 是 具有 2 棵 树 的 森林 。 


这 是 具有 3 个 连通 分 支 的 图 





图 3 森林 的 例子 


通常 把 树 定义 成 具有 在 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 性 质 的 无 问 图 。 定 理 1 说 明 这 个 变 
欣 的 定 久 nha 





证 明 首先 假定 是 树 。 则 是 没有 简单 回路 的 连通 图 ， 设 x 和 y 是 工 的 两 个 顶点 。 因 
为 工 是 连通 的 ， 所 以 根据 6.4 节 定 理 1, 在 z+ 和 y 之 间 存 在 一 条 简单 通路 。 而 且 ， 这 条 通路 必 
然 是 唯一 的 ， 因 为 假如 存在 第 二 条 这 样 的 通路 ， 那 么 从 工 到 > 的 第 一 条 通路 以 及 将 第 二 条 通路 
逆转 后 所 得 到 的 从 y 到 xz 的 通路 ， 将 组 合 起 来 形成 回路 。 利 用 6.4 闻 练习 59， 这 列 含 着 在 工 
中 存在 简单 回路 。 因 此 ， 在 树 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 

现在 假定 在 图 工 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 则 工 是 连通 的 ， 因 为 在 它 的 任何 
两 个 顶点 之 间 存 在 通路 。 另 外 ， 工 没有 简单 回路 。 为 了 看 出 这 是 真 命题 ， 假 定 工 有 包含 顶点 x 
和 y 的 简单 回路 。 则 在 zx 和 yy 之 间 就 有 两 条 简单 通路 ， 因 为 这 条 简单 回路 包含 一 条 从 工 到 > 的 简 
单 通路 和 一 条 从 y 到 z 的 简单 通路 。 因 此 ， 在 任何 两 个 项 点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 的 图 是 树 。 二 


7.1.1 有 根 树 

在 树 的 许多 应 用 中 ， 指 定 树 的 一 个 特殊 顶点 作为 根 。 一 旦 规定 了 根 ， 就 可 以 给 每 条 边 指 定 
方向 。 因 为 从 根 到 图 中 每 个 顶点 存在 唯一 通路 (根据 定理 1)， 所 以 指定 每 条 边 是 离开 根 的 方 
癌 。 因 此 ， 树 与 它 的 根 一 起 产生 一 个 有 疝 图 ， 称 为 有 根 树 。 
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也 可 以 递归 地 定义 有 根 树 。 通 过 选择 任何 一 个 顶点 来 作为 根 ， 就 可 以 把 非 有 根 树 变 成 有 根 
树 。 注 意 对 根 的 不 同 选择 会 导致 产生 不 同 的 有 根 树 。 例 如 ， 图 4 显示 通过 在 树 工 中 分 别 指定 a 
和 c 作为 根 所 形成 的 有 根 树 。 通 常 在 画 有 根 树 时 把 根 画 在 图 的 顶端 。 指 示 有 根 树 中 边 的 方向 的 
箭头 可 以 省 略 ， 因 为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 。 


以 a 为 根 以 c 为 根 
a C 





图 4 一 棵 树 以 及 指定 两 个 根 所 形成 的 有 根 树 

树 这 个 术语 起 源 于 植物 学 和 族谱 学 。 假 定 是 有 根 树 。 车 v 是 TT 中 的 非 根 顶 点 ， 则 wv 的 父 
母 是 从 ww 到 v 存在 有 向 边 的 唯一 的 顶点 wx( 读 者 应 当 证 明 这 样 的 顶点 wx 是 唯一 的 ) 。 当 v 是 v 的 
父母 时 ,，v 称 为 wu 的 孩子 。 具 有 相同 父母 的 顶点 称 为 兄弟 。 非 根 顶 点 的 祖先 是 从 根 到 该 顶点 通 
路 上 的 顶点 ， 不 包括 该 顶点 自身 但 包括 根 ( 即 该 顶点 的 父母 ， 该 顶点 的 父母 的 父母 等 ， 一 直到 
根 )。 顶 点 v 的 后 代 是 以 v 作为 祖先 的 顶点 。 树 的 顶点 若 没有 孩子 则 称 为 树叶 。 有 孩子 的 顶点 
称 为 内 点 。 根 是 内 点 ， 除 非 它 是 图 中 唯一 的 顶点 ， 在 这 种 情况 下 ， 它 是 树叶 。 

若 a 是 树 中 的 顶点 ， 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 a 的 后 代 以 及 这 些 顶 点 所 关联 的 边 所 组 成 
的 该 树 的 子 图 。 

在 图 5 所 示 的 有 根 树 中 ( 根 为 a)， 求 c 的 父母 ，g 的 孩子 , h 的 兄弟 ，e 的 所 有 祖先 ， 
b 的 所 有 后 代 ， 所 有 内 点 以 及 所 有 树叶 。 什 么 是 以 g 为 根 的 子 树 ? 

解 c 的 父母 是 6。g 的 孩子 是 hh、i 和 j。 hh 的 兄弟 是 i 和 j。e 的 祖先 是 c、65 和 a。5 的 后 代 是 
c、Qd 和 ee。 内 点 是 a、5、c、g、 及 和 j。 树叶 是 4、e、f、i、k、lL 和 mr。 以 g 为 根 的 子 树 如 图 6 所 示 。 

司 





d e 类 l m k l m 
图 5 有 根 树 了 图 6 根 在 g 的 子 树 
在 许多 不 同 的 应 用 中 都 用 到 具有 下 面 性 质 的 有 根 树 : 它们 的 所 有 内 点 都 有 相同 个 数 的 孩 
本 在 本 和 曹 后 面 将 用 这 样 的 树 去 研究 涉及 搜索 、 排序 和 编码 的 问题 。 
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电 梧 在 图 7 中 的 有 根 树 ， 对 某 个 正 整数 关 来 说 是 否 为 满 浆 又 树 ? 


~ ] 


图 7 4 个 有 根 树 

解 Ti 是 满 二 叉 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 点 都 有 2 个 孩子 。T, 是 满 三 又 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 
点 都 有 3 个 孩子 。 在 五 中 每 个 内 点 都 有 5 个 孩子 ， 所 以 它 是 满 五 又 树 。 对 任何 m 来 说 ，T, 都 
不 是 满 m 叉 树 ， 因 为 它 的 有 些 内 点 有 2 个 孩子 而 有 些 内 点 有 3 个 孩子 。 4 

有 序 根 树 ”有 序 根 树 是 把 每 个 内 点 的 孩子 都 排序 的 有 根 树 。 画 有 序 根 树 时 ， 以 从 左 向 右 的 
顺序 来 显示 每 个 内 点 的 孩子 。 注 意 在 常规 方式 下 有 根 树 的 表示 将 确定 它 的 边 的 一 种 顺序 。 我 们 
将 在 画图 时 使 用 边 的 这 种 顺序 ， 但 不 明确 地 指出 有 根 树 是 有 序 的 。 

在 有 序 二 又 树 (通常 只 称 为 二 叉 树 ) 中 ， 若 一 个 内 点 有 2 个 孩子 ， 则 第 一 个 孩子 称 为 左 子 而 第 
二 个 孩子 称 为 右 子 。 以 一 个 顶点 的 左 子 为 根 的 树 称 为 该 顶点 的 左 子 树 ， 而 以 一 个 顶点 的 右 子 为 
根 的 树 称 为 该 顶点 的 右 子 树 。 读 者 应 当 注 意 ， 对 某 些 应 用 来 说 ， 二 又 树 的 每 个 非 根 顶点 都 指定 
为 其 父母 的 右 子 或 左 子 。 即 使 当 某 些 顶 点 仅 有 一 个 孩子 也 这 样 做 。 具 体 指定 方式 视 需 要 而 定 。 

可 以 递归 地 定义 有 序 根 树 。 

@ 加 在 图 8a 所 示 二 又 树 了 中 ，d 的 左 子 和 右 子 是 什么 (其 中 顺序 是 画 法 所 蕴含 的 )? c 的 
左 子 树 和 右 子 树 是 什么 ? 





a) b) C) 
图 8 二 叉 树 TT 和 顶点 < 的 左 子 树 和 右 子 树 


解 d 的 左 子 是 +， 而 右 子 是 g。 在 图 8b 和 图 8c 中 分 别 显示 c 的 左 子 树 和 右 子 树 ，。 4 

与 图 的 情形 恰好 一 样 ， 不 存在 用 来 描述 树 、 有 根 树 、 有 序 根 树 和 二 又 树 等 的 标准 术语 。 出 
现 这 种 非 标准 的 术语 是 因为 在 计算 机 科学 里 大 量 地 使 用 树 ， 而 计算 机 科学 还 是 相对 年 轻 的 领 
域 。 当 磁 到 关于 树 的 术语 时 ， 读者 就 应 当 仔 细 地 核对 这 些 术 语 所 表示 的 意思 。 


7.1.2 树 作为 模型 

以 树 为 模型 的 应 用 领域 非常 广泛 ， 比 如 计算 机 科学 、 化 学 、 地 理学 、 植 物 学 和 心理 学 等 。 
下 面 将 描述 基于 树 的 各 种 模型 。 

吕 肝 ”饱和 碳 毛 化 合 物 与 树 ”图 可 以 用 来 表示 分 子 ， 其 中 用 顶点 表示 原子 ， 用 边 表示 原子 
之 间 的 化 学 键 。 英 国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 在 1857 年 发 现 了 树 ， 当 时 他 正在 试图 列举 形 如 C,H;,,， 
的 化 合 物 的 同 分 异 构 体 ， 它 们 都 被 称 为 饱和 碳 氨 化 合 物 。( 同 分 异 构 体 代 表 具 有 相同 化 学 式 但 
不 同化 学 性 质 的 化 合 物 。) 

在 饱和 碳 氧 化合物 的 图 模型 中 ， 用 度 为 4 的 顶点 表示 每 个 碳 原 子 ， 用 度 为 1 的 顶点 表示 每 
个 氢 原 子 。 在 形 如 C,H;,;; 的 化 合 物 的 表示 图 中 有 3z 十 2 个 项 点。 在 这 个 图 中 ,， 边 数 是 顶点 度 





数 之 和 的 一 半 。 因 此 ， 在 这 个 图 中 有 (4n 十 2n 十 2)/2= H 

3n 十 1 条 边 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 ， 而 且 边 数 比 顶点 数 ，_ |， 内 

少 1， 所 以 它 必然 是 树 ( 见 本 节 练 习 15)。 ] | | 
带 有 nn 个 度 为 4 的 顶点 和 2n 十 2 个 度 为 1 的 顶点 的 H 一 C 一 H ee 

非 同 构 的 树 表示 了 形 如 C, Hs,.s 的 不 同 的 同 分 异 构 体 。 ，_ 人 ， | ] | 

例如 ， 当 n==4 时 ， 恰 好 存在 2 个 这 种 类 型 的 不 同 的 同 | 际 一 心 :一 得 


分 异 构 体 (读者 需要 验证 ) 。 所 以 恰好 有 2 个 C,Hie 的 同 “人 | 

分 异 构 体 。 它们 的 结构 如 图 9 所 示 。 这 两 种 同 分 异 构 H 

体 称 为 丁 烷 和 异 丁 烷 。( 也 称 为 i- 丁 烷 或 甲 基 丙 烷 ) 4 本 烷 异 丁 烧 
表示 组 织 机 构 ”大 的 组 织 机 构 的 结构 可 以 用 a destin 

有 根 树 来 建 模 。 在 这 个 树 中 每 个 顶点 表示 机 构 里 的 一 个 职务 。 从 一 个 顶点 到 另外 一 个 顶点 的 边 

的 起 点 所 表示 的 人 是 终点 所 表示 的 人 的 (直接 ) 上 司 。 图 10 就 是 这 样 的 树 。 在 这 个 树 所 表示 的 组 织 

机 构 里 ， 硬 件 开发 主任 直接 为 研发 副 总 经 理工 作 。 这 个 树 的 根 是 表示 这 个 组 织 的 总 经 理 的 顶点 。 二 


总 经 理 


研发 部 副 总 经 理 市 场 部 副 总 经 理 服务 部 副 总 经 理 财务 部 副 总 经 理 
究 软件 开发 | | 硬件 开发 | | 销售 市 场 “| | 现场 运行 | | 材料 管理 ; 


图 10 一 家 计算 机 公司 的 组 织 机 构图 


计算 机 文件 系统 ”计算 机 存储 右 中 的 文件 可 以 组 织 成 目录 。 目 录 可 以 包含 文件 和 子 目 
录 。 根 目录 包含 整个 文件 系统 。 因 此 ， 文 件 系统 可 以 表示 成 有 根 树 ， 其 中 根 表 示 根 目录 ， 内 点 表示 
子 目录 ， 树 叶 表 示 文 件 或 空 目 录 。 在 图 11 中 显示 了 一 个 这 样 的 文件 系统 。 在 该 系统 中 ， 文 件 khr 属 
于 目录 je。( 注 意 文 件 的 链接 ， 同 一 个 文件 有 多 个 路 径 名 ， 会 导致 计算 机 文件 系统 中 有 回路 .) ”44 

树 形 连接 并 行 处 理 系 统 在 6.2 节 例 17 中 摘 述 了 多 种 并 行 处 理 的 互联 网 络 。 树 形 连 
接 网 络 是 把 处 理 顺 互相 连接 的 另外 一 种 重要 方式 。 表 示 这 样 的 网 络 的 图 是 完全 二 又 树 ， 即 一 个 
每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 二 叉 树 。 这 样 的 网 络 把 * 一 2 一 1 个 处 理 需 互 连 起 来 ， 其 中 上 是正 
整数 。 一 个 非 根 也 非 树 叶 的 顶点 v 所 表示 的 处 理 器 具有 三 个 双向 连接 ， 一 个 连接 通 向 v 的 父母 
所 表示 的 处 理 器 ， 两 个 连接 通 癌 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 右 。 根 所 表示 的 处 理 右 具有 两 个 双 
加 连接 ， 分 别 通 向 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 船 。 树 叶 所 表示 的 处 理 右 具有 一 个 双向 连接 ， 通 
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同性 的 父母 。 图 12 显示 了 一 个 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 。 


























根 为 根 目录 / 
f 内 点 为 目录 
bin tmp 
bin rje spool ls mall who junk 
ed nroff vi khr opr uucp 
printer file P, Pp P, Pp 
图 11 一 个 计算 机 文件 系统 图 12 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 


下 面 说 明 并 行 计算 是 如 何 使 用 树 形 连 接 网 络 的 。 具 体 地 说 ,说 明 图 12 中 的 处 理 器 如 何 用 3 
步 来 完成 8 个 数 的 相 加 。 第 一 步 ， 用 叫 将 轧 和 zs 相 加 、 用 P; 将 xz; 和 xz 相 加 、 用 P; 将 zx; 和 
xs 相 加 、 用 P; 将 x; 和 zs 相 加 。 第 二 步 ， 用 PP 将 到 十 zz 和 zs 十 zx 相 加 、 用 PP 将 zx; 十 x 和 
Zz1 十 Zs 相 加 。 第 三 步 , 用 Pi 将 吉 十 zs 十 z 十 zs 和 十 zi 十 zi 十 zs 相 加 。 这 种 方法 要 优 于 串 行 地 
将 8 个 数 相 加 所 需要 的 7 步 ， 串 行 的 步骤 是 依次 把 一 个 数 与 表 中 前 面 各 数 之 和 相 加 。 4 


7.1.3 树 的 性 质 
as has ss 本 之 则 ial 


a 3 i 

le 
Links》 人 

四 





证 明 将 用 数学 妇 缚 福来 壮 明 流 企 过 芽 、 村 莫 对 于 所 有 的 树 玉 说 ， 这 里 可 以 选择 一 个 树 根 
并 且 认 为 这 个 树 是 有 根 树 。 

基础 步骤 : 当 n 二 1 时， 有 n= 二 1 个 顶点 的 树 没有 边 。 所 有 对 于 n= 二 1 来 说 ， 定 理 为 真 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 有 上 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 一 1 条 边 ， 其 中 是 正 整 数 。 假 设 树 荆 有 
十 1 个 顶点 并 且 wv 是 TT 的 树叶 (w 必定 存在 ， 因 为 树 是 有 穷 的 ), 设 多 是 v 的 父母 ， 从 本 中 删除 
顶点 v 以 及 连接 w 和 w 的 边 ， 就 产生 有 上 个 顶点 的 树 T'， 因 为 所 得 出 的 图 还 是 连通 的 并 和 且 没有 
简单 回路 。 根 据 归 纳 假设 ， 开 有 & 一 1 条 边 。 所 以 工 有 & 条 边 ， 因 为 工 比 工 多 1 条 边 ， 即 连接 
v 和 w 的 边 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 司 

树 是 一 个 不 带 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 所 以 ， 当 G 是 一 个 含有 )7 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 由 定理 2 
可 知 ， 两 个 条 件 : 条 件 1，G 是 连通 的 ; 条 件 2，G 没有 简单 回路 。 这 两 个 条 件 蕴含 条 件 3，G 有 
?一 条 边 。 同 时 ， 当 条 件 1 和 条 件 3 成 立时 ， 条 件 2 也 一 定 成 立 ; 当 条 件 2 和 条 件 3 成 立时 ， 条 件 
1 也 一 定 成 立 。 也 就 是 说 ， 若 G 是 连通 的 ，G 有 7n 一 1 条 边 ， 则 G 没 有 简单 回路 ， 所 以 G 是 一 棵 树 
( 见 练习 15a)， 并 且 若 G 没 有 简单 回路 ， 并 且 G 有 "一 1 条 边 ， 则 G 是 连通 的 ， 所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 
练习 15b) 。 同 理 ， 当 条 件 1、2、3 中 的 两 个 成 立时 ， 第 三 个 也 一 定 成 立 ， 而 且 G 一 定 是 一 棵 树 。 

计算 满 m 叉 树 中 的 项 点数 ”如 定理 3 所 示 ， 带 有 指定 内 点 数 的 满 m 又 树 的 顶点 数 是 确定 
的 。 与 定理 芋 一 和 en 





过 二 pe en ee 
除了 根 之 外 还 有 mi 个 顶点 。 因 此 ， 该 树 含有 n= 二 mi 十 1 个 顶点 。 4 
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假定 TT 是 满 m 叉 树 。 设 ;是 该 树 的 内 点 数 ，! 是 树叶 数 。 一 旦 n、i 和 /7 中 的 一 个 已 知 ， 另 
cui -各 有 Le 下 





证 明 设 表示 顶点 数 ， py 表示 树叶 数 。 ET i 
1， 以 及 等 式 n= 二! 十 i( 这 个 等 式 为 真 ， 因 为 每 一 个 顶点 要 么 是 树叶 要 么 是 内 点 )， 就 可 以 证 明 本 
定理 的 所 有 三 个 部 分 。 这 里 证 明 (i) 。(i) 和 (iii) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

在 n= 二 mi 十 1 中 求解 i 得 出 i 二 (n 一 1)/m。 然 后 把 i 的 这 个 表达 式 代 入 等 式 n 二 1 十 i， 就 证 明 
{=n—i=n—(n—1)/m=|(mO—1)ntl ]/ za。 4 

例 9 说 明 如 何 使 用 定理 4。 

包皮 假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 。 要 求 收 到 信和 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 人。 有些 人 这 样 做 
了 ， 但 是 其 他 人 则 没有 寄 出 信 。 若 没有 人 收 到 超过 一 封 的 信 ， 而 且 若 读 过 信和 但 是 不 寄 出 它 的 人 数 超 
过 100 个 后 ， 连 环 信 就 终止 了 ， 那 么 包括 第 一 个 人 在 内 ， 有 多 少 人 看 过 信 ? 有 多 少 人 寄 出 过 信 ? 

解 ”可 以 用 4 又 树 表示 连环 信 。 内 点 对 应 于 寄 出 信 的 人 ， 而 树叶 对 应 于 不 寄 出 信 的 人 。 因 
为 有 100 个 人 不 寄 出 信 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 中 ， 树 叶 数 是 /==100。 因 此 ， 由 定理 4 的 (i 让 说 明 ， 
已 经 看 过 信和 的 人 数 是 n= 二 (4，100 一 1)/(4 一 1)= 二 133。 另 外， 内 点 数 是 133 一 100 王 33， 所 以 33 
个 人 寄 出 过 信 。 | 

平衡 的 m 叉 树 经常 需要 使 用 这 样 的 有 根 树 ， 它们 是 “平衡 的 ”， 本 
都 包含 大 约 相 同 长 度 的 通路 。 下 面 的 一 些 定 义 将 解释 这 个 概念 。 在 有 
根 树 中 顶点 %v 的 层 是 从 根 到 这 个 顶点 的 唯一 通路 的 长 度 。 根 的 层 定义 
为 0。 有 根 树 的 高 度 就 是 顶点 层 数 的 最 大 值 。 换 句 话 说 ， 有 根 树 的 层 
数 是 从 根 到 任意 顶点 的 最 长 通路 的 长 度 。 

时 求 图 13 所 示 的 有 根 树 中 每 个 顶点 的 层 数 。 这 棵 树 的 高 度 
是 多 少 ? 

解 根 a 在 0 层 上 。 顶 点 56、; 和 kk 都 在 1 层 上 。 顶 点 c、e、f 和 / 
都 在 2 层 上 。 顶 点 d、g、i、m 和 nn 都 在 3 层 上 。 最 后 ， 顶 点 及 在 4 屋 
上 。 因 为 任意 顶点 的 最 大 层 数 是 4， 所 以 这 棵 树 的 高 度 为 4。 人 

若 一 棵 高 度 为 hh 的 m 叉 树 的 所 有 树叶 都 在 h 层 或 h 一 1 层 ， 则 这 棵 树 是 平衡 的 。 

] 在 图 14 所 示 的 一 些 有 根 树 中 ， 哪 些 有 根 树 是 平衡 的 ? 

解 TT, 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 和 4 层 上 。 然 而 ，T, 不 是 平衡 的 ， 因 为 它 
有 树叶 在 2 层 、3 层 和 4 层 上 。 最 后 ，T 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 上 。 4 

在 m 叉 树 中 树叶 数 的 界 ”常常 用 到 mx 叉 树 中 树叶 数 的 上 界 。 定 理 5 用 m 叉 树 的 高 度 给 出 
了 一 个 这 样 的 界 。 














证 明 本 证 明 对 高 度 使 用 数学 归纳 法 。 首 先 ， 考虑 高 度 为 1 的 m 叉 树 。 这 些 树 都 是 由 一 个 
根 和 不 超过 m 个 孩子 所 组 成 的 ， 每 个 孩子 都 是 树叶 。 因 此 在 高 度 为 1 的 m 了 叉 树 中 有 不 超过 
m 三 m 个 树叶 。 这 是 归纳 论证 的 基础 步骤 。 

现在 假定 对 高 度 小 于 hh 的 所 有 m 叉 树 来 说 ， 这 个 结果 都 为 真 。 这 是 归纳 假设 。 设 工 是 高 
度 为 h 的 mx 叉 树 。 工 的 树叶 都 是 通过 删除 从 根 到 每 个 在 1 工 层 的 顶点 的 边 所 获得 的 工 的 子 树 的 树 
叶 ， 如 图 15 所 示 。 
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图 14 一 些 有 根 树 
这 些 子 树 的 高 度 都 小 于 或 等 于 h 一 1]。 所 以 根据 归纳 假设 ,每 个 这 样 的 有 根 树 都 至 多 有 


m” 个 树叶 。 因 为 最 多 有 m 棵 这 样 的 子 树 ， 每 个 子 树 最 多 有 mm 个 树叶 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 
中 最 多 有 mm， m= 二 mm 个 树叶 。 这 样 就 完成 了 归纳 论证 。 芭 


高 度 三 /1 高 度 志 h-1 高 度 夺 h-1 高 度 志 h-] 
的 第 1 的 第 2 的 第 3 的 第 m 
子 树 子 树 子 树 子 树 





图 15 证 明 的 归纳 步骤 


推论 1 若 一 棵 高 度 为 的 m 叉 树 带 有 /个 树叶 ， 则 有 三 [log,i|]。 若 这 棵 mm 又 树 是 满 的 和 平 
衡 的 ， 则 由 = 王 [log,/]( 这 里 使 用 向 上 取 整 函数 。[z] 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 ) 。 

证 明 从 定理 5 知道 /<m*。 取 以 m 为 底 的 对 数 就 证 明 log,,! 二 ih。 因为 有 是 整数 ， 所 以 有 
h 宇 [log,l1 ,现在 假定 这 棵 树 是 平衡 的 。 于 是 每 个 树叶 都 在 及 层 或 h 一 1 层 上 ， 而且 因为 树 的 高 度 为 
h， 所 以 在 h 层 至 少 有 一 个 树叶 。 所 以 必然 有 超过 mm ' 个 树叶 ( 见 本 节 练 习 30)。 因 为 /过 mw， 所 以 
2 二! 过 mw 。 在 这 个 不 等 式 中 取 以 m 为 底 的 对 数 就 得 出 h 一 1 二 log,! 二 h。 因 此 h=『log,/1。 


奇数 编号 练习 
1. 下 面 哪 些 图 是 树 ? 


1 eo sli densi ea 


日 “为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 (离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 原 书 第 8 版 )》( 预 计 2020 年 春季 出 版 ) 。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 11 章 ， 故 请 查阅 第 11 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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3. 回答 下 列 关 于 图 中 所 示 的 有 根 树 的 问题 。 





a) 哪 个 项 点 是 根 ? b) 哪 些 顶 点 是 内 点 ? c) 哪 些 顶 点 是 树叶 ? 
qd) 哪些 项 点 是 j 的 孩子 ? e) 哪 些 硕 点 是 及 的 父母 ? 人 哪些 顶点 是 o 的 兄弟 ? 
g) 哪 些 顶 点 是 m 的 祖先 ? hb) 哪 些 项 点 是 2 的 后 代 ? 


5. 练习 3 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整 数 mx 来 说 ， 是 否 是 满 r 叉 树 ? 
7. 练习 3 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 
9. 画 出 练习 3 中 的 树 以 下 列 顶点 为 根 的 子 树 。 
a)a b)e Ce 
11. a) 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 无 根 树 ? 
b) 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 有 根 树 (使 用 有 向 图 的 同 构 )? 
* 13. a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 无 根 树 ? 
b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 


汪 x 15. 设 G 是 带 有 个 顶点 的 简单 图 。 证明: 


a)G 是 树 当 上 且 仅 当 G 是 连通 的 并 且 有 一 1 条 边 。 
b)G 是 树 当 且 仅 当 G 没有 简单 回路 并 且 有 nn 一 1 条 边 。[ 提 示 : 为 了 证 明 当 G 没 有 简单 回路 并 且 有 一 
1 条 边 时 G 是 连通 的 ， 证明 G 不 能 有 多 于 1 个 的 连通 分 部 。] 

17. 带 有 10 000 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 

19. 带 有 1000 个 内 点 的 满 二 叉 树 有 多 少 条 边 ? 

21. 假定 1000 个 人 参加 象棋 巡回 赛 。 若 一 个 选手 输 掉 一 盘 就 遭 到 淘汰 ， 而 且 比 赛 进 行 到 只 有 一 位 参加 者 还 
没有 输 过 为 止 ， 则 利用 这 个 巡回 赛 的 有 根 树 模型 来 确定 为 了 决 出 冠军 必须 下 多 少 盘 棋 ( 假 定 没有 平局 ) 。 

23. 一 封 连环 信 开 始 时 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 10 个 人 。 要 求 每 个 人 寄 出 此 信 给 其 他 10 个 人 ,而 且 每 封 
信和 都 包含 该 连环 中 前 面 6 个 人 的 列表 。 除 非 表 中 不 足 6 个 名 字 ， 否 则 每 个 人 都 寄 一 美元 给 表 中 的 第 一 个 
人 ， 从 表 中 删除 这 个 人 的 名 字 ， 把 其 他 5 个 人 的 名 字 向 上 移动 一 位 ， 并 且 把 他 自己 的 名 字 插 入 到 表 的 末 
尾 。 若 没有 人 中 断 这 个 连环 ， 并 且 每 人 至 多 收 到 一 封 信 ， 则 这 个 连环 中 的 一 个 人 最 终 将 收 到 多 少 钱 ? 

* 25. 要 人 么 画 出 带 有 84 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 mm 叉 树 ， 其 中 m 是 正 整 数 ， 要 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 

一 棵 完全 m 叉 树 是 其 中 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 mr 又 树 。 

27. 构造 高 度 为 4 的 完全 二 又 树 和 高 度 为 3 的 完全 3 叉 树 。 

29. 证 明 : 
a) 和 定理 4 的 1 b) 定 理 4 的 iii 

31. 在 包含 总 共 n 个 顶点 的 1 棵 树 的 森林 中 有 和 多少 条 边 ? 

33. 下 面 的 饱和 碳 氢 化 合 物 有 多 少 种 不 同 的 同 分 异 构 体 ? 


a)Ci Hs byCs Hi yO Hn 
35. 对 表示 计算 机 文件 系统 的 有 根 树 ， 回 答 与 练习 34 所 给 的 那些 相同 的 问题 。 
37. 设 n 是 2 的 帘 。 证明; 可 以 用 nn 一 1 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 在 log n 步 中 求 出 nn 个 数 之 和 。 
无 根 树 中 顶点 的 离心 度 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 若 在 树 中 没有 其 他 顶点 比 一 个 顶点 
的 离心 度 更 小 ， 则 这 个 顶点 就 称 为 中 心 。 在 练习 39 一 41 中 ， 求 每 一 个 所 给 树 的 中 心 。 
41. a p 





水 


43. 证 明 : 树 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 

有 根 的 斐 波 那 契 树 T, 是 以 下 面 的 方式 递归 地 定义 的 。Ti 和 TT， 都 是 包含 单个 顶点 的 有 根 树 ， 而 对 7 一 3， 

4，… 来 说 ， 都 是 由 一 个 根 以 及 以 Ti-i 作 为 其 左 子 树 并 且 以 Ti-z 作 为 其 右 子 树 来 构造 出 的 有 根 树 了 。 

45. 画 出 前 7 个 有 根 的 整流 那 契 树 。 

47. 下 面 这 个 使 用 数学 归纳 法 的 “证 明 ” 错 在 什么 地 方 ? 命题 : 有 nn 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 长 度 为 n 一 1 的 
通路 。 基 础 步骤 : 有 1 个 顶点 的 每 棵 树 显然 有 长 度 为 0 的 通路 。 归 纳 步 又 : 假设 有 nn 个 顶点 的 树 有 长 
度 为 n 一 1 的 通路 ， 且 这 个 通路 以 作为 终点 。 加 入 顶点 和 从 wu 到 v 的 边 。 所 得 出 的 树 有 十 1 个 顶 
点 并 且 有 长 度 为 n 的 通路 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 


7.2 树 的 应 用 
7.2.1 引言 

下 面 将 要 运用 树 来 讨论 三 个 问题 。 第 一 个 问题 是 : 应 当 如 何 对 列表 里 的 元 素 进行 排序 ， 以 便 可 
以 容易 地 找到 元 素 的 位 置 ? 第 二 个 问题 是 : 为 了 在 某 种 类 型 的 一 组 对 象 里 找 出 带 有 某 种 性 质 的 对 
象 ， 应 当做 出 一 系列 什么 样 的 决策 ? 第 三 个 问题 是 : 应 当 如 何 用 比特 串 来 有 效 地 编码 一 组 字符 ? 


7.2.2 二 叉 搜 索 树 
Links》 在 列表 里 搜索 一 些 元 素 ， 是 计算 机 科学 的 一 项 重要 任务 。 主 要 目标 是 实现 一 个 搜索 算法 ， 

当 元 素 都 完全 排序 时 ， 这 个 算法 能 有 效 地 找 出 元 素 。 这 个 任务 可 以 通过 使 用 二 叉 搜索 树 来 完 
成 ， 二 又 搜 索 树 是 一 种 二 又 树 ， 其 中 任何 顶点 的 每 个 孩子 都 指定 为 右 子 或 左 子 ,没有 顶点 有 超 
过 一 个 的 右 子 或 左 子 ， 而 且 每 个 顶点 都 用 一 个 关键 字 来 标记 ， 这 个 关键 字 是 各 元 素 中 的 一 个 。 
男 外 ， 这 样 指定 项 点 的 关键 字 ， 使 得 项 点 的 关键 字 不 仅 大 于 它 的 左 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 
字 ， 而 且 小 于 它 的 右 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 。 

这 个 递归 过 程 用 来 形成 元 毒 列表 的 二 又 搜索 树 。 从 只 包含 一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开始 。 指 定 列表 
中 第 一 个 元 素 作 为 这 个 根 的 关键 字 。 为 了 添加 新 的 元 素 ， 首 先 比较 它 与 已 经 在 树 中 的 顶点 的 关键 
字 ， 从 根 开 始 ， 若 这 个 元 素 小 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 左 子 ， 则 向 左 移 动 ， 若 这 个 元 
素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 右 子 ， 则 向 右 移动 。 当 这 个 元 素 小 于 所 比较 顶点 的 关键 
字 而 且 这 个 顶点 没有 左 子 时 ， 就 插 人 以 这 个 元 素 作 为 关键 字 的 一 个 新 项 点， 并 把 新 项 点 作为 这 个 项 
点 的 左 子 。 同 理 ， 当 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 右 子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 
素 作为 关键 字 的 一 个 新 顶点， 并 把 新 顶点 作为 这 个 顶点 的 右 子 。 用 例 1 来 说 明 这 个 过 程 。 

构造 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 树 (用 字母 顺序 ): mathematics、physics、geography、 
zoology、meteorology、geology、psychology 和 chemistry。 

解 图 1 显示 了 构造 这 个 二 又 搜索 树 所 用 的 步 又。 单词 mathematics 是 根 的 关键 字 。 因 为 
physics 是 在 mathematics 之 后 (按照 字母 顺序 )， 所 以 给 根 添 加 带 关 键 字 physics 的 右 子 。 因 为 
geography 是 在 mathematics 之 前 ， 所 以 给 根 添 加 带 关 键 字 geography 的 左 子 。 下 一 步 ， 给 带 关 键 
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字 physics 的 项 点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 zoology， 因 为 zoology 是 在 mathematics 之 后 且 
在 physics 之 后 。 同 理 ， 给 带 关键 字 physics 的 顶点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 meteorology。 
给 市 天 键 字 geography 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 geology。 给 带 关键 字 zoology 的 顶 
点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 psychology。 给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 左 子 ， 并且 给 
其 指定 关键 字 chemistry( 读 者 应 当 完 成 在 每 步 上 所 需 的 所 有 比较 ) 。 a 


pe Mathematics Mathematics Mathematics 


Physics 
Physics Geography Physics Geography 


Zoology 


Zoology > Mathematics 
Physics > Mathematics Geography < Mathematics Zoology > Physics 


Mathematics Mathematics Mathematics Mathematics 
Geography 
Physics Physics 
Geography 

Geology FO 
Meteorology Zoology Meteorology 


Psychology Meteorology Psychology 
Psychology > Mathematics 


Meteorology > Mathematics Geology < Mathematics Psychology > Physics Chemistry < Mathematics 
Meteorology < Physics Geology > Geography Psychology < Zoology Chemistry < Geography 





图 1 构造 二 又 搜索 树 


一 旦 建立 了 二 又 搜索 树 ， 就 需要 一 种 在 二 又 搜 索 树 中 查找 元 素 的 方法 ， 以 及 添加 新 元 素 的 
方法 。 算 法 1 是 插 和 算法， 尽管 看 上 去 它 只 是 在 二 又 搜索 树 上 添加 新 顶点 ， 但 实际 上 它 可 以 完成 
上 面 提 到 的 两 个 任务 。 也 就 是 说 ， 如 有 果 元 素 工 作 在 ， 算 法 1 可 以 在 二 又 搜索 树 中 查找 该 元 素 Zi 
如 果 元 素 x 不 存在 ， 也 可 以 添加 该 元 素 zx。 在 下面 的 伪 代 码 中 ,wv 是 当前 正在 查看 的 项 点 ， 
label(v) 是 该 项 点 的 关键 字 。 算 法 从 根 开始 查看 。 如 果 w 的 关键 字 等 于 zx， 那么 算法 就 找到 了 zx 的 
位 置 并 结束 ; 如 果 工 比 v 的 关键 字 小 ， 就 向 v 的 左 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 ; 如 果 xz 比 wv 的 关 
键 字 大 ， 就 向 v 的 右 子 项 点 移动 并 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 任何 一 步 ， 要 移动 到 的 子 顶 点 并 不 存在 ， 
那么 就 知道 在 这 棵 二 又 搜索 树 中 没有 zx， 然后 就 添加 一 个 以 z 为 关键 字 的 项 点 作为 这 个 子 顶点 。 


算法 1 在 二 又 搜 索 树 中 查找 或 添加 一 个 元 素 
procedure insertion( 工 ， 二 义 搜 索 树 ，x: 元 素 ) 
v :一 了 的 根 
{ 一 个 不 在 工 中 具有 值 null 的 顶点 } 
while vw 天 null 并 且 label(vw) 关 x 
if x=label(w)then 
if wv 的 左 子 关 null then v :二 vv 的 左 子 


else 添加 新 顶点 作为 v 的 左 子 并 且 设 置 v :二 null 
else 
if wv 的 右 子 了 关 null then wv :二 vv 的 右 子 
else 给 工 添 加 新 顶点 作为 的 右 子 并 且 设 置 v :二 null 
if 本 的 根 二 null then 给 树 添 加 顶点 vv 并 且 用 zz 标记 人 它 
else 让 为 null 或 label(v) 关 x then 用 之 标记 新 顶点 vw 
return v(v 二 工 的 位 置 } 
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例 2 说 明了 如 何 使 用 算法 1 在 二 又 搜索 树 中 插 人 一 个 新 元 素 。 

运用 算法 1 在 例 1 的 二 又 搜索 树 中 插入 oceanography 这 个 词 。 

解 ” 算 法 1 从 vv 开始 ,wv 等 于 本 的 根 项 点 ， 是 当前 查看 的 项 点 。 因 此 label(v) 三 mathematics。 

因为 v 关 null， 日 label(w) = 二 mathematics 过 oceanography， 所 以 接 下 来 就 查看 根 的 右 子 顶 
点 。 右 子 存在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 右 子 。 这 一 步 , 有 v 关 null, 且 label(w)= 
physics 盖 oceanography， 所 以 要 查看 v 的 左 子 。 左 子 存在 ， 因 此 和 置 当 前 查看 的 顶点 vv 等 于 这 个 
左 子 。 在 这 一 步 ， 有 v 关 null， 且 label(wv) 二 metereology 过 oceanography， 所 以 试图 查看 wv 的 右 
子 。 但 是 ， 这 个 右 子 并 不 存在 ， 所 以 添加 一 个 新 的 项 点 作为 v 的 右 子 (此 时 就 是 关键 字 为 
oceanography 的 顶点 )， 然 后 置 v: 二 null, 因 为 v 二 null， 所 以 现在 跳出 了 while 循环 。 因 为 工 的 根 不 是 
null 而 v 二 null， 所 以 使 用 算法 结束 处 的 else 证 语句 让 新 顶点 以 oceanography 为 关键 字 。 4 

现在 我 们 来 确定 这 个 过 程 的 计算 复杂 度 。 假 定 有 7 个 元 素 的 列表 的 二 叉 搜索 树 TT。 可 以 从 
TT 这 样 构造 一 个 满 二 又 树 U: 在 必要 时 添加 无 标记 的 项 点， 使 得 每 个 带 关键 字 的 项 点 都 有 两 个 
孩子 。 这 个 做 法 在 图 2 里 说 明 。 一旦 这 样 做 了 ， 就 容易 找 出 新 元 素 的 位 置 ， 或 者 添加 新 元 素 作 
为 关键 字 而 不 添加 顶点 。 

U 


未 标记 的 顶点 加 了 国 菇 
图 2 添加 无 标记 顶点 以 得 到 一 个 满 二 叉 搜索 树 


添加 一 个 新 元 素 所 需要 的 最 多 比较 次 数 ， 等 于 在 U 中 从 根 到 树叶 的 最 长 通路 的 长 度 。U 的 
内 点 都 是 工 的 项 点。 所 以 U 有 个 内 点 。 现 在 可 以 利用 7.1 节 定 理 4 的 部 分 ii) 来 得 出 U 有 
n 十 1 个 树叶 。 利 用 7.1 节 的 推论 1， 可 以 看 出 U 的 高 度 大 于 或 等 于 hh 二 [log(n 十 1)|。 所 以 ， 为 
了 添加 某 个 元 素 ， 必 须 至 少 执行 | log(z 十 1)1 次 比较 。 注 意 佑 U 是 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 是 
[log(z 十 1)1( 根 据 7. 1 节 的 推论 1) 。 因 此 ， 若 二 又 搜索 树 是 平衡 的 ， 则 确定 一 个 元 素 的 位 置 或 
者 添加 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 不 超 过 |log(z 十 1)1 次 。 当 给 二 又 搜索 树 添 加 一 些 元 素 时 ， 该 
树 可 能 变 得 不 平衡 。 因 为 平衡 的 二 又 搜索 树 给 出 二 又 搜 索 的 最 优 的 最 坏 情形 复杂 度 ， 所 以 添加 
元 素 时 重新 平衡 二 又 搜索 树 的 算法 已 经 设计 出 来 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 关于 数据 结构 的 参考 
文献 来 了 解 这 些 算法 。 


7.2.3 决策 树 

有 根 树 可 以 用 来 为 一 系列 决策 求解 问题 建立 模型 。 例 如 ， 二 又 搜索 树 可 以 用 来 基于 一 系列 
比较 来 找 出 元 素 的 位 置 ， 其 中 每 次 比较 都 说 明 是 否 已 经 找到 了 元 素 的 位 置 ， 或 者 是 否 应 当 闪 右 
或 向 左 进入 子 树 。 其 中 每 个 内 点 都 对 应 着 一 次 决策 ， 这 些 顶 点 的 子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 
能 结果 ， 这 样 的 有 根 树 称 为 决策 树 。 问 题 的 可 能 解 对 应 着 这 个 有 根 树 中 通 向 树叶 的 通路 。 例 3 
说 明了 决策 树 的 一 个 应 用 。 

假定 有 重量 相同 的 7 枚 硬币 和 重量 较 轻 的 一 枚 伪 币 。 为 了 用 一 架 天 平 确定 这 8 枚 硬 
币 中 哪个 是 伪 币 ， 需 要 多 少 次 称 重 ? 给 出 找 出 这 个 伪 币 的 算法 。 
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解 ”在 天 平 上 每 次 称 重 结果 有 三 种 可 能 性 。 分 别 是 : 两 个 托盘 有 相同 的 重量 ， 第 一 个 托盘 
较 重 ， 或 第 二 个 托盘 较 重 。 所 以 ， 称 重 序列 的 决策 树 是 3 元 树 。 在 决策 树 中 至 少 有 8 个 树叶 ， 
因为 有 8 种 可 能 的 结果 (因为 每 枚 硬币 都 可 能 是 较 轻 的 伪 币 )， 而 且 每 种 可 能 的 结果 必须 至 少 用 
一 个 树叶 来 表示 。 确 定 伪 币 所 需要 的 最 大 称 重 次 数 是 决策 树 的 高 度 。 从 7. 1 节 的 推论 1 得 出 决 
策 树 的 高 度 至 少 是 [logs81 二 2。 因 此 ， 至 少 需要 两 次 称 重 。 

用 两 次 称 重 来 确定 伪 币 是 可 行 的 。 说 明 如 何 这 样 做 的 决策 树 如 图 3 所 示 。 | 

基于 比较 的 排序 算法 的 复杂 度 已 经 开发 了 许多 不 同 的 排序 算法 。 为 了 确定 一 个 有 具体 的 排 
序 算法 是 否 有 效 ， 就 要 确定 这 个 算法 的 复杂 度 。 用 决策 树 作为 模型 ， 可 以 求 出 基于 二 元 比较 的 
排序 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 下 界 。 

可 以 用 决策 树 为 排序 算法 建立 模型 并 且 确 定 对 这 些 算 法 的 最 坏 情形 复杂 度 的 佑 计 。 注 意 给 
定 nn 个 元 素 ， 这 些 元 素 有 n! 种 可 能 的 排序 ， 因 为 这 些 元 素 的 n! 种 排列 中 的 每 一 个 都 可 以 是 正 
确 的 顺序 。 本 书 研究 的 排序 算法 以 及 最 常用 的 排序 算法 都 基于 二 元 比较 ， 即 一 次 比较 两 个 元 素 。 
每 次 这 样 的 比较 都 缩小 了 可 能 的 顺序 集合 。 而 且 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 可 以 表示 成 二 又 决 
策 树 ， 其 中 每 个 内 点 表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 。 每 个 树叶 表示 n 个 元 素 的 n! 种 排列 中 的 一 种 。 

DOO @ OO 





入 轻 四 四 平衡 加 日 回 天 


人 Ne | 加 较 双 ”平衡 z 较 轻 ， “加 较 轻 ”平衡 @ 较 轻 “| 加 较 轻 本 和 一 


@O 不 可 能 @® 
区 找 出 伪 币 位 置 的 决策 树 。 每 种 最 终结 果 的 下 面 一 pe 


图 4 显示 了 给 列表 a、b、c 里 的 元 素 排 序 的 决策 树 。 4 


a>c a<c b>c b<c 


me) Cosarhe Loie ls hepag 


b>c b<cec a>c a<c 


图 4 对 3 个 不 同 元 素 进 行 排序 的 决策 树 


基于 二 元 比较 的 排序 的 复杂 度 是 用 二 元 比较 的 次 数 来 度量 的 。 排 序 有 个 元 素 的 列表 所 需 
要 的 最 多 比较 次 数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 所 用 的 最 多 比较 次 数 等 于 表示 这 个 排 
序 过 程 的 决策 树 里 的 最 长 通路 长 度 。 换 句 话 说 ， 所 需要 的 最 多 比较 次 数 等 于 这 个 决策 树 的 高 
度 。 因 为 带 n! 个 树叶 的 二 叉 树 的 高 度 至 少 是 logn! 1( 利 用 7. 1 节 推 论 1)， 所 以 如 定理 1 所 说 ， 
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至 少 需 要 [logn! | 次 比较 。 





可 以 用 定理 1 给 出 基于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计 。 注 意 到 [logn! 1 是 
Bln log nn) ， 这 是 算法 的 计算 复杂 度 经 常 使 用 的 一 个 参照 函数 。 推 论 1 是 这 个 估计 的 结果 





推论 1 的 一 个 结论 是 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 在 最 坏 情 形 下 使 用 B@(n log n) 次 比较 来 排 
序 n 个 元 素 ， 其 他 这 类 算法 都 没有 更 好 的 最 坏 情 形 复杂 度 ， 在 这 个 意义 下 ， 基 于 二 元 比较 的 排 
序 算法 是 最 优 的 。 可 以 看 出 ， 在 这 个 意义 下 归并 排序 算法 是 最 优 的 。 
对 于 排序 算法 的 平均 情形 复杂 度 也 可 以 证 明 类 似 的 结果 。 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 的 
平均 比较 次 数 是 表示 这 个 排序 算法 的 决策 树 中 的 平均 树叶 深度 。 根 据 7. 1 节 练 习 48 知道 ， 有 
个 顶点 的 二 叉 树 的 平均 树叶 深度 是 Q (log N)。 当 令 N= 二 nl 并 且 注 意 因 为 log n! 是 
Bl(n log n)， 所 以 是 Q(log n1) 的 函数 也 是 Q(n log n) 时 ， 就 会 得 出 下 面 的 估计 。 





7.2.4 前 缀 人 码 

考虑 这 样 的 问题 : 用 比特 串 来 编码 英语 字母 表 里 的 字母 (其 中 不 区 分 小 写 和 大 写字 母 ) 。 可 
以 用 长 度 为 5 的 比特 串 来 表示 每 个 字母 ， 因 为 只 有 26 个 字母 而 且 有 32 个 长 度 为 5 的 比特 串 。 
当 每 个 字母 都 用 5 位 来 编码 时 ， 用 来 编码 数据 的 总 位 数 是 5 乘 以 文本 中 的 字符 数 。 有 没有 可 能 
找 出 这 些 字母 的 编码 方案 ， 使 得 在 编码 数据 时 使 用 的 位 数 更 少 ? 若 可 能 ， 那 么 就 可 以 节省 存储 
空间 而 且 缩 短 传 输 时 间 。 

考虑 用 不 同 长 度 的 比特 串 来 编码 字母 。 较 短 的 比特 串 用 来 编码 出 现 较 频繁 的 字母 ， 较 长 的 
比特 串 用 来 编码 不 经 党 出 现 的 字母 。 当 用 可 变 长 的 位 数 来 给 字母 编码 时 ， 就 必须 用 某 种 方法 来 
确定 每 个 字母 的 在 何 处 开始 和 结束 。 例 如 ， 若 把 e 编码 成 0， 把 a 编码 成 1， 而 把 上 t 编 码 成 01， 
则 比特 串 0101 可 能 对 应 着 eat、tea、eaea 或 tt。 

为 了 保证 没有 比特 串 对 应 着 多 个 字母 的 序列 ， 可 以 令 一 个 字母 的 比特 串 永 远 不 出 现在 另 一 
个 字母 的 比特 串 的 开头 部 分 。 具 有 这 个 性 质 的 编码 称 为 前 缀 码 。 例 如 ， 把 e 编码 成 0、 把 a 编 
人 码 成 10、 而 把 t 编码 成 11 et 从 编码 一 个 单词 的 字母 的 唯一 比特 串 可 以 恢复 
这 个 单词 。 例 如 ， 串 10110 是 ate 的 编码 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 开 
始 的 1 不 表示 一 个 字符 ， 但 是 10 表示 a( 并 且 它 不 可 能 是 另 一 个 字母 的 
比特 串 的 开始 部 分 )。 然 后 ， 下 一 个 1 不 表示 一 个 字符 ， 但 是 11 表示 
t。 最 后 一 位 0 表示 e。 

前 缀 码 可 以 用 二 又 树 来 表示 ， 其 中 字符 是 树 中 树叶 的 标记 。 Co 
边 也 被 标记 ， 使 得 通 回 左 子 的 边 标 记 为 0 而 通 向 右 子 的 边 标 记 为 1。 
来 编码 一 个 字符 的 比特 串 是 在 从 根 到 以 这 个 字 i 
一 通路 上 标记 的 序列 。 例 如 ， 图 5 中 的 树 表 示 把 @ 编码 成 0， 把 a 编码 
成 10， 把 t 编 码 成 110， 把 n 编码 成 1110 和 把 s 编码 成 1111。 

表示 编码 的 树 可 以 用 来 解码 比特 串 。 例 如 ， 考 虑 一 个 用 图 5 中 的 
编码 编 成 11111011100 的 单词 。 这 个 比特 串 可 以 这 样 解码 ; 从 根 开始 ， 图 5 表示 前 级 码 
用 比特 序列 来 形成 一 条 到 树叶 为 止 的 通路 。 每 个 0 都 使 得 通路 向 下 到 的 二 丸 树 
达 通 向 通路 中 最 后 一 个 顶点 的 左 子 的 边 ， 而 每 个 1 都 对 应 到 最 后 一 个 顶点 的 右 子 。 所 以 ,开头 
的 1111 对 应 这 样 的 通路 : 从 根 开 始 ， 向 右前 进 四 次 ， 到达 以 s 作为 标记 的 树叶 ， 因 为 1111 是 
s 的 编码 。 从 第 五 位 继续 进行 ， 在 向 右 再 向 左 之 后 ， 就 到 达 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 到 以 a 作为 
标记 的 顶点 ， 它 的 编码 是 10。 从 第 七 位 开始 ， 在 向 右 三 次 然后 向 左 之 后 ,访问 到 了 标记 为 n， 





奉 345 


编码 为 1110 的 顶点 。 最 后 ， 末 位 0 指向 用 e 标 记 的 树叶 。 因 此 ， 原 来 的 单词 是 sane。 

可 以 从 任何 二 叉 树 来 构造 一 个 前 缀 码 ， 其 中 每 个 内 点 的 左边 都 用 0 标记 ， 而 右边 都 用 1 标 
记 ， 树叶 都 用 字符 标记 。 字 符 都 用 从 根 到 这 个 树叶 的 唯一 通路 中 的 边 的 标记 所 组 成 的 比特 串 来 
编码 。 

哈 夫 曼 编 码 ”现在 介绍 一 种 算法 ,这 种 算法 用 一 个 字符 串 中 符号 的 出 现 频率 ( 即 出 现 概率 ) 
作为 输入 ， 并 产生 编码 这 个 字符 串 的 一 个 前 级 码 作 为 输出 ,在 这 些 符号 的 所 有 可 能 的 二 叉 前 缀 
码 中 ， 这 个 编码 使 用 最 少 的 位 。 这 个 所 谓 哈 夫 曼 编 码 的 算法 是 大 卫 ， 哈 夫 曼 于 1951 年 做 麻 省 
理工 学 院 的 研究 生 时 发 表 在 一 篇 学 期 论文 中 的 。( 注 意 ， 这 个 算法 假定 已 知 字符 串 中 每 个 符号 
出 现 多 少 次 ， 所 以 可 以 计算 每 个 符号 的 出 现 频率 ， 方法 是 用 这 个 符号 出 现 的 次 数 除 以 这 个 字符 
串 的 长 度 。) 哈 夫 曼 编码 是 数据 压缩 中 的 基本 算法 ， 数 据 压 缩 的 目的 在 于 减少 表示 信息 所 需要 的 
位 数 。 哈 夫 曼 编码 广泛 用 于 压缩 表示 文本 的 比特 串 ， 并 且 在 压缩 视频 和 图 像 文 件 方面 也 起 到 重 
要 作用 。 

算法 2 给 出 了 哈 夫 曼 编码 算法 。 给 定 符号 及 其 频率 ， 目 标 是 构造 一 个 有 根 的 二 叉 树 ， 其 中 
符号 是 树叶 的 标记 。 算 法 从 只 含有 一 个 顶点 的 一 些 树 构成 的 森林 开始 ， 其 中 每 个 顶点 有 一 个 符 
号 作为 标记 ， 并 且 这 个 顶点 的 权 就 等 于 所 标记 符号 的 频率 。 在 每 一 步 ， 都 把 具有 最 小 总 权 值 的 
两 个 树 组 合成 一 个 单独 的 树 ， 方 法 是 引入 一 个 新 的 根 ， 把 具有 较 大 的 权 的 树 作 为 左 子 树 ， 把 具 
有 较 小 的 权 的 树 作 为 右 子 树 。 为 外 ， 把 这 个 树 的 两 个 子 树 的 权 之 和 作为 这 个 树 的 总 权 值 。( 虽 
然 可 以 规定 在 具有 相同 的 权 的 树 之 间 进 行 选择 以 打破 平局 的 过 程 ， 但 是 这 里 将 不 具体 指定 这 样 
的 过 程 。) 当 构造 出 了 一 个 树 ， 即 森林 缩小 为 单个 树 时 ， 算 法 就 停止 ，。 


算法 2 哈 夫 曼 编码 


procedure Huffman(C: 具有 频率 tw 的 符号 cj ，i= 王 1，2，…，7) 
FF: 二 nn 个 有 根 树 的 森林 ， 每 个 有 根 树 由 单个 顶点 a, 组 成 并 且 赋 权 w， 
while 下 不 是 树 


把 下 中 满足 w(T) 宇 w(T ) 的 权 最 小 的 有 根 树 工 和 T 换 成 具有 新 树 根 的 一 个 树 ， 
这 个 树 根 以 工作 为 左 子 树 并 且 以 工作 为 右 子 树 。 
用 0 标记 树 根 到 T 的 新 边 ， 并 且 用 1 标记 树 根 到 全 的 新 边 。 
把 w(T) 十 wT ) 作 为 新 树 的 权 。 
{符号 a; 的 哈 夫 曼 编 码 是 从 树 根 到 a; 的 唯一 通路 上 的 边 的 标记 的 连接 ) 


例 5 说 明 如 何 用 算法 2 来 对 6 个 符号 进行 编码 。 

用 哈 夫 曼 编 码 来 编码 下 列 符号 ， 这 些 符号 具有 下 列 频率 : A : 0.08, B:0.10, C: 
0.,.12,，D: 0.15, 玉 :0.20,，F :0.35。 编 码 一 个 字符 串 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

解 图 6 表示 了 编码 这 些 符 号 所 用 的 步骤 。 所 产生 的 编码 为 : A 是 111,，B 是 110, C 昨 
011, D 是 010, E 是 10, 上 是 00。 使 用 这 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 用 的 平均 位 数 是 

3。0. 08 十 3。0. 10 十 3。0. 12 十 3。0. 15 十 2。0. 20 十 2。0. 35 一 2. 45 4 

注意 哈 夫 曼 编 码 是 贪心 算法 。 在 每 一 步 蔡 换 具有 最 小 权 值 的 两 棵 树 ， 在 没有 任何 二 又 前 缀 
码 能 使 用 更 少 的 比特 来 编码 这 些 符号 的 情况 下 ， 这 样 做 就 导出 了 最 优 编 码 。 在 本 节 末 把 哈 夫 晶 
编码 是 最 优 的 证 明 留 作 练习 32 。 

哈 夫 曼 编 码 有 许多 变种 。 例 如 ， 不 编码 单个 符号 ， 可 以 编码 指定 长 度 的 符号 块 ， 比 如 两 个 
符号 的 块 。 这 样 做 有 可 能 减少 编码 这 个 字符 串 所 需要 的 位 数 ( 参 看 本 节 练 习 30) 。 也 可 以 用 两 
个 以 上 的 符号 来 编码 这 个 符号 串 中 的 原始 符号 (参看 本 节 练 习 28 的 前 导 文 )。 另 外 ， 当 事先 不 
知道 一 个 字符 串 中 每 个 符号 的 频率 时 ， 可 以 使 用 一 种 变种 ， 即 所 谓 的 自 适应 哈 夫 曼 编码 (参见 
LSsa00j) ， 使 得 在 读 这 个 字符 串 的 同时 来 进行 编码 。 
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7.2.5 博弈 树 

可 以 用 树 来 分 析 某 些 类 型 的 游戏 ， 比 如 井 字 游戏 、 取 石子 游戏 、 跳 棋 和 和 象棋。 在 每 一 种 游 
戏 中 ， 两 个 选手 轮流 进行 移动 。 每 个 选手 知道 男 一 个 选手 的 移动 并 且 游 戏 不 存在 偶然 因素 。 使 
用 博弈 树 为 这 样 的 游戏 建立 模型 ， 这 些 树 的 顶点 表示 当 游 戏 进行 时 游戏 所 处 的 局 面 ， 边 表示 在 
这 些 局 面 之 间 合 乎 规则 的 移动 。 由 于 博弈 树 常 常 很 大 ， 所 以 通过 用 同一 个 顶点 表示 所 有 对 称 的 局 
面 来 简化 博弈 树 。 但 是 ， 如 果 一 个 游戏 的 不 同 移动 序列 导致 同一 个 局 面 ， 则 可 以 用 不 同 的 顶点 来 表 
示 这 个 局 面 。 根 表示 起 始 的 局 面 。 通 常 的 约定 是 用 方 框 表 示 偶 数 层 的 顶点 并 且 用 圆圈 表示 奇数 层 的 
顶点 。 当 游戏 处 在 偶数 层 顶点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 一 个 选手 移动 。 当 游戏 处 在 奇数 层 顶 点 所 
表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 二 个 选手 移动 。 博 弈 树 所 表示 的 游戏 可 以 永远 不 结束 ， 比 如 进入 了 无 穷 特 
环 ， 因 此 博弈 树 可 以 是 无 穷 的 ， 但 是 对 于 大 多 数 游 戏 来 说 ， 都 存在 一 些 规则 导致 有 穷 的 博弈 树 。 

博弈 树 的 树叶 表示 游戏 的 终局 。 给 每 个 树叶 指定 一 个 值 ， 表 示 游 戏 在 这 个 树叶 所 代表 的 局 
面 终 止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 用 1 来 标记 圆圈 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 
第 一 个 选手 获胜 ， 用 一 1 来 标记 方 框 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 第 二 个 选手 获胜 。 对 于 允许 平局 
的 游戏 ， 用 0 来 标记 平局 所 对 应 的 终结 项 点。 注意 ， 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 为 终结 顶点 指定 
值 ， 这 个 值 越 高 ， 第 一 个 选手 的 结局 就 越 好 。 





0.08 0.10 0.12 0.15 0.20 0.35 最 初 
多 多 证 SS 最 二 
A B C D E F 的 森林 
0.12 0.15 0.18 0.20 0.35 第 1 步 
二 贫 EE 
C D 0 
B A 
0.18 0.20 第 2 步 
/NN 
B A 
0.27 0.35 第 3 步 
Nn 
D 
第 4 步 
第 5 步 





图 6 例 5 中 符号 的 哈 夫 曼 编 码 


例 6 展示 了 一 个 非常 著名 的 和 经 过 深入 研究 的 游戏 的 博弈 树 

包罗 取石 子 游戏 取石 子 游戏 是 这 样 的， 在 游戏 的 开始 ， 有 几 堆 石子 。 两 个 选手 轮流 移 
动 石 子 ， 合 法 的 移动 包括 从 其 中 一 堆 取 走 一 块 或 多 块 石 子 ， 而 不 去 移动 其 余 的 所 有 石子 。 不 能 
进行 合法 移动 的 选手 告 负 。( 也 可 以 规定 取 走 最 后 一 块 石子 的 选手 告 负 ， 因 为 不 允许 没有 石子 
堆 的 局 面 .) 图 7 所 示 的 博弈 树 表示 了 这 种 形式 的 给 定 开 局 的 取石 子 游戏 ， 其 中 有 3 堆 石 子 ,分 
别 包 含 2 块 、2 抉 和 1 块 石子 。 用 不 同 堆 中 石子 数 的 无 序 表 来 表示 每 个 局 面 ( 堆 的 顺序 无 关 紧 
要 )。 第 一 个 选手 的 初始 移动 可 以 导致 3 种 可 能 的 局 面 ， 因 为 这 个 选手 可 以 从 有 2 块 石子 的 堆 
中 取 走 1 块 石子 ( 留 下 包含 1 块 、1 块 和 2 块 石子 的 3 堆 )， 可 以 从 包含 2 块 石子 的 堆 中 取 走 2 
块 石子 ( 留 下 包含 2 块 和 1 块 石子 的 2 堆 ), 或 者 从 包含 1 块 石 子 的 堆 中 取 走 1 块 石 子 ( 留 下 包含 
2 抉 石子 的 2 堆 )。 当 只 剩 下 包含 1 块 石子 的 1 堆 时 ， 就 不 可 能 进行 合法 移动 了 ， 所 以 这 样 的 局 
面 就 是 终局 。 由 于 取石 子 游戏 是 非 胜 即 负 的 游戏 ， 所 以 用 十 1 标记 表示 第 一 ii 
顶点 ， 用 一 1 标记 表示 第 二 个 选手 获胜 的 终结 顶点 。 





a2l 


四 四 1 四 下 | [a 
一 ] 
十 ] 十 1 十 ] 十 1 十 ] 十 | 


如 果 第 一 个 选手 获胜 ， 

芭 加 | oe 上‘ 终结 顶点 标记 为 +1; 

如 果 第 二 个 选手 获胜 ， 

Ei 7 < 终结 顶点 标记 为 -1 
图 7 取石 子 游戏 的 博弈 树 


2 有 井 字 游 戏 ” 井 字 游 戏 的 博弈 树 非常 大 ， 这 里 不 能 画 出 ， 尽 管 计算 机 能 轻而易举 地 构 
造 出 这 样 的 树 。 图 8a 显示 了 井 字 游戏 的 博弈 树 的 一 部 分 。 注 意 ， 由 于 对 称 的 局 面 是 等 价 的 ， 
所 以 只 需要 考虑 图 8a 所 示 的 3 种 可 能 的 初始 移动 。 在 图 8b 中 ,还 显示 了 这 个 博弈 树 的 一 个 导 
致 终局 的 子 树 ， 其 中 一 个 能 够 获胜 的 选手 进行 了 制胜 的 移动 。 本 

可 以 用 某 种 方式 递归 地 定义 博弈 树 中 所 有 顶点 的 值 ， 使 得 可 以 确定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 这 个 游戏 的 结果 。 所 谓 策略 ， 就 意味 着 一 组 规则 ,这些 规则 说 明 一 个 选手 如 何 移动 来 赢 
得 游戏 。 第 一 个 选手 的 最 优 策略 就 是 把 这 个 选手 的 得 分 最 大 化 的 策略 ， 第 二 个 选手 的 最 优 策略 
ad adidas 人 


BC cn TE a 
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b) 


图 8 井 字 游戏 的 部 分 博弈 树 


使 第 一 个 选手 移动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 局 面 并 且 第 二 个 选手 移动 到 具有 最 小 值 的 
孩子 所 表示 的 局 面 的 策略 称 为 最 小 最 大 策略 。 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 ， 通 过 计算 树 
li Ei di a a ented said 





SR 而 开始 进行 游戏 ， 则 这 个 顶点 的 值 表明 第 一 个 选手 的 得 分 

证 明 将 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 ， 

基础 步骤 : 如 果 这 个 顶点 是 树叶 ， 则 通过 定义 指定 给 这 个 顶点 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 

归纳 步骤 归纳 假设 一 个 顶点 的 孩子 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 ， 假 定 从 这 些 顶 点 所 表示 的 每 
一 个 局 面 中 开始 进行 游戏 。 需 要 考虑 两 种 情形 ， 即 当 轮 到 第 一 个 选手 时 和 当 轮 到 第 二 个 选手 时 。 

当 轮 到 第 一 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根 据 归 纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 偶数 层 内 点 的 值 的 定义 的 递归 步骤 (作为 其 孩子 的 最 大 值 )， 当 从 
这 个 顶点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 

当 轮 到 第 二 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移动 到 具有 最 小 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根据 归 纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 把 奇数 层 内 点 的 值 作为 其 孩子 的 最 小 值 的 递归 定义 ， 当 从 这 个 顶 
点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 4 

评注 通过 扩展 定理 3 的 证 明 ， 可 以 证 明 对 于 两 个 选手 来 说 最 小 最 大 策略 都 是 最 优 策略 。 

例 8 解释 最 小 最 大 过 程 如 何 工 作 。 它 显示 了 为 例 6 的 博弈 树 中 的 内 点 所 指定 的 值 。 注 意 可 
以 缩短 所 需要 的 计算 ， 注 意 对 于 非 胜 即 负 游 戏 来 说 ， 一 且 找 到 方 框 顶 点 具有 十 1 值 的 一 个 孩 
子 ， 则 方 框 项 点 的 值 也 是 十 1， 因 为 十 1 是 最 大 可 能 的 得 分 。 同 样 ,一 旦 找到 圆圈 顶点 具有 一 1 
值 的 一 个 孩子 ， 则 这 个 值 也 是 这 个 圆圈 顶点 的 值 。 


站 例 6 构 造 了 具有 包含 2 块 、2 块 和 1 块 的 3 堆 石 子 的 开局 的 取石 子 游戏 的 博弈 树 。 
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图 9 说 明了 这 个 博弈 树 的 顶点 的 值 。 这 些 顶 点 的 值 是 这 样 计算 的 ; 使 用 树叶 的 值 并 且 每 次 同 
上 计算 1 层 。 这 个 图 的 右边 空白 处 说 明 究 竟 使 用 孩子 的 最 大 值 还 是 最 小 值 来 求 出 每 屋内 点 的 
值 。 例 如 ,一 旦 求 出 了 树 根 的 3 个 孩子 的 值 ，1、 一 1 和 一 1， 则 这 样 求 出 树 根 的 值 ， 计算 
max(1， 一 1]， 一 1) 二 1]。 由 于 根 的 值 是 1， 所 以 得 出 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 第 一 
个 选手 获胜 。 遂 

有 些 著名 游戏 的 博弈 树 可 能 非 同 寻常 地 大 ， 因 为 这 些 游戏 有 多 种 移动 选择 。 例 如 ， 据 估 
计 象 棋 的 博弈 树 有 多 达 10”“ 个 顶点 ! 由 于 博弈 树 规模 的 原因 ， 也 许 不 可 能 直接 使 用 定理 3 来 
研究 这 样 的 游戏 ， 所 以 设计 了 各 种 方法 来 帮助 确定 好 的 策略 以 及 确定 游戏 的 结果 。 一 种 被 称 
为 w-8 剪 枝 的 有 用 技巧 减少 了 许多 计算 ， 它 剪 掉 不 能 影响 祖先 顶点 的 值 的 那 部 分 博弈 树 ( 关 于 
orB 剪 枝 的 信息 ， 参考 LGr90 ])。 另 一 种 有 用 的 方法 是 使 用 求 值 函 数 ， 当 精确 地 计算 博弈 树 中 
内 点 值 不 可 行 时 ， 它 就 估计 这 些 值 。 例 如 ， 在 井 字 游戏 中 ， 可 以 使 用 不 含 圈 O(O 用 来 表示 第 
二 个 选手 的 移动 ) 的 直行 ( 行 、 列 、 对 角 线 ) 数 减 去 不 含 又 X(X 用 来 表示 第 一 个 选手 的 移动 ) 的 
直行 数 来 作为 一 个 局 面 的 求 值 函数 。 这 个 求 值 消 数 给 出 了 关于 哪个 选手 在 游戏 中 占 优 的 一 些 
倾向 。 一 旦 插入 求 值 函数 的 值 ， 遵 循 最 小 最 大 策略 使 用 规则 就 可 以 计算 出 游戏 的 值 。 计 算 机 
科学 家 已 经 设计 出 一 些 基于 复杂 的 求 值 函数 的 下 棋 程 序 ， 比 如 IBM 的 “深蓝 ”， 在 正常 规则 
下 ， 深 蓝 成 为 第 一 个 战胜 当时 的 世界 冠军 的 计算 机 程序 。 关 于 计算 机 如 何 下 棋 的 更 多 信息 请 
参看 [LLe91|]。 

我 们 所 研究 的 资料 来 自 组 合 博弈 论 ， 它 用 于 这 样 的 游戏 : 玩家 知道 所 有 之 前 的 移动 ， 并 在 
其 他 玩家 选择 移动 方法 之 前 选择 一 个 动作 。 有 关 组 合 博弈 论 的 更 多 信息 ， 请 参看 LAlnowo07]、 
[Becogu82a，82bj] 或 LBe04] 以 及 关于 此 主题 的 Web 链接 。 
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图 9 说 明 取 石子 游戏 中 顶点 的 值 


奇数 编号 练习 

1. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单 词 的 二 叉 搜 索 树 : banana、peach、apple、pear、coconut、 mango 和 papaya。 

3. 为 了 在 练习 1 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需 要 多 
少 次 比较 ? 


a) pear b) banana c)kumquat d)orange 
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5. 用 字母 顺序 构造 下 面 句 子 里 的 单词 的 二 又 搜 索 树 ;“The quick brown fox jumps over the lazy dog”。 

7. 着 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 那 么 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ,需要 用 天 平 称 多 少 次 ?描述 
用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 

* 9. 若 一 枚 伪 币 比 其 他 硬币 轻 ， 那 么 为 了 在 12 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 用 同 

样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 

11. 求 排序 4 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设 计 一 个 能 够 依 此 次 数 实现 的 算法 。 

竞赛 图 排序 是 通过 构造 有 序 二 叉 树 来 进行 排序 的 排序 算法 。 用 将 成 为 树叶 的 顶点 来 表示 待 排序 的 元 素 。 

就 像 构造 表示 循环 赛 比赛 胜 者 的 树 那 样 ， 一 次 构造 这 个 树 的 一 层 。 从 左 向 右 ， 比 较 成 对 的 相 邻 元 素 ， 加 

入 用 所 比较 的 两 个 元 素 中 较 大 的 那个 来 标记 的 一 个 父母 顶点 。 在 每 一 层 顶 点 的 标记 之 间 进 行 类 似 的 比较 ， 

直到 到 达 了 用 最 大 元 素 标记 的 树 根 为 止 。22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 所 构造 的 树 如 下 

图 a 所 示 。 一 旦 确定 了 最 大 元 素 ， 具 有 这 个 标记 的 树叶 就 重新 标记 为 一 oo， 定义 为 比 每 个 元 素 都 小 。 从 

这 个 顶点 直到 树 根 的 通路 上 所 有 顶点 的 标记 都 重新 计算 ， 如 下 图 b 所 示 。 这 样 就 产生 了 第 二 大 元 素 。 这 

个 过 程 继续 进行 下 去 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排序 为 止 。 


22 是 第 二 大 元 素 





a) b) 
13. 完成 列表 22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 。 说 明 在 每 个 步骤 上 顶点 的 标记 。 
15. 用 伪 码 描述 竞赛 图 排序 。 
17. 用 竞赛 图 排序 求 第 二 大 元 素 、 第 三 大 元 素 .…… ， 直 到 第 (n 一 1) 大 (或 第 二 小 ) 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 
是 多 少 ? 
19. 下 面 哪些 编码 是 前 级 码 ? 
ua vl e: O04 t+ 10, $01 
byas 0% et 1 ts OL, sv00l 
ear 10l, el, dt O01 st 011，03 10 
d)a: 010,; e:* 11, t: 011, s: 1]0ll, nm: 1001, 1: 10101 
21. 若 编码 方案 是 用 下 面 的 树 来 表示 ， 那 么 什么 是 a、e、i、Kk、o、P 和 nu 的 编码 ? 





23. 用 哈 夫 曼 编 码 来 编码 具有 给 定 频率 的 如 下 符号 : a : 0.20, b:0.10, c:0.15, d :0.25, e :0.30。 
编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

25. 为 如 下 符号 和 频率 构造 两 个 不 同 的 哈 夫 曼 编码 : t: 0.2, u:0.3, v:0.2, w:0.3。 

27. 为 英文 字母 表 的 字母 构造 哈 夫 曼 编 码 ， 其 中 典型 英文 文本 中 字母 的 频率 如 下 表 所 示 。 


机 2 


居 吕 内 OO 





下 
Q 
R 
S 
委 
U 
V 
WwW 
X 
¥ 
Z 


假设 m 是 正 整 数 且 mw 宇 2。 对 于 NN 个 符号 的 集合 来 说 ， 类 似 于 二 又 哈 夫 曼 编 码 的 构造 ， 可 以 构造 加 又 哈 
夫 曙 编码。 在 初始 步骤 ， 把 由 ((N 一 1)mod(m 一 1)) 十 1 个 权 最 小 的 单个 顶点 所 组 成 的 树 组 合成 以 这 些 顶 
点 作为 树叶 的 一 棵 树 。 在 每 个 后 续 步 又 ， 把 权 最 小 的 m 棵 树 组 合成 一 棵 7 又 树 。 

29. 使 用 符号 0、1 和 2， 用 三 义 (m 二 3) 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频 率 的 这 些 字 母 : A:0.25,，E， 
0.305 N*0. 10s Rs*0,09s T0125 Ls 0 18., 

31. 给 定 n 十 1 个 符号 zi ，Xs，"…，Zxs，Zzant1， 它 们 在 一 个 符号 串 中 分 别 出 现 1， 玉 ，f。，…，f, 次 ,其 
中 是 第 ;7 个 斐 波 那 契 数 。 当 在 哈 夫 曼 编码 算法 的 每 个 阶段 考虑 所 有 可 能 的 打破 平局 的 选择 时 ， 用 
来 编码 一 个 符号 的 最 大 位 数 是 多 少 ? 

33. 画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 包括 分 别 有 2 块 和 3 块 石子 的 两 堆 石 子 。 在 画 这 棵 树 的 时 候 ， 
用 同一 个 项 点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 个 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 都 遵 
循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

35. 假设 在 取石 子 游戏 中 修改 获胜 选手 的 得 分 ， 使 得 当 n 是 到 达 终 局 前 所 做 合法 移动 的 步 数 时 得 分 就 是 n 
美元 。 求 第 一 个 选手 的 得 分 ,假设 开局 包括 : 

a) 分 别 有 1 块 和 3 块 石 头 的 两 扒 石 子 
b) 分 别 有 2 块 和 4 块 石头 的 两 堆 石 子 
c) 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石 头 的 三 堆 石 子 
37. 画 出 井 字 游戏 博弈 树 从 下 列 每 个 局 面 开 始 的 子 树 。 确 定 每 个 子 树 的 值 。 


a) O|X|X b) x|o|x ce x| lo qd) 
xjolo O|X|x O 
X O X| |x 


39. 证 明 : 如 果 取 石子 游戏 从 包含 相同 数目 的 两 堆 石 子 开始 ， 而 且 这 个 数目 至 少 是 2， 则 当 两 个 选手 都 遵 
循 最 优 策略 时 第 二 个 选手 获胜 。 

41. 跳棋 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 

43. 画 出 井 字 游戏 博弈 树 前 两 步 移动 所 对 应 的 屋 。 指 明正 文中 所 提 到 的 求 值 函 数 的 值 ， 这 个 函数 给 局 面 
指定 不 含 〇 的 直行 数 减 去 不 含 X 的 直行 数 来 作为 这 一 层 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 在 求 值 函数 给 出 这 些 顶 
点 的 正确 值 的 假设 下 ， 对 这 些 顶 点 计算 树 的 值 。 


7.3 树 的 遍历 
7.3.1 引言 

有 序 根 树 常常 用 来 保存 信息 。 掌 握 一 些 访问 有 序 根 树 的 每 个 项 点 以 存 取 数据 的 算法 是 非常 
必要 的 。 下 面 将 介绍 几 个 重要 的 访问 有 序 根 树 中 所 有 顶点 的 算法 。 有 序 根 树 也 可 以 用 来 表示 各 
种 类 型 的 表达 式 ， 比 如 由 数字 、 变 量 和 运算 所 组 成 的 算术 表达 式 。 对 用 来 表示 这 些 表达 式 的 有 
序 根 树 来 说 ， 它 的 顶点 的 一 些 不 同 的 列表 在 这 些 表达 式 的 求 值 中 很 有 用 。 
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7.3.2 通用 地 址 系统 

遍历 有 序 根 树 所 有 顶点 的 过 程 ， 都 依赖 于 孩子 的 顺序 。 在 有 序 根 树 中 ， 一 个 内 点 的 孩子 从 
左 向 右 地 显示 在 表示 这 些 有 向 图 的 图 形 中 。 

下 面 将 描述 一 种 完全 地 排序 有 序 根 树 顶 点 的 方法 。 为 了 产生 这 个 顺序 ， 必 须 首先 标记 所 有 
的 项 点。 如 下 递归 地 完成 这 件 事 : 

1) 用 整数 0 标记 根 。 然后 用 1， Gi BS ss R 从 左 回 右 标 记 它 的 个 孩子 (在 1 层 上 )。 

2) 对 在 n 层 上 带 标 记 A 的 每 个 项 点， 按照 从 左 向 右 画 出 它 的 有 个 孩子 的 顺序 ， 用 A. 1， 
办. 2 大 标记 亿 的 及 个 孩子 。 

遵循 这 个 过 程 ， 对 n 宇 1 来 说 ,在 nn 层 上 的 顶点 v 标记 成 x1. zx.….zx,， 其 中 从 根 到 wv 的 唯 
的 通用 地 址 系统 。 

可 以 利用 顶点 在 通用 地 址 系统 里 标记 的 字典 顺序 将 这 些 顶 点 完全 排序 。 阁 存在 i(0 夺 in) 
满足 评 二 计 ， 5 王 有 攻 闪 过 mx 并且 对 i 二 1，2，:…,_n 来 说 
Zi 二 yi:， 那 么 标记 zi zz 的 顶点 就 小 于 标记 yi yo.…. ym 的 顶点 。 

在 如 图 1 所 示 的 有 序 根 树 的 顶点 的 旁边 ， 显 示 了 通用 地 址 系统 的 标记 。 这 些 标 记 的 
字典 顺序 是 

DR 

SR 上 
0 


3.1 5.1 


3.1.1 3.12 S131 


S21 SRS | 
3.1.22 3.1.2.4 
图 1 有 序 根 树 的 通用 地 址 系统 
7.3.3 遍历 算法 
系统 地 访问 有 序 根 树 每 个 顶点 的 过 程 称 为 遍历 算法 。 下 面 描述 三 个 最 常用 的 算法 : 前 序 遍 
历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 。 这 些 算 法 都 可 以 递归 地 定义 。 首 先 定义 前 序 遍 爵 。 


nm 
[Fe “S$ ed he | A nn od 
Md ee J A 时 ， 












4 
"5 





读者 应 当 验证 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 给 出 了 与 利用 通用 地 址 系统 所 得 出 的 顺序 相同 的 顶点 
顺序 。 图 2 说 明 如 何 执行 前 序 遍 历 。 
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例 2 说 明 前 序 遍 历 。 
前 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 中 的 顶点 ? Se 


解 工 的 前 序 遍 历 的 步骤 如 图 4 所 示 。 这 样 以 前 序 来 遍历 T， 首 先 列 出 根 a， 接 着 依次 是 带 
根 b 的 子 树 的 前 序列 表 ， 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 前 序列 表 和 带 根 4 的 子 树 的 前 序列 表 。 


步骤 1: 访问 r 






前 序 遍 历 


步骤 2: 步骤 3: 步 又 n+1: 
前 序 访问 TT 前 序 访问 也 前 序 访问 7 
图 2 前 序 遍 历 


至 右 访问 子 树 


To mn 
® 9 
be jn km On FO 
Se ee © © ea © ge g@ 0 9 


图 4 本 的 前 序 遍 历 


和 Doc 





图 3 有 序 根 树 工 


前 序 遍 历 : 访问 根 ， 从 左 
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带 根 2 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 2， 然 后 以 前 序列 出 带 根 e 的 子 树 的 顶点 ， 然 后 以 前 序 
列 出 带 根 f 的 子 树 ( 它 只 有 有 的 顶点 。 带 根 d 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 ad， 接着 是 带 根 g 的 
子 树 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 h 的 子 树 ( 它 只 有 h)， 接 着 是 带 根 i 的 子 树 ( 它 只 有 他 。 

带 根 e 的 子 树 的 前 序列 表 首先 列 出 e， 接 着 是 带 根 j 的 子 树 ( 它 只 有 门 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 
k 的 子 树 的 前 序列 表 。 带 根 g 的 子 树 的 前 序列 表 是 g 接着 /， 接 着 是 mx。 带 根 的 子 树 的 前 序列 表 是 
有 5 Or 的 所 以 ; ,也 的 前 序 遍 历 是 a, B @， 7 有 Wy v5 py fo cs dd» gs ly ms hs i 沁 

现在 将 定义 中 序 遍 历 。 





Fe 中 序 遍 历 。 pr 棵 特定 的 树 ， 如 何 执行 和 


步骤 2: 访问 r 
中 序 遍 历 






步骤 1: 步骤 3: 步 又 n+1: 
中 序 访 问 刀 中 序 访问 元 中 序 访问 7 
图 5 中 序 遍 历 


中 序 遍历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 荆 中 的 顶点 ? 

解 工 的 中 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 6 中 。 中 序 遍 历 首先 是 带 根 5 的 子 树 的 中 序 遍 历 ， 然 后 是 
根 a、 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 中 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 中 序列 表 。 

带 根 5 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 ， 然 后 是 根 2， 以 及 根 f。 带 根 d 
的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 中 序列 表 ， 接 着 是 根 4d， 接 着 是 根 h， 接 着 是 根 ;。 

带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 是 ; ， 接 着 是 根 。， 接 着 是 带 根 的 子 树 的 中 序列 表 。 带 根 g 的 子 
树 的 中 序列 表 是 :1，g，m。 带 根 的 子 树 的 中 序列 表 是 n,，k，o，p。 所 以 ， 这 个 有 根 树 的 中 序 
过 于 是 0 Bs WF a ss i i 时 

现在 定义 后 序 遍 历 。 





解 rin tg 后 序 遍 历 首 先是 带 根 上 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 然 后 
是 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 后 序 遍 历 ， 带 根 4 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 a。 

带 根 4 的 子 树 的 后 序 遍 历 首先 是 带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 f/， 接 着 是 根 5。 带 根 
d 的 子 树 的 后 序 遍 历 首先 是 带 根 g 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 hh， 接着 是 根 i， 接 着 是 根 4。 

带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 根 ;， 接 着 是 带 根 & 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 e。 带 根 g 的 
子 树 的 后 序 遍 历 是 1:，m，g。 带 根 k 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 %w，o，p，k。 因 此 ， 有 根 树 工 的 后 序 
放大 是 了 Ws gs Bs By es Fs bs er Ls pe Fs hy Ls Wy Ws | 
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中 序 遍 历 : 访问 最 左 子 树 ， 
访问 根 ， 从 左 至 右 访问 其 
他 子 树 





m dd 


~ 





,E.R .nt 
多 全 @ ® 


图 6 栈 的 中 序 遍 历 
步 又 n+1: 访问 7 





步 桑 1: 步骤 2: 步骤 7: 
后 序 访问 T| 后 序 访问 也 后 序 访问 7 
图 7 后 序 遍 历 


有 些 简 易 的 方法 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 列 出 有 序 根 树 的 项 点 。 首 先 从 根 开 始 ， 沿 着 边 移动 ， 
围绕 有 序 根 树 画 一 条 曲线 ， 如 图 9 所 示 。 可 以 按照 前 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 顶点 
时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 可 以 按照 中 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 树叶 时 ， 就 列 出 这 个 树 
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叶 ， 当 曲线 第 二 次 经 过 一 个 内 点 时 就 列 出 这 个 内 点 。 可 以 按照 后 序列 出 顶点 : 当 曲 线 最 后 一 次 
经 过 一 个 顶点 而 返回 这 个 顶点 的 父母 时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 当 在 图 9 中 的 有 根 树 这 样 做 时 ， 结 果 
是 前 序 遍 历 给 出 ga，p，d， hh，e，i, 7, c，f，g，k; 中 序 遍 历 给 出 及 ,，d,，, b, i, e, j, a, f，, 0， 
kg; 后 序 遍 历 给 出 hd， i, j, e, b, f，k, g, c, a。 

这 些 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 算法 ， 最 容易 用 递归 来 表示 。 


后 序 忆 历 : 从 左 至 右 
访问 子 树 ， 访 问 根 


二 





算法 1 前 序 遍历 
procedure preorder(T 


7 一 工 的 李 


列 出 

for 从 左 到 右 的 7 的 每 个 孩子 c 
T(c) : 王 以 ec 为 根 的 子 树 
preorder( T(c)) 








k 


图 9 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 快捷 方法 


算法 2 中 序 遍 历 
procedure inorder( 工 ， 有 序 根 树 ) 
:一 工 的 根 
fv 是 树叶 then 列 出 > 
else 
1 :二 从 左 到 右 的 + 的 第 一 个 孩子 
TCD :二 以 7 为 根 的 子 树 
inorder( T(/)) 
列 出 > 
for 除 1 外 从 左 到 右 的 r 的 每 个 孩子 c 
T(e) :一 以 ec 为 根 的 子 树 
inorder( T(c)) 


算法 3 后 序 遍 历 

procedure postorder( 工 ， 有 序 根 树 ) 

r :一 了 工 的 根 

for 从 左 到 右 的 7 的 每 个 孩子 c 
T(c) :二 以 c 为 根 的 子 树 
postorder( T(c)) 

列 出 > 





注意 ， 当 规定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 根 数 
的 结构 。 也 就 是 说 ， 当 指定 树 的 前 序 遍 历 或 者 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 和 每 个 顶点 的 孩子 数 
目 时 ， 有 序 根 树 是 唯一 确定 的 ( 见 练习 26 和 27)。 特 别 地 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 
m 又 树 的 结构 。 然 而 ， 当 不 规定 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 没有 编码 有 序 根 
树 的 结构 ( 见 练习 28 和 29) 。 

中 序 、 前 序 和 后 序 遍 历 的 应 用 树 的 遍历 有 许多 应 用 ， 并 且 在 许多 算法 的 实现 中 起 着 关键 
作用 。 二 元 有 序 树 可 用 于 表示 由 对 象 和 运算 组 成 的 格式 良好 的 表达 式 。 前 序 、 后 序 和 中 序 遍 历 
这 些 树 将 产生 表达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 表示 ， 可 以 在 各 类 应 用 中 使 用 。 在 将 注意 力 转 向 使 用 
树 的 遍历 之 前 ， 我 们 先 为 如 何 使 用 树 的 遍历 提供 一 些 有 用 的 建议 。 

如 果 效 率 不 是 问题 ， 则 可 以 按 任 意 顺 序 访 问 树 的 顶点 ， 只 要 每 个 顶点 只 访问 一 次 。 但 是 ， 
对 于 其 他 应 用 ， 有 可 能 需要 按 某 种 顺序 访问 顶点 ， 以 保持 特定 的 关系 。 此 外 ， 若 效率 很 重要 ， 
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则 应 该 使 用 对 该 应 用 最 高 效 的 遍历 方法 。 决 定 要 使 用 的 遍历 的 一 般 原则 是 尽 可 能 快 地 找到 感 兴 
趣 的 顶点 。 前 序 遍 历 对 于 内 部 顶点 必须 在 叶子 顶点 前 访问 的 应 用 来 说 是 最 佳 选择 ， 此 外 ， 前 序 
遍历 还 用 于 复制 二 又 搜索 树 。 

有 趣 的 是 ， 前 序 遍 历 起 源 于 古代 。 根 据 Knuth[Kn98]， 当 国王 、 公 慷 或 伯 姻 去 志 时 ， 他 的 
头衔 传 给 第 一 个 儿子 ， 然 后 传 给 这 个 儿子 的 子孙 ; 车 他 们 中 没有 一 个 还 活着 ,就 传 给 第 二 个 儿 
子 ， 以 及 他 的 后 代 ， 以 此 类 推 。( 在 更 现代 的 时 期 ,女儿 也 被 包括 在 这 个 顺序 中 。) 因 此 ， 一旦 
已 故 成 员 被 移 除 ， 对 相关 家 族 树 顶 点 的 前 序 遍 历 就 产生 了 王位 继承 顺序 。 

后 序 遍 历 对 于 叶子 顶点 需要 在 内 部 顶点 之 前 访问 的 应 用 来 说 是 最 佳 选择 。 后 序 遍 历 在 访问 内 部 
顶点 之 前 访问 叶子 顶点 ， 所 以 ， 它 对 于 删除 树 是 最 佳 选择 ， 因 为 子 树 根 顶点 下 面 的 顶点 可 以 在 子 树 
的 根 顶 点 之 前 删除 。 拓 扑 排 序 是 一 种 使 用 后 序 遍 历 实现 的 高 效 算 法 。 在 7.2 节 中 ， 我 们 将 讨论 对 二 
叉 搜 索 树 的 中 序 遍 历 ， 按 关键 值 的 升序 访问 顶点 。 这 种 遍历 对 二 叉 树 中 的 数据 创建 了 排序 列表 。 


7.3.4 中 缀 、 前 缀 和 后 绎 记 法 

可 以 用 有 序 树 来 表示 复杂 的 表达 式 ， 比 如 复合 命题 、 集 合 的 组 合 ， 以 及 算术 表达 式 。 例 
如 ， 考虑 由 运算 十 (加 )、 一 ( 减 )、* ( 乘 ) 、/( 除 )、 人 (〈 寡 ) 所 组 成 的 算术 表达 式 的 表示 。 我 们 
将 用 括号 来 说 明 运 算 次 序 。 有 序 根 树 可 以 用 来 表示 这 样 的 表达 式 ， 其 中 内 点 表示 运算 ， 树 叶 表 
示 变 量 或 数字 。 每 个 运算 都 作用 在 它 的 左 子 树 和 右 子 树 上 (以 此 顺序 ) 。 

表示 表达 式 ((z 十 y) 人 2) 十 ((x 一 4)/3) 的 有 序 根 树 是 什么 ? 

解 ” 这 个 表达 式 的 二 又 树 可 以 自 底 向 上 来 构造 。 首 先 ， 构造 表达 式 x 十 y 的 子 树 ， 然 后 ， 
加 入 这 个 子 树 作为 表示 (x 十 y)^ 2 的 更 大 子 树 的 一 部 分 。 同 样 ， 构 造 表达 式 zx 一 4 的 子 树 ， 然 
后 ， 加 入 这 个 子 树 到 表示 (zx 一 4)/3 的 子 树 中 。 最 后 ， 组 合 表示 (x 十 y) 个 2 与 (z 一 4)73 的 子 树 
来 形成 表示 ((Cz 十 y) 人 2) 十 ((x 一 4)/3) 的 有 序 根 树 。 这 些 步 骤 显 示 在 图 10 中 。 本 





图 10 ”表示 ((Cz 十 y) 个 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 二 叉 树 
对 表示 一 个 表达 式 的 二 又 树 进 行 中 序 遍 历 ， 产 生 原 来 的 表达 式 ， 其 中 元 素 和 运算 都 是 按 原 
有 的 次 序 出 现 ， 例 外 的 是 一 元 运算 ， 它 们 紧 随 运算 对 象 。 例 如 ， 11 中 的 二 叉 树 分 别 表 示 表 
达 式 (Xx 十 y)/(x 十 3)、(X 十 (y/X)) 十 3 和 x 十 (y/(xz 十 3))， 对 它们 的 中 序 遍 历 都 得 出 中 缀 表达 


, greg 
ny 人 
dL Ns » 


11 表示 (Xx 十 y)/(x 十 3)、(Xx 十 (y/7X)) 十 3 和 x 十 (y/ (x 十 3)) 的 有 根 树 
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式 zy/z 十 3。 为 了 让 这 样 的 表达 式 无 二 义 性 ， 当 遇 到 运算 时 ， 就 有 必要 在 中 序 遍 历 里 包含 括 
号 。 以 这 种 方式 获得 的 带 完整 括号 的 表达 式 称 为 中 缀 形式 。 

当 以 前 序 遍 历 表达 式 的 有 根 树 时 ， 就 获得 它 的 前 缀 形式 。 写 成 前 级 形式 的 表达 式 称 为 波兰 
记 法 ， 它 的 名 字 来 源 于 逻辑 学 家 扬 ， 武 卡 谢 维 奇 。 用 前 级 记 法 表示 的 表达 式 ( 其 中 每 个 运算 都 
有 规定 的 运算 对 象 数 ) 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 在 这 样 的 表达 式 中 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 
证 留 给 读者 作为 练习 。 

本 〈(z 十 四 2) 十 (CCz 一 4)13) 的 前 缀 形式 是 什么 ? 

解 ”通过 遍历 图 10 所 示 的 表示 这 个 表达 式 的 二 又 树 ， 就 可 以 获得 它 的 前 绥 形 式 。 这 样 就 
产生 十 个 十 xy2/ 一 x 4 3。 4 

在 表达 式 的 前 级 形式 里 ， 二 元 运算 符 ( 比 如 十 ) 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 前 。 因 此 ， 可 以 从 右 
向 左 地 求 前 组 形式 的 表达 式 的 值 。 当 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 就 对 在 这 个 运算 对 象 右边 紧 接着 的 两 
个 运算 对 象 来 执行 相应 的 运算 。 另 外 ， 当 一 个 运算 执行 时 ， 就 认为 结果 是 新 的 运算 对 象 。 

前 级 表达 式 十 一 * 2 3 5 /+234 的 值 是 什么 ? 

解 如 图 12 所 示 ， 用 从 右 向 左 的 步骤 求 这 个 表达 式 的 值 ， 并 用 右边 的 运算 对 象 来 执行 运 
算 。 这 个 表达 式 的 值 是 3。 a 

通过 以 后 序 遍 历 表达 式 的 二 叉 树 ， 就 可 以 获得 它 的 后 缀 形式 。 写 成 后 缀 形式 的 表达 式 称 为 
逆 波 兰 记 法 。 用 逆 波 兰 记 法 表示 的 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 
证 留 给 读者 。 在 20 世纪 70 年 代 和 80 年 代 ， 逆 波兰 记 法 在 电子 计算 器 中 广泛 使 用 。 

((z 十 y) 和 2) 十 ((zx 一 4)/3) 的 后 缀 形式 是 什么 ? 

解 ” 这 个 表达 式 的 后 缀 形式 是 这 样 获 得 的 : 执行 图 10 所 示 的 表示 二 叉 树 的 后 序 志 历 ， 这 
样 就 产生 后 缀 表达 式 zy 十 2 人 x 4 一 3 /十 。 司 

在 表达 式 的 后 组 形式 里 ， 二 元 运算 都 是 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 后 。 所 以 ， 为 了 从 一 个 表达 
式 的 后 缀 形式 求 它 的 值 ， 就 从 左 向 右 地 进行 ， 当 一 个 运算 符 后 面 跟着 两 个 运算 对 象 时 ， 就 执行 
这 个 运算 。 在 一 个 运算 执行 之 后 ， 这 个 运算 的 结果 就 成 为 一 个 新 的 运算 对 象 。 

后 缀 表达 式 72 3 * 一 4 个 93/ 十 的 值 是 什么 ? 

解 ”如 图 13 所 示 ， 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步骤 是 这 样 的 : 从 左边 开始 ， 当 两 个 运算 对 








象 后 面 接 着 一 个 运算 符 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 这 个 表达 式 的 值 是 4。 吕 
和 
人 这 争 去 浊 2*3=6 
二 一 和 二 
| 
ED 
874 三 2 7=6=1 
和 1 丢人 咎 二 和 权 
ss td Ka 
小于 和 过 站 14 = 1 
人 和 
有 aa 
6-5=] 9/3=3 
本 之 ER 
Desc ~ 
1 1+3=4 
表达 式 的 值 : 3 表达 式 的 值 : 4 


图 12 求 一 个 前 缀 表达 式 的 值 图 13 求 一 个 后 缀 表达 式 的 值 


Links > 
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有 根 树 可 以 用 来 表示 其 他 类 型 的 表达 式 ， 比 如 表示 复合 命题 、 集 合 组 合 的 表达 式 。 在 这 些 
例子 里 会 出 现 如 命题 否定 这 样 的 一 元 运算 符 。 为 了 表示 这 样 的 运算 符 及 其 运算 对 象 ， 就 用 顶点 
表示 运算 符 并 且 用 这 个 顶点 的 孩子 表示 运算 对 象 。 

(ED 求 表示 复合 命题 C(PAo))<*(]pV-9) 的 有 序 根 树 。 然 后 用 这 个 有 根 树 求 这 个 表 
达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 绥 形 式 。 

解 ” 这 个 复合 命题 的 有 序 根 树 是 自 底 向 上 地 构造 的 。 首 先 ， 构造 4p 和 -9 的 子 树 (其 中 把 
-| 当 作 一 元 运算 符 )。 另 外 ， 构 造 pg 的 子 树 。 然 后 构造 4(pA gq) 和 (1p) V (9) 的 子 树 。 最 
后 ， 用 这 两 个 子 树 来 构造 最 终 的 有 根 树 。 这 个 过 程 的 步骤 显示 在 图 14 中 。 





图 14 构造 一 个 复合 命题 的 有 根 树 


求 表达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 时 ， 可 以 分 别 以 前 序 、 后 序 和 中 序 来 遍历 这 个 有 根 树 
(包含 括号 ) 。 这 些 遍 历 分别 给 出 全 有 入 paV5DztD9、pdA 人 ADzDcmVe 二 和 (CD( 户 人 gd))<>( 人 (六 ) V 
《2 可 

因为 前 缀 表达 式 和 后 组 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 而 且 不 用 来 回 扫描 就 容易 求 出 它们 的 值 ， 
所 以 它们 在 计算 机 科学 里 大 量 使 用 。 这 样 的 表达 式 对 编译 器 的 构造 是 特别 有 用 的 。 


奇数 编号 练习 
在 练习 1 一 3 中 ， 对 给 定 的 有 序 根 树 构造 通用 地 址 系统 。 然 后 利用 这 个 通用 地 址 系统 用 顶点 的 标记 的 字典 


顺序 来 排序 顶点 。 


机 A 


5. 假定 在 有 序 根 树 工 中 ， 地 址 最 大 的 项 点 的 地 址 是 2. 3. 4. 3. 1。 是 否 有 可 能 确定 工 中 的 顶点 数 ? 
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在 练习 7 一 9 中， 确定 前 序 遍 历 访 问 所 给 的 有 序 根 树 的 顶点 的 顺序 。 


入 


< 
?< 





11. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
13. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
15. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 项 点 ? 
17. 用 二 叉 树 来 表示 表达 式 (x 十 xXy) 十 (x/y) 和 zx 十 ((wxwy 十 Xx)/y)。 表 示 方 式 应 采用 : 


a) 前 级 记 法 b) 后 级 记 法 ©) 中 缀 记 法 
19. 用 有 序 根 树 来 表示 (A 门 B) 一 (AU(B 一 A))。 表 示 方 式 应 采用 : 
a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 ¢) 中 缀 记 法 


*x21, 有 多 少 种 方式 给 字符 串 A 门 B 一 AUB 一 A 完全 加 上 插 号 以 便 产 生 中 缀 表达 式 ? 
23. 下 面 每 个 前 缀 表达 式 的 值 是 什么 ? 
a 2 a3 bb 六 不 一 古人 有 
OF— «3% 人 23 62 a) E33 
25. 构造 前 序 遍 历 为 a, 5，，f，c，g，h，i,，d，e，j， 上 /的 有 序 根 树 ， 其 中 4a 有 4 个 孩子 ,，c 有 3 个 孩 
子 ，; 有 2 个 孩子 , b 和 e 都 有 1 个 孩子 ， 所 有 其 他 顶点 都 是 树叶 。 
* 27. 证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 所 生成 的 项 点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 
序 根 树 是 唯一 确定 的 。 
29. 证 明 ; 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 产 生 相 同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 27 里 的 命 
题 相 矛盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 


a a 


C 到 i h C d be h 

在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 缓 记 法 表示 的 合式 公式 是 用 下 面 的 规则 来 递归 地 定义 的 : 

让 车 工 是 符号 ， 则 工 是 用 前 组 记 法 表示 的 合式 公式 ; 

ii) 著 X 和 YY 都 是 合式 公式 且 * 是 运算 符 ， 则 <*XY 是 合式 公式 。 

* 31. 证 明 : 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集 合 上 用 前 缀 记 法 表示 的 任何 合式 公式 所 包含 的 符号 数 都 比 运算 符 

数 恰 好 多 一 个 。 

33, 给 出 在 符号 {zx，y，z} 和 二 元 运算 符 集 { 十 ，X ,0o)} 上 带 3 个 以 上 运算 的 、 用 后 缀 记 法 表示 的 合式 公 
式 的 6 个 例子 。 


7.4 生成 树 


7.4.1 引言 

考虑 图 1a 所 示 的 简单 图 所 表示 的 缅 因 州 的 道路 系统 。 在 冬天 保持 道路 通畅 的 唯一 方式 就 
是 经 常 扫 雪 。 高 速 公 路 部 门 希望 只 扫 尽 可 能 少 的 道路 上 的 雪 ， 而 确保 总 是 存在 连接 任何 两 个 乡 
镇 的 干净 道路 。 如 何 才能 做 到 这 一 点 ? 

至 少 扫 除 5 条 道路 上 的 雪 才 能 保证 在 任何 两 个 乡镇 之 间 有 一 条 通路 。 图 1b 显示 了 一 些 这 

样 的 道路 集合 。 注 意 表示 这 些 道路 的 子 图 是 树 ， 因 为 它 是 连通 的 并 且 包 含 6 个 顶点 和 5 条 边 。 

这 个 问题 是 用 包含 原来 简单 图 的 所 有 顶点 、 边 数 最 小 的 连通 子 图 来 解决 的 。 这 样 的 图 必然 
是 树 。 





”有 生成 树 的 简单 图 必然 是 连通 的 ， 因 为 在 生成 树 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 反 过 来 
也 是 对 的 ， 即 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 在 证 明 这 个 结果 之 前 将 给 出 一 个 例子 。 


个 办 找 出 图 2 所 示 的 简单 图 的 生成 树 。 


Etna Old Town Etna Old Town 
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图 1 图 2 简单 图 GG 


解 图 C@ 是 连通 的 ， 但 它 不 是 树 ， 因 为 它 包 含 简 单 回路 。 删 除 边 te，e} 。 这 样 就 消除 了 一 
简单 回路 ， 而 且 所 得 出 的 子 图 仍然 是 连通 的 并 且 仍 然 包含 G 的 每 个 顶点 。 其 次 删除 边 {e， 慷 以 
便 消除 第 二 个 简单 回路 。 最 后 ， 删 除 边 tic，g} 以便 产生 一 个 没有 简单 回路 的 简单 图 。 这 个 子 图 是 
生成 树 ， a Et 


eg 


删除 边 : {a, e] r {c..8} 


a) C) 


图 3 AR 个 生成 树 
图 3 所 示 的 生成 树 不 是 唯一 的 G 的 生成 树 。 例 如 ， 图 4 所 示 的 每 个 树 都 是 G 的 生成 树 。 要 





证 明 首先 ， 假 定 简单 图 G 有 生成 树 工 。 工 包含 G 的 每 个 顶点 。 另 外 ， 在 工 的 任何 两 个 顶 
点 之 间 都 有 在 工 中 的 通路 。 因 为 工 是 G 的 子 图 ， 所 以 在 G 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 因 
此 ，G 是 连通 的 。 

现在 假定 G 是 连通 的 。 若 G 不 是 树 ， 则 它 必然 包含 简单 回路 。 从 这 些 简 单 回 路 中 的 一 个 
里 删除 一 条 边 。 所 得 出 的 子 图 少 了 一 条 边 ,， 但 是 仍然 包含 G 的 所 有 顶点 并 且 是 连通 的 。 这 个 子 
图 仍然 是 连通 的 ， 因 为 当 两 个 顶点 由 包含 这 条 被 删除 边 的 通路 相连 接 时 ， 它 们 被 一 条 不 包含 这 
条 边 的 通路 相连 接 。 我 们 可 以 通过 在 原来 的 通路 中 ， 在 被 删除 的 边 的 位 置 ， 搬 人 一 条 带 有 被 删 
除 边 的 简单 的 回路 构造 这 样 的 通路 。 帮 这 个 子 图 不 是 树 ， 则 它 有 简单 回路 ， 所 以 像 前 面 那 样 ， 
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图 4 G 的 一 些 生 成 树 

删除 一 个 简单 回路 里 的 一 条 边 。 重 复 这 个 过 程 直 到 没有 简单 回路 为 止 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 在 图 
里 只 有 有 穷 的 边 数 。 当 没有 简单 回路 剩 下 时 ， 这 个 过 程 终止 。 产 生 一 棵 树 ， 因 为 在 删除 边 时 这 
个 图 保持 连通 。 这 棵 树 是 生成 树 ， 因 为 它 包 含 G 的 每 个 顶点 。 < 

例 2 说 明 ， 在 数据 网 络 里 生成 树 是 重要 的 。 

IP 组 播 ” 在 网 络 互 连 协 议 (IP) 网 络 上 的 组 播 里 ， 生 成 树 起 到 重要 的 作用 。 为 了 从 源 计算 
机 发 送 数据 到 多 个 接收 计算 机 (每 个 接收 计算 机 是 一 个 子 网 )， 可 以 分 别 发 送 数 据 到 每 个 计算 机 。 这 
种 类 型 的 网 络 称 为 单 点 广播 ， 效率 很 低 ， 因 为 在 网 络 上 发 送 了 存 有 相同 数据 的 多 个 副本 。 为 了 更 有 
效 地 传送 数据 到 多 个 接收 计算 机 ， 就 使 用 下 组 播 。 在 人 组 播 里 , 一 个 计算 机 在 网 络 上 发 送 数 据 的 
单一 副本 ， 当 数据 到 达 中 间 路 由 器 时 ， 就 把 数据 分 发 到 一 个 或 更 多 的 其 他 路 由 器 ， 以 便 接收 计算 机 
都 在 它们 不 同 的 子 网 里 最 终 接 收 到 这 些 数 据 。( 路 由 顺 是 专门 在 网 络 子 网 之 间 分 发 下 数据 报 的 计算 机 。 
在 组 播 时 ， 路 由 器 使 用 DD 类 地 址 ， 每 个 都 表示 接收 计算 机 可 以 加 入 的 一 个 会 话 ， 见 3. 1 节 例 17。) 

为 了 让 数据 尽 可 能 快 地 到 达 接 收 计算 机 ， 在 数据 穿 过 网 络 的 通路 里 就 不 应 当 存 在 环 路 (在 
图 论 术 语 中 它们 是 回路 )。 即 ,一 旦 数据 已 经 到 达 一 个 具体 的 路 由 器 ， 数 据 就 再 也 不 应 当 返 回 
这 个 路 由 器 。 为 了 避免 环 路 ， 组 播 路 由 器 用 网 络 算法 来 构造 图 中 的 生成 树 ， 这 个 图 以 组 播 源 、 
路 由 器 和 包含 接收 计算 机 的 子 网 来 作为 项 点， 以 边 表示 计算 机 和 路 由 器 之 间 的 连接 。 这 个 生成 
树 的 根 就 是 组 播 源 。 包 含 接收 计算 机 的 子 网 就 是 这 个 树 的 树叶 (注意 不 包含 接收 计算 机 的 子 网 
都 不 包含 在 这 个 图 里 )。 图 5 说 明 这 些 内 容 。 4 


IP 网 络 


9 子 网 
@®) 带 接收 站 的 子 网 





a) b) 
图 5 一 个 组 播 生 成 树 


7.4.2 深度 优先 搜索 


Links > 


定理 1 的 证 明 给 出 了 通过 从 简单 回路 删除 边 来 找 出 生成 树 的 算法 。 这 个 算法 是 低 效 的 ， 因 "we》 
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为 它 要 求 找 出 简单 回路 。 男 一 种 不 采用 删除 边 来 构造 生成 树 的 方法 是 ， 通 过 依次 添加 边 来 建立 
生成 树 。 这 里 将 给 出 基于 这 个 原理 的 两 个 算法 。 

可 以 用 深度 优先 搜索 来 建立 连通 简单 图 的 生成 树 。 我 们 将 形成 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 生成 树 
将 是 这 个 有 根 树 的 基本 无 向 图 。 任 意 选 择 图 中 一 个 顶点 作为 根 。 通 过 依次 添加 边 来 形成 从 这 个 
顶点 开始 的 通路 ， 其 中 每 条 新 边 都 与 通路 上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 还 不 在 通路 上 的 一 个 顶点 相关 
联 。 继 续 尽 可 能 地 添加 边 到 这 条 通路 。 若 这 条 通路 经 过 图 的 所 有 顶点 ， 则 由 这 条 通路 组 成 的 树 
就 是 生成 树 。 不 过 ， 者 这 条 通路 没有 经 过 图 中 的 所 有 顶点 ， 则 必须 添加 其 他 的 顶点 和 边 。 退 到 
通路 中 的 倒数 第 二 个 顶点 ， 和 共有 可 能 ， 则 形成 从 这 个 顶点 开始 的 经 过 还 没有 访问 过 的 顶点 的 通 
路 。 知 不 能 这 样 做 ， 则 后 退 到 通路 中 的 另 一 个 项 点， 即 在 通路 里 后 退 两 个 顶点 ， 然 后 再 试 。 

重复 这 个 过 程 ， 从 所 访问 过 的 最 后 一 个 顶点 开始 ， 在 通路 上 一 次 后 退 一 个 顶点 ， 只 要 有 可 
能 就 形成 新 的 通路 ， 直 到 不 能 添加 更 多 的 边 为 止 。 因 为 这 个 图 有 有 穷 的 边 数 并 且 是 连通 的 ， 所 
以 这 个 过 程 以 产生 生成 树 而 告终 。 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 通路 末端 的 顶点 将 是 有 根 树 中 的 树 
叶 ， 而 在 其 上 开始 构造 一 条 通路 的 顶点 将 是 内 点 。 

读者 应 当 注 意 这 个 过 程 的 递归 本 质 。 另 外 ,注意 若 图 中 的 顶点 是 排序 的 ， 则 当 总 是 选择 在 
该 顺序 里 可 用 的 第 一 个 顶点 时 ， 在 这 个 过 程 的 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 就 全 都 是 确定 的 。 不 过 ， 
将 不 总 是 明显 地 对 图 的 顶点 排序 。 

深度 优先 搜索 也 称 为 回 滴 ， 因 为 这 个 算法 返回 以 前 访问 过 的 顶点 以 便 添加 边 。 例 3 说 明了 
回溯 。 

用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 6 所 示 图 G 
的 生成 树 。 

解 图 7 显示 了 用 深度 优先 搜索 产生 G 的 生 
成 树 的 步骤 。 任 意 地 从 顶点 f 开始 。 一 条 通路 是 
这 样 建立 的 : 依次 添加 与 还 不 在 通路 上 的 顶点 相 
关联 的 边 ， 只 要 有 可 能 就 这 样 做 。 这 样 就 产生 通 
路 f，g，h，k，j( 注 意 也 可 能 建立 其 他 的 通路 )。 
下 一 步 ， 回 溯 到 有 &。 不 存在 从 & 开 始 ， 包 含 还 没 
有 访问 过 的 顶点 的 通路 。 所 以 回 漳 到 hh。 形成 通路 h，i。 然 后 回溯 到 g， 然 后 再 回潮 到 f。 从 f 
建立 通路 ，&，e，c，a。 然 后 再 回溯 到 c 并 且 形 成 通路 <c，2。 这 样 就 产生 了 生成 树 。 a 
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图 6 图 G 





a) b) c) d) e) 
图 7 G 的 深度 优先 搜索 


一 个 图 的 深度 优先 搜索 所 选择 的 边 称 为 树 a d i j 
边 。 这 个 图 所 有 其 他 的 边 都 必然 连接 一 个 顶点 与 
这 个 顶点 在 树 中 的 祖先 或 后 代 。 这 些 边 都 称 为 背 
边 ( 练 习 43 要 求证 明 这 个 事实 )。 

图 8 中 突出 了 从 顶点 f 开始 的 深度 优 
先 搜 索 所 找到 的 树 边 ， 用 粗 线 显 示 这 些 树 边 。 用 5， 
细 黑 线 显 示 背 边 (e， 胜 和 (ff，h)。 图 8 例 4 中 深度 优先 搜索 的 树 边 和 背 边 
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我 们 已 经 解释 了 如 何 用 深度 优先 搜索 来 求 图 的 生成 树 。 但 是 ,迄今 为 止 的 讨论 还 没有 指出 
深度 优先 搜索 的 递归 本 质 。 为 了 和 弄 清楚 深度 优先 搜索 的 递归 本 质 ， 需 要 几 个 术语 。 当 执行 深度 
优先 搜索 的 步骤 时 ， 当 把 顶点 五 加 入 树 时 说 从 项 点 忌 开 始 探索 ， 当 最 后 一 次 回溯 回 到 立时 说 从 
顶点 "结束 探索 。 理 解 算法 的 递归 本 质 所 需要 的 关键 事实 是 ， 当 加 入 连接 顶点 到 顶点 也 的 边 
时 ， 在 回 到 立 完成 从 v 的 探索 之 前 就 结束 了 从 w 的 探索 。 

算法 1 构造 了 带 顶 点 也 ，…， 也 的 图 G 的 生成 树 ， 首 先 选 择 顶 点 vw 作为 树 根 。 开 始 时 令 
工 是 只 有 这 一 个 顶点 的 树 。 在 每 个 步骤 ， 加 入 一 个 新 顶点 到 工 以 及 从 已 在 工 中 的 一 个 顶点 到 
这 个 新 顶点 的 一 条 边 ， 并 且 从 这 个 新 顶点 开始 探索 。 注 意 当 算法 完成 时 ， 本 没有 简单 回路 ， 因 
为 没有 加 入 连接 两 个 已 在 树 中 的 顶点 的 边 。 另 外 ， 工 在 构造 时 保持 连通 (用 数学 归纳 法 可 以 轻 
而 易 举 地 证 明 最 后 这 两 个 事实 )。 由 于 G 是 连通 的 ， 所 以 G 的 每 个 顶点 都 被 算法 访问 到 并 加 入 
到 树 中 (读者 可 以 验证 )。 因 此 全 是 G 的 生成 树 。 


算法 1 深度 优先 搜索 
procedure DFS(G: 带 顶 点 ww ，*…，w 的 连通 图 ) 
T :一 只 包含 顶点 也 的 树 


visit(v ) 


procedure visit(v: G 的 顶点 ) 
for 与 v 相 邻 并 且 还 不 在 T 中 的 每 个 顶点 世 
加 入 顶点 包 和 边 {v，w) 到 本 


VIiSIit( tu) 





现在 分 析 深 度 优先 搜索 算法 的 计算 复杂 度 。 关 键 事 实 是 对 于 每 个 顶点 v 来 说 ， 当 在 搜索 中 
首次 遇 到 顶点 v 时 ， 就 调用 过 程 visit(v) 并 且 以 后 不 再 调用 这 个 过 程 。 假 设 G 的 邻接 表 是 可 用 
的 (参见 6. 3 节 )， 那 么 求 出 与 v 相 邻 的 顶点 不 需要 任何 计算 。 当 遵循 算法 的 步骤 时 ， 至 多 检查 
每 条 边 两 次 以 确定 是 否 加 入 这 条 边 及 其 一 个 端点 到 树 中 。 因 此 ， 过程 DFS 用 O(e) 或 Ol ) 个 
步骤 来 构造 一 个 生成 树 ， 其 中 e 和 nn 分别 是 G 的 边 数 和 顶点 数 。( 注 意 一 个 步骤 包括 : 检查 一 
个 顶点 是 否 已 在 正在 构造 的 树 中 ， 如 果 这 个 顶点 还 不 在 树 中 ， 则 加 入 这 个 顶点 和 对 应 的 边 。 还 
利用 了 不 等 式 e 过 n(n 一 1)/2， 对 于 任意 简单 图 来 说 这 个 不 等 式 都 成 立 ,) 

深度 优先 搜索 可 以 作为 解决 许多 不 同 问 题 的 算法 的 基础 。 例 如 ， 可 以 用 来 求 图 中 的 通路 和 
回路 、 求 图 的 连通 分 支 ， 并 且 可 以 用 来 求 连通 图 的 割 点 。 将 要 看 到 ， 深度 优先 搜索 是 用 来 搜索 
计算 困难 问题 的 解 的 回溯 技术 的 基础 (参见 LGrYe05]、LMa89] 和 [LCoLeRiSt09] 对 基于 深度 优先 
搜索 算法 的 讨论 ) 。 


7.4.3 宽度 优先 搜索 

也 可 以 通过 使 用 宽度 优先 搜索 来 产生 简单 图 的 生成 树 。 同 样 ， 将 构造 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 
有 根 树 的 基本 无 向 图 就 形成 了 生成 树 。 从 图 的 顶点 中 任意 地 选择 一 个 根 。 然 后 添加 与 这 个 顶点 
相关 联 的 所 有 边 。 在 这 个 阶段 所 添加 的 新 顶点 成 为 生成 树 在 第 1 层 
上 的 顶点 。 将 新 顶点 任意 排序 。 下 一 步 ， 按 顺序 访问 第 1 层 上 的 每 
个 顶点 ， 只 要 不 产生 简单 回路 ， 就 将 与 这 个 顶点 相关 联 的 每 条 边 添 
加 到 树 中 。 任 意 排序 第 一 层 的 每 个 顶点 的 孩子 。 这 样 就 产生 了 树 在 
第 2 层 上 的 顶点 。 遵 循 相 同 的 过 程 ， 直 到 已 经 添加 了 树 中 的 所 有 项 
点 。 因 为 在 图 中 的 边 数 是 有 限 的 ， 所 以 这 个 过 程 会 终止 。 在 产生 了 
包含 图 中 每 一 个 顶点 的 树 之 后 ， 生 成 树 也 就 产生 了 。 例 5 给 出 了 宽 
度 优 先 搜索 的 一 个 例子 。 


用 宽度 优先 搜索 来 找 出 图 9 所 示 的 图 的 生成 树 。 
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解 图 10 显示 了 宽度 优先 搜索 过 程 的 各 步骤 。 选 择 顶点 e 作 为 根 。 然 后 添加 与 e 相 关联 的 
所 有 边 ， 所 以 添加 了 从 ee 到 5、d、f 和 i 的 边 。 这 4 个 顶点 都 是 在 树 的 第 1 层 上 。 下 一 步 ， 添 
加 从 第 1 层 上 的 项 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 因 此 ， 添 加 从 2 到 和 fc 的 边 ， 从 qd 到 hh， 
从 ff 到 7 和 g， 以 及 从 i 到 的 边 。 新 顶点 a、c、h、;、g 和 都 是 在 第 2 层 上 。 下 一 步 ， 添 加 
从 这 些 顶 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 这 样 就 添加 从 g 到 7 以 及 从 k 到 mm 的 边 。 4 





图 10 G 的 宽度 优先 搜索 


算法 2 的 伪 码 描述 了 宽度 优先 搜索 。 在 这 个 算法 中 ， 假 设 连通 图 G 的 顶点 排序 为 v，… 
v,。 在 算法 中 ,我 们 用 “处 理 ” 来 描述 这 个 过 程 : 只 要 还 没有 产生 简单 回路 ， 就 加 和 与 正在 处 
理 的 当前 顶点 相 邻 的 新 顶点 和 对 应 的 边 到 树 中 。 


算法 2 宽度 优先 搜索 

procedure BFSCG: 带 顶 点 mw ，…，w 的 连通 图 ) 
T :一 只 包含 顶点 的 树 

L :一 空 表 

把 vi 放 入 尚未 处 理 顶 点 的 表 工 中 


while 工 非 空 
删除 工 中 第 一 个 顶点 wv 
for v 的 每 个 邻居 区 
if xw 既 不 在 三 中 也 不 在 T 中 then 
加 入 zw 到 表 工 的 末尾 
加 入 世 和 边 {v，w}) 到 本 





现在 分 析 宽 度 优 先 搜索 的 计算 复杂 度 。 对 于 图 中 的 每 个 硕 点 v 来 说 ,检查 所 有 与 v 相 邻 的 顶 
点 并 加 入 每 个 尚未 访问 过 的 顶点 到 树 工 中 。 假 设 图 的 邻接 表 是 可 用 的 ， 确 定 哪 些 顶 点 与 给 定 顶 
点 相 邻 就 不 需要 任何 计算 。 如 同 在 深度 优先 搜索 算法 的 分 析 中 那样 ， 我 们 检查 每 条 边 至 多 两 次 来 确 
定 是 否 应 当 加 入 这 条 边 及 其 尚未 在 树 中 的 端点 。 所 以 宽度 优先 搜索 算法 使 用 O(e) 或 (x ) 个 步骤 。 

宽度 优先 搜索 是 图 论 中 最 有 用 的 算法 之 一 。 特 别 是 ， 它 可 以 作为 求解 各 种 问题 的 算法 的 基 
础 。 例 如 : 求 图 的 连通 分 支 的 算法 、 判 断 图 是 否 是 二 分 图 的 算法 以 及 求 图 中 两 个 顶点 之 间 具 有 
最 少 边 数 的 通路 的 算法 ， 这 些 算法 都 可 以 使 用 宽度 优先 搜索 进行 构造 。 

宽度 优先 搜索 与 深度 优先 搜索 的 比较 ”我们 介绍 了 两 种 广泛 使 用 的 用 于 构建 图 的 生成 树 算 
法 一 一 宽度 优先 搜索 (BFS) 和 深度 优先 搜索 (DFS) 搜 索 。 当 给 定 一 个 连通 图 时 ， 两 种 算法 都 可 
用 于 构建 生成 树 。 但 为 什么 有 可 能 用 一 个 比 另 一 个 更 好 呢 ? 

虽然 BFS 和 DFS 都 可 以 用 来 解决 相同 的 问题 ， 但 考虑 到 理论 原因 和 实际 原因 ， 我 们 需要 
在 两 者 之 间 做 出 选择 。 解 决 特定 类 型 的 问题 时 ， 这 些 搜索 算法 中 的 一 种 可 能 比 其 他 算法 更 容易 
应 用 ,或 者 能 提供 更 多 的 洞察 力 。 对 于 有 些 问 题 ，BFS 比 DFS 更 容易 使 用 ， 因 为 BFS 对 图 中 
的 顶点 进行 了 分 层 ， 这 告知 我 们 顶点 离 根 有 多 远 。 此 外 ,， 边 连接 了 同一 层 或 相 邻 层 的 顶点 ( 参 
见 练习 34)。 另 一 方面 ， 有 许多 类 型 的 问题 使 用 DFS 解决 更 自然 ， 例 如 在 例 6 一 8 中 讨论 的 问 
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题 。 一 般 来 说 ， 当 我 们 需要 更 深层 地 搜索 图 ， 而 不 是 系统 地 逐 层 搜索 时 ，DFS 是 一 个 更 好 的 选 
择 。 使 用 DFS 时 获得 的 结构 (参见 练习 51) ， 也 可 以 在 解决 问题 时 使 用 。 

BFS 和 DFS 在 实践 中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 选 择 哪 一 个 经 常 取 决 于 实现 细节 ， 例 如 使 用 的 
数据 结构 。 时 间 和 空间 的 考虑 是 最 重要 的 ， 尤 其 是 当 正 在 解决 的 问题 涉及 巨大 的 图 时 。 同 时 也 
要 记 住 ， 在 使 用 图 的 搜索 解决 问题 时 ， 我 们 经 常 不 必 完 成 找到 一 棵 生成 树 的 任务 。 当 我 们 在 身 
密 的 图 上 使 用 BFS 时 ， 在 逐 层 搜索 图 的 过 程 中 ， 会 花费 很 多 时 间 并 使 用 大 量 的 空间 。 在 这 种 情 
况 下 ， 最 好 是 使 用 DFS 以 快速 到 达 远 离 根 的 顶点 。 然 而 ， 对 于 稀 朴 图 ， 逐 层 搜索 图 可 能 更 有 效 。 


7.4.4 回溯 的 应 用 

有 些 问题 只 能 通过 执行 对 所 有 可 行 解 的 穷 举 搜索 来 解决 。 系 统 地 搜索 出 一 个 解 的 一 种 方式 
是 使 用 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 都 表示 一 次 决策 ， 而 每 个 树叶 都 表示 一 个 可 行 解 。 为 了 通过 回溯 
来 求 出 一 个 解 ， 首 先 尽 可 能 地 做 出 一 系列 决策 来 尝试 得 出 一 个 解 。 可 以 用 决策 树 里 的 通路 来 表 
示 决 策 序列 。 一 旦 知道 了 决策 序列 的 任何 扩展 都 不 能 得 出 解 ， 就 回潮 到 父母 项 点 并 且 若 有 可 
能 ， 则 用 男 一 个 决策 序列 来 尝试 得 出 一 个 解 。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 找到 一 个 解 ， 或 者 证 明 没 有 
解 存在 为 止 。 例 6 到 例 8 说 明了 回 泣 的 用 处 。 

图 着 色 ”如 何 用 回溯 来 判定 是 否 可 以 用 关 种 颜色 给 一 个 图 着 色 ? 

解 以 下 面 的 方式 用 回溯 来 解决 这 个 问题 。 首 先 选 择 某 个 顶点 & 并 且 指 定 它 的 颜色 为 1。 
然后 挑选 第 二 个 预 点 2， 而 且 若 2 不 与 相 邻 ， 则 指定 它 的 颜色 为 1。 否 则 ， 指 定 5 的 颜色 为 2。 
然后 来 到 第 三 个 顶点 c。 若 有 可 能 ， 则 对 < 用 颜色 1。 否则 若 有 可 能 ， 则 用 颜色 2。 只 有 当 颜 色 
1 和 颜色 2 都 不 能 用 时 才 使 用 颜色 3。 继 续 这 个 过 程 ， 只 要 有 可 能 就 为 每 个 新 顶点 指定 n 种 颜 
色 中 的 一 种 ， 而 且 总 是 使 用 表 中 第 一 种 允许 的 颜色 。 若 遇 到 不 能 用 nw 种 颜色 中 任何 一 种 来 着 色 
的 顶点 时 ， 则 回 漳 到 最 后 一 次 所 指定 的 顶点 ， 并 且 若 有 可 能 就 用 表 中 下 一 种 允许 的 颜色 改变 最 
后 着 色 的 顶点 的 颜色 。 大 不 可 能 改变 这 个 颜色 ， 则 再 回溯 到 更 前 面 指定 的 顶点 ， 一 次 后 退 一 
步 ， 直 到 有 可 能 改变 一 个 顶点 的 颜色 为 止 。 然 后 只 要 有 可 能 就 继续 指定 新 顶点 的 颜色 。 若 使 用 
n 种 颜色 的 着 色 存 在 ， 则 可 以 通过 回潮 来 产生 (但 是 这 个 过 程 是 极其 低 效 的 ) 。 

具体 地 说 ， 考 虑 用 3 种 颜色 来 着 色 图 11 所 示 的 图 。 图 11 所 示 的 树 说 明了 如 何 用 回溯 来 构 
造 3 着 色 。 在 这 个 过 程 中 ， 首 先 用 红色 ， 其 次 用 蓝 色 ， 最 后 用 绿色 。 显 然 不 用 回溯 也 可 以 求解 
这 个 简单 的 例子 ， 这 里 只 是 为 了 能 够 比较 好 地 说 明 这 项 技术 。 





好 光臣 
4 红 六 蓝 
e d 
~ a 红 ,b 蓝 ,c 红 a 红 ,b 蓝 ,c 绿 
a b c 
a 红 ,b 蓝 .c 红 ,d 绿 a 红 ,b 蓝 ,c 绿 ,d 红 


a 红 ,b 蓝 ,c 绿 , d 红 ,e 绿 
图 11 用 回溯 给 图 着 色 


在 这 棵 树 中 ， 从 根 开始 的 表示 指定 红色 给 a 的 最 初 的 通路 ， 导 致 a 红色、65 蓝 色 、c 红 色 而 d 
绿色 的 着 色 。 当 以 这 种 方式 来 着 色 a、4b、c 和 4 时 ， 就 不 可 能 用 三 种 颜色 中 的 任何 一 种 来 着 色 e。 
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所 以 ,回溯 到 表示 这 个 着 色 的 项 点 的 父母 。 因 为 没有 其 他 颜色 可 以 用 在 4d 上 ， 所 以 再 回溯 一 层 。 
然后 改变 c 的 颜色 为 绿色 。 通 过 接着 指定 红色 给 & 和 绿色 给 e， 就 获得 这 个 图 的 着 色 ， 机 

n 皇后 问题 n 皇后 问题 问 : 在 nXn 棋盘 上 如 何 放置 n 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 皇后 
可 以 互相 攻击 。 如 何 用 回溯 来 解决 慰 皇 后 问题 ? 

解 ” 为 了 解决 这 个 问题 ， 必 须 在 nXn 棋盘 上 找 出 nn 个 位 置 ， 使 得 这 些 位 置 中 没有 两 个 皇 
后 是 在 同一 行 上 、 同 一 列 上 或 在 同一 斜 线 上 ( 斜 线 是 由 对 某 个 mx 来 说 满足 i 十 j= 二 m 或 对 某 个 滩 
来 说 满足 i 一 j= 二 m 的 所 有 位 置 的 (i, 站 组 成 的 )。 将 用 回溯 来 解决 nr 皇后 问题 。 从 空 棋盘 开始 。 
在 k 十 1 阶段 ， 尝 试 在 棋盘 上 第 十 1 列 里 放置 一 个 新 皇后 ， 其 中 在 前 & 列 里 已 经 有 了 皇后 。 检 
查 第 & 十 1 列 里 的 格子 ， 从 第 一 行 的 格子 开始 ， 寻 找 放置 这 个 皇后 的 位 置 ， 使 得 它 不 与 已 经 在 
棋盘 上 的 皇后 在 同一 行 或 在 同一 斜 线 上 (已 经 知道 它 不 在 同一 列 里 )。 若 不 可 能 在 第 & 十 1 列 里 
找到 放置 皇后 的 位 置 ， 则 回溯 到 第 & 列 里 皇后 放置 的 位 置 。 在 这 一 列 里 下 一 个 允许 的 行 里 放置 
皇后 ， 着 这 样 的 行 存在 。 若 没有 这 样 的 行 存 在 ， 则 继续 回溯 。 

具体 地 说 ， 图 12 显示 了 四 皇后 问题 的 回 渊 解法 。 在 这 种 解法 里 ， 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 一 个 
皇后 。 然 后 在 第 二 列 的 第 三 行 里 放置 一 个 皇后 。 不 过 ， 这 样 就 使 得 不 可 能 在 第 三 列 里 放置 一 个 皇 
后 。 所 以 就 回溯 并 且 在 第 二 列 的 第 四 行 里 放置 一 个 皇后 。 当 这 样 做 时 ， 就 可 以 在 第 三 列 的 第 二 行 里 
放置 一 个 皇后 。 但 是 没有 办 法 在 第 四 列 里 添加 一 个 皇后 。 这 说 明 当 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 一 个 皇后 
时 就 得 不 出 解 。 回 湖 到 空 棋盘 ， 在 第 一 列 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 这 样 就 得 出 图 12 所 示 的 解 。 二 

局 WE 子 集 之 和 考虑 下 面 的 问题 。 给 定 一 组 正 整数 zx, ，x, ，…，xz, 的 集合 ， 求 这 组 整数 
的 集合 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 M。 如 何 用 回溯 来 解决 这 个 问题 ? 

解 ” 从 空 无 一 个 元 素 的 和 来 开始 。 通 过 依次 添加 元 素来 构造 这 个 和 。 若 当 添 加 这 个 序列 里 
的 一 个 整数 到 和 里 而 这 个 和 仍然 小 于 M 时 ， 则 子 集中 包含 这 个 整数 。 若 得 出 使 得 添加 任何 一 
个 元 素 就 大 于 M 的 一 个 和 ， 则 通过 去 掉 这 个 和 的 最 后 一 个 元 素来 回溯 。 

图 13 显示 了 下 面 这 个 问题 的 回溯 解法 ， 求 (31，27，15，11，7， 引 的 一 个 和 等 于 39 的 子 集 。 本 
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图 12 四 皇后 问题 的 回潮 解法 图 13 用 回潮 求 等 于 39 的 和 


7.4.5 有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 

可 以 轻而易举 地 修改 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 ， 使 得 以 有 回 图 作为 输入 时 它们 也 能 运 
行 。 但 是 ， 输 出 不 一 定 是 生成 树 ， 而 可 能 是 森林 。 在 这 两 个 算法 中 ， 只 有 当 一 条 边 从 正在 访问 
的 顶点 出 发 并 且 到 一 个 尚未 加 入 的 顶点 时 才 加 入 这 条 边 。 如 果 在 其 中 任何 一 个 算法 的 某 个 阶段 
找 不 到 从 已 经 加 入 的 顶点 到 尚未 加 入 的 顶点 的 边 ， 则 算法 加 入 的 下 一 个 顶点 成 为 生成 森林 中 一 
四 这 一 点 在 例 9 中 解释 。 


给 定 图 本 Way 
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a) b) 
图 14 有 向 图 的 深度 优先 搜索 


解 ” 从 顶点 a 开始 深度 优先 搜索 并 且 加 入 顶点 5、c 和 gg 以 及 相对 应 ， 直 到 无 路 可 走 。 回 
潮 到 <， 但 是 仍然 无 路 可 走 ， 于 是 回溯 到 2， 这 里 加 入 顶点 pe met pti 回溯 最 终 又 回 到 a。 
然后 在 d 开始 一 个 新 的 树 并 且 加 入 顶点 h、li、 和 j 以 及 对 应 的 边 。 回 溯 到 上， 然后 到 !， 然 后 到 有 h 
并 且 回 到 4d。 最 后 ， 在 i 开始 一 个 新 的 树 ， 完 成 深度 优先 搜索 。 输 出 如 图 14b 所 示 。 本 

有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 是 许多 算法 的 基础 (参见 [GrYe05]、[ Ma89 ] 和 [ CoLeRiSt09 ]) 。 
它 可 以 用 来 确定 有 向 图 是 否 具有 回路 ， 可 以 用 来 完成 图 的 拓扑 排序 ， 也 可 以 用 来 求 有 问 图 的 强 
连通 分 支 。 

si 用 来 结束 本 节 。 

网 络 蜂 蛛 ”为 了 给 网 站 建立 索引 ，Google 和 Yahoo 等 著名 的 搜索 引擎 从 已 知 的 网 


ea 这 些 搜索 引擎 使 用 所 谓 的 网 络 蜂 蛛 ( 或 网 络 息 虫 、 网 络 机 器 人 ) 的 程序 
来 访问 网 站 并 且 分 析 其 内 容 。 网 络 蜂 蛛 同时 使 用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 来 创建 索 引 。 如 
6. 1 节 例 5 所 述 ， 可 以 用 所 谓 的 网 络 图 的 有 向 图 来 为 网 页 和 网 页 之 间 的 链接 建立 模型 。 用 顶点 
表示 网 页 ， 用 有 向 边 表示 链接 。 利 用 深度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 页 ， 沿 着 一 个 链接 (如 
果 存 在 这 样 的 链接 的 话 ) 到 达 第 二 个 网 页 ， 沿 着 第 二 个 网 页 的 一 个 链接 (如 果 存 在 这 样 的 链接 ) 
到 达 第 三 个 网 页 ， 等 等 ， 直 到 找到 一 个 没有 新 的 链接 的 网 页 为 止 。 然 后 使 用 回溯 来 检查 前 面 阶 
段 的 链接 去 寻找 新 的 链接 ， 等 等 。( 由 于 实际 限制 ， 网 络 蜂 蛛 在 深度 优先 搜索 中 的 搜索 深度 是 
有 限 的 。) 利 用 宽度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 页 并 且 沿 着 这 个 网 页 上 的 一 个 链接 到 达 第 二 个 
网 页 ， 然 后 沿 着 初始 网 页 上 的 第 二 个 链接 (如 果 存 在 )， 以 此 类 推 ， 直到 已 经 走 过 了 初始 网 页 上 
的 所 有 和 链接 为 止 。 然 后 逐 页 地 沿 着 下 一 层 网 页 上 的 链接 ， 以 此 类 推 。 4 

搜索 引擎 已 经 为 利用 BFS 和 DFS 的 网 络 息 虫 开 发 出 了 复杂 的 策略 。( 谷 歌 的 网 络 候 虫 被 称 
为 谷歌 机 器 人 ,) 它 们 使 用 BFS， 从 被 称 为 种 子 的 高 质量 的 网 页 开始 ， 并 搜索 这 些 网 页 上 的 所 有 
链接 。 随 着 网 络 息 虫 的 继续 ， 它 会 将 访问 的 新 页 面 上 所 有 和 链接 的 URL 添加 到 息 行 边界 。 这 些 
URL 根据 特定 策略 进行 排序 ， 以 决定 搜索 这 些 网 页 的 顺序 。 

选择 好 种 子 后 ， 利 用 谷歌 的 方法 可 以 很 快 到 达 有 许多 指向 它们 的 链接 的 高 质量 页 面 。 但 
是 ， 到 达 的 页 面 质量 随 着 Web 疏 网 的 继续 而 减少 。 这 种 方法 能 很 好 地 到 达 流 行 的 网 页 ， 但 却 
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不 能 到 达 那 些 有 用 的 但 不 太 流 行 的 网 页 。 如 果 种 子 网 页 无 法 产生 好 的 结果 ， 则 可 从 其 他 种 子 或 
网 页 开始 ， 使 用 DFS 查找 高 质量 的 候选 页 面 。 此 外 ， 当 BFS 被 限制 特定 层 数 时 ， 可 使 用 DFS 
到 达 BFS 不 能 到 达 的 部 分 网 页 。 4 


奇数 编号 练习 
1. 为 了 产生 生成 树 ， 必 须 从 带 有 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 里 删除 多 少 条 边 ? 
在 练习 2 一 6 中 ， 通 过 删除 简单 回路 里 的 边 来 求 所 示 图 的 生成 树 。 





7. 求 下 面 每 个 图 的 生成 树 。 
a)K; b) K,.,, c)Ki,s 
d) Q; €)Cs f)W:; 
在 练习 8 一 10 中 ， 画 出 所 给 的 简单 图 的 所 有 生成 树 。 


9. 4 b 8 
C d e h 
* 11. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 的 生成 树 ? 
a)K; b)K, c)K,s d) (Cs 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 深度 优先 搜索 来 构造 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 这 棵 生成 树 的 根 并 且 假 定 
顶点 都 以 字母 顺序 来 排序 。 





17. 用 深度 优先 搜索 求 下 列 这 些 图 的 生成 树 。 
a)Ws (参见 6. 2 节 例 7)， 从 度数 为 6 的 顶点 开始 b)K; 
c)K;,,， 从 度数 为 3 的 顶点 开始 d)Q: 
19. 描述 轮 图 W, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 n 的 顶点 开始 ， 其 中 是 整数 满 


是 nn 宇 3( 参 见 6. 2 节 例 7)。 说 明 答 案 的 合理 性 。 

21. 描述 完全 二 分 图 K,., 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 冯 
和 nn 都 是 正 整 数 。 说 明 答案 的 合理 性 。 

23. 假定 一 家 航空 公司 必须 压缩 它 的 航班 以 节省 资金 。 若 它 原 来 的 航线 如 下 图 所 示 ， 则 可 以 中 断 哪 些 飞 
行 以 保持 在 所 有 城市 对 之 间 的 服务 (其 中 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 可 能 需要 换 乘 飞机 )? 





达拉斯 
* 25. 证 明 : 在 连通 简单 图 里 顶点 v 和 w 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ， 等 于 在 以 "为 根 的 G 的 宽度 优先 生成 树 
里 zx 的 层 数 ，。 
27, 用 回溯 来 对 下 面 的 n 值 解决 n 皇后 问题 。 
2)71=3 b)n=5 c)7 一 6 
29. 解释 如 何 用 回溯 来 找 出 图 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 。 
图 G 的 生成 森林 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 森林 ， 使 得 当 两 个 顶点 在 G 里 有 通路 时 ， 这 两 个 顶点 就 在 同一 个 
树 里 。 
31. 证 明 : 每 个 有 穷 简 单 图 都 有 生成 森林 。 
33. 对 带 有 nn 个 顶点 、m 条 边 和 c 个 连通 分 支 的 图 来 说 ， 必 须 删 除 多 少 条 边 才 能 产生 它 的 生成 森林 ? 
35. 解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 求 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 
37, 设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 求 一 个 图 的 连通 分 支 。 
39. 哪 种 连通 的 简单 图 恰好 只 有 一 棵 生成 树 ? 
41. 设计 基于 深度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 
43. 设 G 是 连通 图 。 证 明 : 如 果 工 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 CG 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 T 中 的 边 必定 是 背 
边 ， 换 句 话 说， 这 条 边 必 定 连接 一 个 顶点 到 这 个 顶点 在 工 中 的 祖先 或 后 代 。 
45. 对 于 哪些 图 来 说 ， 无 论 选 择 哪 个 顶点 作为 树 根 ， 深 度 优 先 搜索 和 宽度 优先 搜索 都 产生 同样 的 生成 树 ? 
说 明 答 案 的 合理 性 。 
47. 用 数学 归纳 法 证 明 : 宽度 优先 搜索 按照 顶点 在 所 得 出 的 生成 树 中 的 层 数 的 顺序 来 访问 这 些 顶 点 。 
49. 用 伪 码 来 描述 宽度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 mx 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 m 个 顶点 。 
51. 证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 了 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 不 在 这 个 生成 树 上 的 每 条 边 都 是 
连接 祖先 到 后 代 的 前 进 边 、 连 接 后 代 到 祖先 的 后 退 边 ， 或 者 连接 一 个 顶点 到 从 前 访问 过 的 子 树 的 一 
个 顶点 的 交叉 边 。 
设 全 和 了 都 是 一 个 图 的 生成 树 。 厂 和 T 之 间 的 距离 是 T 和 T, 中 非 们 和 T: 所 共有 的 边 的 数目 。 
53. 求 图 2 所 示 图 G 的 在 图 3c 和 图 4 里 所 示 的 每 对 生成 树 之 间 的 距离 。 
xx 55。 假定 人 和 了 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 男 外 ， 假 定 ei 是 在 五 里 但 不 在 Ts 里 的 一 条 边 。 证 明 : 存在 
在 T; 里 但 不 在 五 里 的 一 条 边 e ， 使 得 独 从 五 里 删除 e 而 添加 es 到 TT 里 ， 则 Ti 仍然 是 生成 树 ， 
并 且 若 从 T; 里 删除 e* 而 添加 e 到 T; 里 ， 则 Ti 仍然 是 生成 树 。 
有 向 图 的 有 根 生 成 树 是 由 这 个 图 的 边 组 成 的 有 根 树 ， 使 得 这 个 图 的 每 个 顶点 都 是 树 中 一 条 边 的 终点 。 
57. 对 6. 5 节 练 习 18 一 23 中 的 每 个 有 癌 图 来 说 ， 求 这 个 图 的 有 根 生 成 树 ， 或 者 确定 不 存在 这 样 的 树 。 
* 59. 给 出 构造 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 的 有 根 生 成 树 的 算法 。 
* 61. 用 练习 60 来 构造 一 个 确定 有 向 图 是 否 含 有 回路 的 算法 。 


7.5 最 小 生成 树 
7.5.1 引言 
一 家 公司 计划 建立 一 个 通信 网络 来 连接 它 的 5 个 计算 机 中 心 。 可 以 用 租用 的 电话 线 连接 这 "> 
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最 小 。 
4 通 加 权 图 里 前 树 是 具有 人 边 的 权 之 和 最 , 人 
下 面 将 给 出 构造 最 小 生成 树 的 两 个 算法 。 这 两 个 算法 都 是 通过 添加 还 没有 使 用 过 的 
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些 中 心 的 任何 一 对 。 应 当 建 立 哪 些 连接 ， 以 便 保证 在 任何 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 有 通路 ， 且 网 
络 的 总 成 本 最 小 ? 可 以 用 图 1 所 示 的 带 权 图 为 这 个 问题 建 模 ， 其 中 顶点 表示 计算 机 中 心 ， 边 表 
示 可 能 租用 的 电话 线 ， 边 上 的 权 是 边 所 表示 的 电话 线 的 月 租 费 。 通 过 找 出 一 棵 使 各 边 的 权 之 和 
为 最 小 的 生成 树 ， 就 可 以 解决 这 个 问题 。 这 样 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 。 





图 1 说 明 计算 机 网 络 中 的 线路 的 月 租 费 的 加 权 图 


7.5.2 最 小 生成 树 算 法 
有 大 量 的 问题 可 以 这 样 解 决 : 求 加 权 图 里 的 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 棵 树 的 各 边 的 权 之 和 为 









特定 性 质 的 、 权 最 小 的 边 来 进行 的 。 这 些 算法 都 是 贪心 算法 。 贪 心算 法 是 在 每 个 步骤 上 都 做 最 
优选 择 的 算法 。 在 算法 的 每 个 步骤 上 都 最 优化 ， 并 不 能 保证 产生 全 局 最 优 解 。 不过， 本 节 里 给 
出 的 构造 最 小 生成 树 的 这 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 贪心 算法 。 

要 讨论 的 第 一 个 算法 最 早 由 捷克 的 数学 家 Vojtéch Jarnik 在 1930 年 发 现 ， 并 把 它 发 表 于 捷 
克 的 一 个 期 刊 上 。 当 罗伯特 普 林 在 1957 年 重新 给 出 这 个 算法 时 ， 该 算法 就 变 得 很 著名 了 。 
因此 ， 该 算法 称 为 普 林 (Prim) 算 法 (有 时 也 称 为 prim-Jarnik 算法 )。 为 了 执行 普 林 算 法 ， 首先 
选择 带 最 小 权 的 边 ， 把 它 放 进 生成 树 里 。 依 次 向 树 里 添加 与 已 在 树 里 的 顶点 关联 的 且 不 与 已 在 
树 里 的 边 形 成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 。 当 已 经 添加 了 n 一 1 条 边 时 就 停止 。 

本 节 稍 后 将 证 明 这 个 算法 产生 任何 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 算 法 1 给 出 普 林 算 法 的 伪 码 
描述 。 


算法 1 普 林 算 法 
procedure Prim(C: 带 n 个 顶点 的 连通 加 权 无 向 图 ) 
T :王权 最 小 的 边 


for ; :一 1] to 7 一 2 
e :一 与 工 里 顶点 关联 且 若 添加 到 了 工 里 则 不 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 
T :一 添加 e 之 后 的 工 

return T{ 开 是 G 的 最 小 生成 树 ) 





注意 ， 当 有 超过 一 条 满足 相应 条 件 的 带 相 同 权 的 边 时 ， 在 算法 的 这 个 阶段 里 对 所 添加 的 边 
的 选择 就 不 是 确定 的 。 需 要 排序 这 些 边 以 便 让 选择 是 确定 的 。 在 本 节 剩 下 的 部 分 将 不 再 考虑 这 
个 问题 。 另 外 注意 ， 所 给 的 连通 加 权 简 单 图 可 能 有 多 于 一 个 的 最 小 生成 树 ( 见 练习 9) 。 

例 1 和 例 2 说 明 如 何 使 用 普 林 算 法 。 

用 普 林 算 法 设计 连接 图 1 所 表示 的 所 有 计算 机 的 具有 最 小 成 本 的 通信 网 络 。 

解 ”办 法 是 求 图 1 的 最 小 生成 树 。 普 林 算 法 是 这 样 执行 的 : 选择 权 最 小 的 初始 边 ， 并 且 依 
次 添加 与 树 里 顶点 关联 的 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 图 2 中 ， 加 颜色 的 边 表示 普 林 算 法 所 产 


生 的 最 小 生成 树 ， 并 且 显 示 在 每 个 步骤 上 所 做 的 选择 。 q 





| {芝加哥 ， 亚 特 兰 大 } $ 700 
2 {亚特兰大 ， 纽约} $ 800 
3 {芝加哥 ， 旧 金山 } $1200 
4 { 旧 金山 ， 丹 佛 } $ 900 

总 计 : $3600 


图 2 图 1 加权 图 的 最 小 生成 树 

用 普 林 算 法 求 图 3 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ” 用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 显示 在 图 4 中 。 依 
次 选择 的 边 都 显示 在 图 中 。 4 

将 要 讨论 的 第 二 个 算法 是 约 蕊 夫 ，。 克 鲁 斯 卡尔 在 1956 
年 发 现 的 ， 尽 管 在 此 之 前 已 经 有 人 阐述 过 这 一 算法 的 基本 
思路 。 为 了 执行 克 鲁 斯 卡尔 算法 ， 要 选择 图 中 权 最 小 的 一 
条 边 。 

依次 添加 不 与 已 经 选择 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 
边 。 在 已 经 挑选 了 ”一 1 条 边 之 后 就 停止 。 

把 克 鲁 斯 卡尔 算法 对 每 个 连通 加 权 图 都 产生 最 小 生成 
树 的 证 明 留 作 练 习 。 算 法 2 给 出 了 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 的 伪 
代码 。 





选择 边 权 
] {b, f} ] 
2 {a, b} 2 
3 {f, 7} 2 
4 {a, e} 3 
{i,j7} 3 
6 {/, 8} 3 
7 {c, 8} 2 
8 {c, dad} ] 
9 {g, h)} 3 
10 {h, /} 3 
11 {k, /} 本 

这 计 : 24 
b) 





图 4 用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 


算法 2 元 和 鲁 斯 卡尔 算法 
procedure Kruskal(G: 带 nn 个 顶点 的 加 权 连 通 无 向 图 ) 
T :一 空 图 


for z :=] to nO~—1 
e :三 G 中 权 最 小 的 任 一 边 且 当 添加 到 本 里 时 不 形成 简单 回路 边 
TT: 二 本 添加 e 

return 了 ( 工 是 G 的 最 小 生成 树 } 





天 xz 
Exornpies 


读者 应 当 注 意 普 林 算 法 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 区 别 。 在 普 林 算 法 里 ， 选 择 与 已 在 树 中 的 一 个 
项 点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 ; 相对 地 ， 在 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 里 ， 选 择 不 一 定 与 已 在 树 
中 的 一 个 顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 注 意 ， 在 普 林 算 法 里 ， 若 没有 对 边 排 序 ， 则 
在 这 个 过 程 的 某 个 阶段 上 ， 对 添加 的 边 来 说 就 可 能 有 多 于 一 种 的 选择 。 因 此 ， 为 了 让 这 个 过 程 
是 确定 的 ， 就 需要 对 边 进行 排序 。 例 3 说 明 如 何 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 

用 元 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 3 所 示 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ” 在 图 5 里 显示 这 个 最 小 生成 树 和 在 克 鲁 斯 卡尔 算法 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 。 4 

选择 边 
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a) b) 
图 5 元 鲁 斯 卡尔 算法 产生 的 最 小 生成 树 


现在 将 证 明 普 林 算 法 产生 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

证 明 设 G 是 一 个 连通 加 权 图 。 假 定 普 林 算 法 依次 选择 的 边 是 ee，e，…，e is。 设 S 是 
以 el ，e，…，e 作为 边 的 树 ， 而 设 S 是 以 el1，e,，*…，e 作为 边 的 树 。 设 人 是 包含 边 ei， 
ez，*……，&e 的 G 的 最 小 生成 树 ， 其 中 有 是 满足 下 列 性 质 的 最 大 整数 : 存在 着 包含 普 林 算 法 所 选 
择 的 前 不 条 边 的 最 小 生成 树 。 阁 证 明了 S= 工 ， 则 该 定理 得 证 。 

假定 S 关 TT， 所 以 zn 一 1。 因 此 ， 包含 边 e1:，e;，…，e， 但 是 不 包含 er 。 考 虑 由 工 
和 ex 所 组 成 的 图 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 并 且 有 即 条 边 ， 知 是 树 ， 边 过 多 了 ， 所 以 它 必 然 包含 
简单 回路 。 这 个 简单 回路 必然 包含 eq ， 因 为 在 本 里 没有 简单 回路 。 男 外 ， 在 这 个 简单 回路 中 
必然 有 不 属于 Si4i 的 边 ， 因 为 $i;i1 是 一 棵 树 。 通 过 从 ea 的 一 个 端点 开始 ， 该 端点 也 是 边 e， 
ez，"…，e; 之 一 的 端点 ， 并 且 沿 着 回路 直到 它 到 达 一 条 不 在 Su 里 的 边 为 止 ， 就 可 以 找 出 一 条 
不 在 Sei 里 的 边 e， 它 有 一 个 问 点 也 是 边 6@1 ，6e;，…，&i 之 一 的 端点 。 

通过 从 工 里 删除 e 并 且 添 加 ee ， 就 获得 带 n 一 1 条 边 的 树 工 ( 它 是 树 ， 因 为 它 没 有 简单 回 
路 ) 。 注 意 树 ' 工 包含 ee，e，…，eti。 另 外 ， 因 为 普 林 算 法 在 第 & 十 1 个 步骤 上 选择 es ， 并 
且 在 这 个 步骤 上 e 也 是 可 用 的 ， 所 以 eij; 的 权 就 小 于 或 等 于 e 的 权 。 根 据 这 个 观察 结果 就 得 出 
T' 也 是 最 小 生成 树 ， 因 为 它 的 边 的 权 之 和 不 超过 荆 的 边 的 权 之 和 。 这 与 对 衣 的 选择 相 矛 盾 , 
是 使 得 包含 el ，e; ，…，ei 的 最 小 生成 树 存 在 的 最 大 整数 。 因 此 ， k= 二 nn 一 1 并 且 S$=T。 所 以 普 
林 算 法 产生 最 小 生成 树 。 国 

可 以 证 明 ( 参 见 [LCoLeRiSt09]) 为 了 求 出 具有 m 条 边 和 nn 个 项 点 的 图 的 最 小 生成 树 ， 克 和 鲁 斯 
卡尔 算法 需要 用 OCm log m) 次 运算 来 完成 ， 而 普 林 算 法 需要 用 OCm log 站 次 运算 来 完成 。 因 
此 ， 对 于 稀 牙 图 来 说 ,使 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 更 好 。 在 稀 厂 图 中 ，m 远 远 小 于 C (n，2) = 
n(n 一 1)/2， 即 具有 nn 个 顶点 的 无 向 图 的 可 能 的 总 边 数 。 否 则 ， 这 两 个 算法 的 复杂 度 没有 什 
么 差别 。 


奇数 编号 练习 

1， 下 图 所 表示 的 道路 都 还 没有 铺设 路 面 。 边 的 权 表 示 在 成 对 的 乡镇 之 间 的 道路 长 度 。 哪 些 道路 应 当铺 设 
路 面 ， 以 便 在 每 对 乡镇 之 间 都 有 铺设 路 面 的 道路 ， 而 且 使 得 铺设 的 道路 的 长 度 最 短 ?” (注意 : 这 些 乡 
镇 都 在 内 华 达 州 。) 
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7. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 3 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
9. 找 出 具有 多 于 一 棵 最 小 生成 树 的 、 带 有 最 少 可 能 边 数 的 连通 加 权 简 单 图 。 
连通 加 权 无 向 图 的 最 大 生成 树 是 带 最 大 可 能 的 权 的 生成 树 。 
11. 设计 与 普 林 算 法 类 似 的 、 构 造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 
13. 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 
15. 求 练 习 4 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 
* 17. 设计 求 连通 加 权 图 里 次 最 短 生成 树 的 算法 。 
19. 证 明 : 车 所 有 边 的 权 都 不 相同 ， 则 连通 加 权 图 里 有 唯一 的 最 小 生成 树 。 
21. 求 图 3 的 加 权 图 里 包含 边 {e， 革 和 {g，A&)} 的 总 权 最 小 的 生成 树 。 
23. 用 伪 码 表达 练习 22 设计 的 算法 。 
索 林 (Sollin) 算 法 从 连通 加 权 简 单 图 G 二 (V， EE) 这 样 产 生 最 小 生成 树 : 依次 添加 成 组 的 边 。 假 定 对 V 中 
的 顶点 进行 了 排序 。 这 样 产生 边 的 一 个 顺序 ， 其 中 车 uo 先 于 t， 或 者 车 wo 二 wi 并 且 wo 先 于 涩 ， 则 (wo， 
wo) 先 于 {ui，ww)。 这 个 算法 首先 同时 选择 每 个 顶点 关联 的 权 最 小 的 边 。 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺 序 里 
的 第 一 条 边 。 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 即 一 些 树 组 成 的 一 个 森林 (练习 24 要 求证 明 这 个 事 
实 )。 其 次 ， 对 森林 中 的 每 棵 树 ， 同 时 选择 在 该 树 中 一 个 顶点 与 在 不 同 的 一 棵 树 中 顶点 之 间 的 最 短 的 边 。 
同样 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺 序 里 的 第 一 条 边 。( 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 它 包含 比 在 这 
一 步 之 前 出 现 的 更 少 的 树 。 参 见 练习 24。) 继 续 进 行 同时 添加 连接 树 的 边 的 过 程 ， 直 到 已 经 选择 了 ?一 1 
条 边 为 止 。 在 这 个 阶段 已 经 构造 了 一 棵 最 小 生成 树 。 
25. 用 索 林 算法 产生 下 列 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

a) 图 1 pb) 图 3 
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xx 27. 证 明 : 索 林 算法 产生 连通 无 向 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 。 
* 29. 证 明 : 若 在 索 林 算 法 的 某 个 中 间 步 又 存在 7 棵 树 ， 则 算法 的 下 一 次 迭代 至 少 添加 [x/2| 条 边 。 
* 31, 证 明 : 索 林 算法 至 少 需要 log n 次 迭代 ， 以 便 从 带 有 nn 个 顶点 的 连通 无 向 加 权 图 产生 一 棵 最 小 生 
成 树 。 
33. 证 明 : 者 G 是 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 对 于 G 中 的 每 条 简单 回路 ， 该 回路 中 权 值 最 大 的 边 不 属 
于 G 的 任何 一 棵 最 小 生成 树 。 
当 克 重 斯 卡尔 发 明了 按 权 值 递增 的 顺序 增加 不 形成 简单 回路 的 边 的 求 最 小 生成 树 的 算法 时 ， 他 还 发 明了 
另外 一 个 称 为 逆 删 除 的 算法 。 该 算法 从 连通 图 中 依次 删除 不 使 图 变 成 不 可 连通 的 权 值 最 大 的 边 。 
35. 证 明 : 若 输入 为 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 逆 删 除 算法 总 能 产生 最 小 生成 树 。[L 提 示 : 用 练习 33。j 


| 第 8 章 


Discrete Mathematics and lts Applications, 8E 


布尔 代数 





计算 机 和 其 他 电子 设备 中 的 电路 都 有 输入 和 输出 ， 输 入 是 0 或 1， 输 出 也 是 0 或 1。 电 路 可 
以 用 任何 具有 两 个 不 同 状 态 的 基本 元 件 来 构造 ， 开 关 和 光学 装置 都 是 这 样 的 元 件 ， 开 关 可 能 处 
于 开 或 关 的 位 置 ， 光 学 装置 可 能 是 点 亮 或 未 点 亮 的 。1854 年 ， 乔 治 ， 布尔 (George Boole) 在 《The 
Laws of Thought) 一 书 中 第 一 次 给 出 了 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 ， 克 劳 德 。 香 农 (Claude Shannon) 
揭示 了 怎么 用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 ， 这 些 基本 规则 形成 了 布尔 代数 的 基础 。 本 章 将 逐步 
展开 布尔 代数 基本 性 质 的 讨论 。 电 路 的 操作 可 以 用 布尔 函数 来 定义 ， 这 样 的 布尔 函数 对 任意 一 
组 输入 都 能 指出 其 输出 的 值 。 构 造 电路 的 第 一 步 是 用 由 布尔 代数 的 基本 运算 构造 的 表达 式 来 表 
示 布 尔 函 数 。 我 们 将 介绍 一 个 能 产生 这 些 表 达 式 的 算法 ， 所 得 到 的 表达 式 可 能 包含 一 些 元 余 运 
算 。 本 章 的 后 面部 分 将 描述 一 个 求 表达 式 的 方法 ， 求 得 的 表达 式 中 所 包含 的 和 与 积 的 个 数 是 表 
示 一 个 布尔 函数 所 需 数 量 中 最 少 的 。 将 要 展开 讨论 的 这 些 方法 称 为 卡 诺 (Karnaugh) 图 方法 和 奎 因 
英 可 拉 斯 基 (Quine-McCluskey) 方 法 ， 它 们 对 于 有 效 电路 的 设计 十 分 重要 。 


8.1 布尔 函数 
8.1.1 引言 


布尔 代数 提供 的 是 集合 {0，1} 上 的 运算 和 规则 ， 这 个 集合 及 布尔 代数 的 规则 还 可 以 用 来 研 
究 电子 和 光学 开关 。 我 们 用 得 最 多 的 三 个 布尔 代数 运算 是 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 。 元 素 的 补 用 上 
划 线 加 以 标记 ， 其 定义 为 : 0=1，1=0。 布 尔 和 记 为 十 或 OR， 它 的 值 如 下 
1 二 1 二 1]，1 十 0 = 二 1，0 十 1=1，0 十 0 二 0 
布尔 积 记 为 或 AND， 它 的 值 如 下 : 
1.:1=1, 1.0=0, 0.1=0，0.0==0 
在 不 引起 混淆 时 ， 可 以 删 去 ， ， 就 像 写 代数 积 时 一 样 。 除 非 使 用 括号 ， 否 则 布尔 运算 的 优 
先 级 规则 是 : 首先 计算 所 有 补 ， 然 后 是 布尔 积 ， 然 后 是 布尔 和 ， 如 例 1 所 示 。 
计算 1. 0 十 (0 十 1) 的 值 。 
解 ”根据 补 、 布 尔 积 与 布尔 和 的 定义 ， 得 到 
1.0 十 (0 十 1) =0 十 1 
二 0 十 0 
一 0 
本 
补 、 布 尔 和 与 布尔 积分 别 对 应 于 逻辑 运算 ”、V 和 人 和， 且 0 对 应 于 了 ( 假 )，1 对 应 于 T( 真 ) 。 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 直接 转换 为 复合 命题 中 的 等 价 式 。 反 之 ， 复 合 命题 中 的 等 价 式 也 可 以 
转换 为 布尔 代数 中 的 恒等式 。 本 节 后 面部 分 将 会 介绍 ， 为 什么 这 些 转换 产生 有 效 的 逻辑 等 价 式 
和 布尔 代数 恒等式 。 例 2 显示 了 如 何 把 布尔 代数 恒等式 转换 为 命题 逻辑 等 价 式 。 
电网 把 例 1 中 的 恒等式 1，0 十 (0 十 1)=0 转换 成 逻辑 等 价 式 。 
解 ” 把 恒等式 中 的 1 转换 成 T、0 转换 成 fF、 布尔 和 转换 成 析 取 、 布 尔 积 转换 成 合 取 、 补 
转换 成 否定 ， 就 可 以 得 到 逻辑 等 价 式 
(TAF)VITV R=F 本 
下 面 的 例 3 显示 了 如 何 把 命题 逻辑 等 价 式 转换 为 布尔 代数 恒等式 。 








把 逻辑 等 价 式 (TAT) VE=T 转 换 成 布尔 代数 恒等式 。 
解 ” 把 逻辑 等 价 式 中 的 工 转换 成 1、E 转换 成 0、 析 取 转 换 成 布尔 和 、 合 取 转 换 成 布尔 积 、 
否定 转换 成 补 ， 就 可 以 得 到 布尔 代数 恒等式 
(1.1) 十 0=1 本 


8.1.2 布尔 表达 式 和 布尔 函数 

设 B={0, 1}, 则 丈 王 (人 zz，…，zZr) |zx;EB，1<<i<n} 是 由 0 和 1 能 构成 的 所 有 7 
元 组 的 集合 。 变 元 x 如 果 仅 从 B 中 取 值 ， 则 称 该 变 元 为 布尔 变 元 ， 即 它 的 值 只 可 能 为 0 或 1。 
从 B" 到 B 的 函数 称 为 n 元 布尔 函数 。 

从 布尔 变 元 有 序 对 的 取 值 集合 到 集合 {0，1)} 的 函数 F(z， 妇 三 工 y 就 是 一 个 2 元 布尔 
函数 ， 且 F(1，1) 王 0，F(L，0) 三 1y F(0,，1)= 二 0，F(0, 0)= 二 0。F 的 值 如 表 1 所 示 。 对 

布尔 函数 也 可 用 由 变 元 和 布尔 运算 构成 的 表达 式 来 表示 。 关 于 变 元 
Zi V2 "9 Nn 的 布尔 表达 式 可 以 递归 地 定义 如 下 : 

1)90，1y wry wr" Xi 是 布尔 表达 式 ， 

2) 如 果 EE 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 巨 、(E 包 ) 和 (E, 十 E,) 是 布尔 表 
达 式 。 

每 个 布尔 表达 式 表示 一 个 布尔 函数 ， 此 函数 的 值 是 通过 在 表达 式 中 





用 0 和 1 替换 变 元 得 到 的 。 在 8. 2 节 中 我 们 将 介绍 怎么 用 布尔 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 
求 由 F(z，>，z) 一 Zy 十 zx 表示 的 布尔 函数 的 值 。 
解 ”这 个 函数 的 值 由 表 2 表示 。 4 
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注意 ， 布 尔 函 数 还 可 用 图 形 来 表示 ， 方 法 是 : 将 nn 元 二 进 制 数组 与 n 方 体 的 项 点 一 一 对 
应 ， 青 标 出 那些 函数 值 为 1 的 顶点 。 





9 例 5 中 从 B 到 B 的 阴 数 F(zr，y，z)= 二 xy 十 z 可 如 下 表示 : 标 出 满足 FCz，y，z) 王 1 
的 五 个 3 元 组 (5 Ds (ls ls OW Ch 的 SG ly 内 和 (95 0 110 111 
0) 所 对 应 的 顶点。 如 图 1 所 示 ， 这 些 顶 点 用 实心 的 黑 圈 标 出 。 4 A 

n 个 变 元 的 布尔 函数 政和 G 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 FF(b, Bb，…，b,) 二 100 
G(b yp b,), 其 中 b，b,，"…，b, 属于 也 。 表示 同一 个 阴 数 的 不 wy 011 
同 的 布尔 表达 式 称 为 是 等 价 的 。 例 如， 布尔 表达 式 zy、xzy 十 0 和 


zy。1 都 是 等 价 的 。 布尔 函数 下 的 补 画 数 是 FF， 其 中 F(x, …, zx,)= 二 0 001 
F(x， …，Zx,)。 设 下 和 G 是 n 元 布尔 函数 ,函数 的 布尔 和 下 十 G 与 布 图 1 
尔 积 FG 分 别 定义 为 


(FG) (NI Tint ya = a 1 5 十 人 (2 Fe 
( FG) (Zz) TC -= FC | 了 人 Te 
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2 元 布尔 肾 数 是 从 一 个 4 个 元 素 的 集合 到 B 的 函数 ， 这 4 个 元 素 是 B=(0，1} 中 元 素 
构成 的 元 素 对 ，B 是 有 2 个 元 素 的 集合 。 因 此 有 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 。 在 表 3 中 ， 我 
们 列 出 了 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 的 值 ， 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 记 为 下， 
| 


表 3 16 个 2 元 布尔 函数 


EENENESIESTEDIEAIEIIES 
1 1 1 ] 1 1 1 0 0 


1 0 
1 
] 
0 
有 多 少 个 不 同 的 nn 元 布尔 函数 ? 


解 ” 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 ; 有 2” 个 由 0 和 1 构成 的 不 同 的 nn 元 组 。 因 为 布尔 函数 就 是 对 
这 2" 个 元 组 中 的 每 一 个 进行 赋值 ， 所 以 乘积 法 则 表明 有 2 个 不 同 的 n 元 布尔 函数 。 4 
表 4 列 出 了 1 一 6 元 不 同 布尔 函数 的 个 数 。 这 种 函数 的 个 数 增长 非常 快 。 










0 














0 ] ] ] | 0 0 0 1 0 
] ] 1 0 0 1 1 0 0 0 
0 ] 0 1 0 1 0 1 1 1 


表 4 n 度 布尔 函数 的 个 数 







65 536 
4294 967 296 
18 446 744 073 709 551 616 






8. 1. 3 布尔 代数 恒等式 

布尔 代数 有 许多 恒等式 ， 表 5 列 出 了 其 中 最 重要 的 恒等式 。 这 些 恒等式 对 于 电路 设计 的 简 
化 特别 有 用 。 表 5 中 的 每 个 恒等式 都 可 以 用 表 来 证 明 。 例 8 就 以 这 种 方法 证 明了 一 个 分 配 律 。 
其 余 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 


表 5 布尔 恒等式 
TE TE 本 
一 双重 补 律 XT 二 yz 二 (ZX 十 y)(z 十 z) 分 配 律 


zy 十 z) 一 工 y 十 Zz 


天 十 0 一 芯 we TY 


XZ 十 (y 十 z) 二 (x 十 y) 十 z eb 
局 攻 3 证 明 分 配 律 x(y 十 zx) 二 xy 十 xz 是 正确 的 。 
解 ” 表 6 表示 了 此 恒等式 的 验证 。 这 个 恒等式 成 立 ， 因 为 此 表 的 最 后 两 列 相同 。 4 





x 
] 
1 
] 
1 
0 
0 
0 
0 





| | | | | : 上 
- | | | | 二 


读者 应 该 将 表 5 中 的 布尔 恒等式 与 1. 3 节 表 6 中 的 逻辑 等 价 式 和 2. 2 节 表 1 中 的 集合 恒 
等 式 相 比较 。 所 有 这 些 都 是 一 个 更 抽象 结构 中 恒等式 集合 的 特殊 情形 。 每 个 恒等式 集合 都 可 
以 通过 适当 的 转换 得 到 。 例 如 ， 通 过 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 、0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 
变 为 析 取 、 布 尔 积 变 为 合 取 以 及 补 变 为 否定 ， 这 样 就 可 以 把 表 5 中 的 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 
等 价 式 ， 如 例 9 所 示 。 

把 表 5 中 的 分 配 律 x 十 yz 二 (zx 十 y) (zx 十 z) 转 换 成 逻辑 等 价 式 。 

解 ” 为 了 把 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 首 先 需 要 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 。 这 里 的 
布尔 变 元 zx、y 和 分 别 变 为 命题 变 元 p、9g 和 r。 然 后 把 布尔 和 变 为 析 取 ， 布 尔 积 变 为 合 取 
(注意 在 这 个 布尔 恒等式 中 ，0、1 和 补 都 没有 出 现 )。 这 样 就 把 此 布尔 恒等式 转换 成 了 逻辑 等 
价 式 

Ss 
此 逻辑 等 价 式 是 1. 3 节 表 6 中 命题 逻辑 的 一 个 分 配 律 。 证 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 恒等式 ， 如 例 10 所 示 。 

用 表 5 所 示 的 布尔 代数 的 其 他 恒等式 证 明了 吸收 律 zx(z 十 y) 三 z( 这 称 为 吸收 律 ， 因 为 
将 x 十 y 吸收 进 xz 而 保持 xz 不 变 ,) 

解 ” 推导 此 恒等式 的 步骤 以 及 每 步 使 用 的 定律 如 下 ， 

zZ(Z 十 y) 二 (zw 十 0)(z 十 y) 布尔 和 的 同一 律 


= z+0*y 布尔 和 对 布尔 积 的 分 配 律 

= xz 二 y .0 布尔 积 的 交换 律 < 
= z 十 0 布尔 积 的 支配 律 

= zx 布尔 和 的 同一 委 


8. 1.4 ”对偶 性 

表 5 中 的 恒等式 都 是 成 对 出 现 的 (除了 双重 补 律 、 单 位 元 性 质 及 零 元 性 质 外 )。 为 了 解释 每 
一 对 恒等式 中 两 个 式 子 的 关系 ， 我 们 使 用 “对 偶 ” 这 个 概念 。 一 个 布尔 表达 式 的 对 偶 可 用 如 下 
方法 得 到 ， 交 换 布 尔 和 与 布尔 积 ， 并 交换 0 与 1。 

写 出 zx(y 十 0) 和 工 。1 十 (7 十 zx) 的 对 偶 。 

解 ”在 这 两 个 表达 式 中 交换 符号 十 和 ， 以 及 0 和 1， 就 产生 它们 的 对 偶 ， 这 两 个 对 偶 分 别 
是 x 十 (y，。1) 和 (Zz 十 0) (yz)。 | 

布尔 表达 式 所 表示 的 布尔 函数 下 的 对 偶 是 由 这 个 表达 式 的 对 偶 所 表示 的 函数 ， 这 个 对 偶 函 
数 记 为 玉 ， 它 不 依赖 于 表示 下 的 那个 特定 的 布尔 表达 式 。 对 于 由 布尔 表达 式 表 示 的 函数 的 恒 
等 式 ， 当 取 恒 等 式 两 边 的 函数 的 对 偶 时 ， 等 式 仍然 成 立 ( 原 因 参 见 练习 30) ， 此 结果 叫 作 对 偶 


布 汞 代数 381 


性 原理 ， 它 对 于 获得 新 的 恒等式 十 分 有 用 。 
GO 隐 通过 取 对 偶 的 方法 ， 用 吸收 律 x(x 十 y) = 构造 一 个 恒等式 。 
解 ” 取 此 恒等式 两 边 的 对 偶 ， 得 到 恒等式 x 十 xy 二 z+， 它 也 被 称 为 吸收 律 ， 见 表 5。 | 


8. 1.5 布尔 代数 的 抽象 定义 

虽然 本 节 着 重 讨论 布尔 函数 和 表达 式 ， 但 所 有 的 结论 都 可 以 转换 成 关于 命题 的 结论 ， 也 可 
以 转换 成 关于 集合 的 结论 。 因 此 ， 抽 和 象 地 定义 布尔 代数 十 分 有 用 。 一 旦 一 个 特定 的 结构 被 证 明 
是 布尔 代数 ， 则 所 有 关于 布尔 代数 的 一 般 结果 都 可 应 用 于 这 个 特定 的 结构 。 

布尔 代数 可 以 用 多 种 方法 来 定义 ， 最 常用 的 方法 是 指明 运算 所 必须 满足 的 性 质 ， 如 定义 1 
所 示 。 





使 用 定义 1 所 给 的 定律 ， 可 以 证 明 ， 对 于 每 个 布尔 代数 ， 许 多 其 他 的 定律 成 立 ， 例 如 寿 等 
律 和 支配 律 。( 见 练习 35 一 42。) 

以 前 讨论 过 ，B 二 {0， 1} 连同 OR、AND 运算 及 “ 补 ” 运 算 满 足 所 有 这 些 性 质 。 有 个 变 
元 的 所 有 命题 构成 的 集合 ， 连 同 V 和 入 运算、 了 F 和 了 T 及 “ 非 ” 运 算 ， 也 满足 布尔 代数 的 所 有 性 
质 ， 这 可 以 从 1. 3 节 中 的 表 6 看 出 来 。 类 似 地 ， 一 个 全 集 U 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 ， 连 同 并 和 
交 运 算 、 空 集 和 全 集 以 及 集合 的 补 运算 是 一 个 布尔 代数 ， 这 可 以 从 2. 2 节 的 表 1 中 看 出 来 。 所 
以 ， 为 了 建立 关于 布尔 表达 式 、 命 题 和 集合 的 结果 ， 我 们 只 要 证 明 关 于 抽象 布尔 代数 的 结果 
即 可 。 z 

布尔 代数 也 可 以 用 第 5 章 中 所 讨论 的 格 的 概念 来 定义 。 一 个 格 工 是 一 个 偏 序 集 ， 其 每 对 元 
素 zx、y 都 有 一 个 最 小 上 界 ， 记 为 lub(z，y)， 也 有 一 个 最 大 下 界 ， 记 为 glb(z，y)。 给 定 工 的 
两 个 元 素 z 和 y， 我 们 可 以 定义 工 的 两 个 运算 V 和 入 如下: zxV y= lub(zx,，y)， 
世人 3 一 二 DZ， ys 

要 使 一 个 格 工 成 为 定义 1 中 所 定义 的 布尔 代数 ， 它 必须 还 有 两 个 性 质 。 第 一 ， 它 必须 是 有 
补 的 。 为 使 一 个 格 成 为 有 补 的 ， 它 必须 有 一 个 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元 素 1， 且 对 格 的 每 个 元 
素 z+， 必须 存在 一 个 元 素 +,， 使 得 xV z=1 且 x 人 xX 一 0。 第 二 , 它 必 须 是 分 配 的 。 也 就 是 说 ， 
对 于 工 中 的 每 个 zx、y 和 zz, xzV (yAz)=(zVy)A(zVz) 且 xA(yVz)=(zAy)V (zx 人 Az)。 证 
明 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 已 在 第 5 章 中 留 作 补 充 练习 39 。 


奇数 编号 练习 8 


求 下 列表 达 式 的 值 。 
a)1。0 bY] c)0。0 d) (1 十 0) 
. a) 证 明 (1。1) 十 (0，1 十 0) 二 1。 


b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 了 、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 


Rs 
和 


11, 
13. 


积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 


,用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 

a)F(zx, y, z)=xy b)F(x, y, z)=Zzx+ yz 

ER ys z) 一 工 y 十 (zyZ) d)F(z, y, z)=Zxz(yz++yz) 

用 3 立方体 Qi 表示 练习 5 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 项 点 画 成 黑 圈 。 
布尔 变 元 x 和 y 取 什 么 值 可 满足 zy 二 zx 十 y? 


用 表 5 中 的 其 他 定律 证 明 吸 收 律 z 十 zy 一 
证 明 zy 十 yz 十 Xz 二 Xxy 十 十 之 。 


练习 14 一 23 处 理由 本 节 开 始 定义 的 {10，1} 上 的 加 法 、 乘 法 和 补 所 定义 的 布尔 代数 。 对 每 一 题 ， 采 用 与 例 8 
中 的 表 相 似 的 形式 进行 验证 。 


:验证 蜘 等 律 。 
. 验证 支配 律 。 
19. 
. 验证 德 。 摩根 律 。 


验证 结合 律 。 


布尔 运算 符 田 的 定义 如 下 ; 1 鳃 1= 二 0, 1 多 0=1,，0 甸 1=1,，0 甸 0=0。 此 运算 符 被 称 为 “ 开 或 ” 
(XOR) 运 算 符 。 


25, 


27。 


29. 


3 
33. 


证 明 下 列 恒等式 成 立 。 

a) 工 四 y 一 (z 十 y)Czy) bz By=(zy) + (zy) 

证 明 下 列 等 式 成 立 或 不 成 立 。 

3a) 并 由 (> 由 zx) 王 (Zr 由 yy) 由 = b)Z 十 (y 由 z) 王 (十 y) 由 (Zz 十 z) 

c) 雹 四 (y 十 z) 一 ( 工 由 y) 十 (z 由 >z) 

设 下 是 一 个 布尔 函数 ， 它 由 一 个 含有 变 元 x1，…，z 的 布尔 表达 式 表 示 。 证 明 Fr (五 ，…， 瑟 )= 


PO 2 A 


有 和 多少 个 不 同 的 布尔 肾 数 F(z，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 xz、y、z 的 所 有 值 ， F(x，y,， 2) 二 F(x，y,，z)、 
证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 德 。 摩根 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 德 。 摩根 律 ( 见 
1. 3 节 中 的 表 6)。 


在 练习 35 一 42 中 ， 用 定义 1 中 的 定律 来 证 明 所 述 性 质 对 每 个 布尔 代数 成 立 。 


. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 寡 等 律 zx-V x 二 x 和 x 人 X= 二 xz 对 每 个 元 素 xz 成 立 。 

. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 元 素 0 的 补 是 1， 反之 也 成 立 。 

. 证 明 德 。 摩根 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 任意 元 素 z 和 y,， (xVy) 二 x 人 AyH 有 (xy)=ZXVy。 
. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 如 果 zVy=0， 则 z=0 且 y= 二 0; 如 果 xzAy=1, 则 z=1 且 y=1。 

. 证 明 一 个 有 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 。 


8.2 布尔 函数 的 表示 


本 节 将 研究 布尔 代数 的 两 个 重要 问题 。 第 一 个 问题 是 : 给 定 一 个 布尔 函数 的 值 ， 怎 样 才能 


日 ”为 缩减 篇 幅 ， 本 书 只 包括 完整 版 中 奇数 编号 的 练习 ， 并 保留 了 原始 编号 ， 以 便 与 参考 答案 、 演 示 程 序 、 教 学 
PPT 等 网 络 资源 相对 应 。 若 需 获 取 更 多 练习 ， 请 参考 《离散 数学 及 其 应 用 ( 原 书 第 8 版 )》( 中 文 版 ，ISBN 
978-7-111-63687-8) 或 (离散 数学 及 其 应 用 (英文 版 ， 原 书 第 8 版 )》( 预 计 2020 年 春季 出 版 )。 练 习 的 答案 请 访问 
华章 网 站 (www. hzbook. com) 下 载 ， 注 意 ， 本 章 在 完整 版 中 为 第 12 章 ， 故 请 查阅 第 12 章 的 答案 。 一 一 编辑 注 
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找到 表示 这 个 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ? 这 个 问题 将 通过 证 明 如 下 结论 来 解决 : 任何 一 个 布尔 函 
数 都 可 由 变 元 及 其 补 的 布尔 积 的 布尔 和 表示 。 这 个 问题 的 答案 还 说 明了 任意 布尔 函数 都 可 用 三 
个 布尔 运算 符 (。、 十 和 ”) 表 示 。 第 二 个 问题 是 ， 有 没有 一 个 更 小 的 运算 符 集 合 可 以 用 来 表示 
所 有 的 布尔 函数 ? 我 们 将 通过 证 明 下 列 结论 来 解决 这 个 问题 ， 所 有 的 布尔 函数 都 可 以 仅 用 一 个 
运算 符 来 表示 。 这 两 个 问题 在 电路 设计 中 都 有 特殊 的 重要 性 。 


8.2.1 积 之 和 展开 式 

下 面 用 例子 来 说 明 寻 找 表 示 布 尔 函 数 的 布尔 表达 式 的 一 个 重要 方法 。 

函数 F(z，y，z) 和 G(x，y，z) 如 表 1 所 示 ， 求 表示 这 两 个 函数 的 布尔 表达 式 。 

解 ”我们 需要 这 样 一 个 表达 式 来 表示 下 ; 当 表 1 
x 二 x 三 1 上 且 y= 二 0 时 它 的 值 为 1， 和 否则 它 的 值 为 0。 
此 表达 式 可 取 为 x、y 和 < 的 布尔 积 ， 这 个 积 工 y 
z 具有 值 1 当 且 仅 当 z 王 ?一 z= 王 1， 即 当 且 仅 当 
Z 一 zx 一 1 BH y=0，。 

为 了 表示 G， 我 们 需要 一 个 表达 式 满 足 : 当 
TX 二 y 二 1 且 z 二 0 时 , 或 当 式 一 z= 一 0 且 y= 二 1 时 ， 
它 的 值 为 1。 此 表达 式 可 以 取 为 两 个 不 同 的 布尔 
积 的 布尔 和 。 布 尔 积 zyz 具 有 值 1 当 且 仅 当 z= 
y 王 1] 且 zx 二 0; 类 似 地 ， 布尔 积 zy z 具 有 值 1 当 上 且 仅 当 z==x==0 且 y= 二 1。 这 两 个 布尔 积 的 布尔 
和 zyzx 十 Xyz 就 表示 G， 因 为 它 具 有 值 1 当 且 仅 当 x 二 y= 二 1 且 z 二 0, 或 z= 二 z= 二 0 且 y= 二 1。 

说 明 一 个 过 程 ， 用 这 个 过 程 可 以 构造 布尔 表达 式 来 表示 具有 给 定 值 的 函数 。 如 果 变 
元 值 的 一 个 组 合 使 得 函数 值 为 1， 则 此 组 合 确 定 了 变 元 或 其 补 的 一 个 布尔 积 。 
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Yn i Sg ts i te RT rT 
一 个 极 小 项 对 一 个 且 只 对 一 个 变 元 值 的 组 合 取 值 1。 更 确切 地 说 ， 极 小 项 y, y， 
且 仅 当 每 个 y 为 1; 并 且 它 成 立 当 且 仅 当 y==zi 时 Zz; 为 1，y; 二 zi 时 zx; 为 0。 
网 求 一 个 极 小 项 使 得 当 z= 二 xz; 二 0 且 zx; 二 x 二 z= 二 1 时， 它 为 1; 否则 为 0。 une》 
解 ” 极 小 项 zz zszizs 有 正确 的 值 集 合 。 可 
通过 取 不 同 极 小 项 的 布尔 和 ， 就 能 构造 布尔 表达 式 ， 使 其 具有 给 定 的 值 集 合 。 特 别 地 ， 极 
小 项 的 布尔 和 具有 值 1 仅 当 和 中 的 某 个 极 小 项 具有 值 1 时 才 成 立 。 对 于 变 元 值 的 其 他 组 合 ， 它 
具有 值 0。 因 此 ， 给 定 一 个 布尔 函数 ， 可 以 构造 极 小 项 的 布尔 和 使 得 ， 当 该 布尔 函数 具有 值 1 
时 它 的 值 为 1， 当 该 布尔 函数 具有 值 0 时 它 的 值 为 0。 该 布尔 和 中 的 极 小 项 与 使 得 该 函数 值 为 1 
的 值 的 组 合 相 对 应 。 表 示 布 尔 函 数 的 极 小 项 的 和 称 为 此 函数 的 积 之 和 展开 式 或 析 取 范式 。( 命 
题 逻辑 的 析 取 范式 见 1. 3 节 练 习 46。) 
求 函 数 F(z，y，z) 二 (zx 十 y)z 的 积 之 和 展开 式 。 Re 
解 ”下面 用 两 种 方法 求 FCz，y，z) 的 积 之 和 展开 式 。 第 一 种 方法 是 用 布尔 恒等式 将 这 个 
积 展开 然后 化 简 。 过 程 如 下 : 
P(x yre) = Ey) 
二 XZ 十 yzZ 分 配 律 
= zl1z+1yz 同一 律 
= (yt ET (FE Ty 单位 元 性 质 
二 Tyz 十 TYyZz 十 Xyz 十 Xyzx 分 配 律 
= myz ryz ryz 竹 等 律 


2 ~ 
ed ~ 一 
1 a 








384 第 8 章 


构造 积 之 和 展开 式 的 第 二 种 方法 是 ， 对 工 、y 和 = 所 有 可 能 的 取 值 都 计算 出 下 的 值 ， 这 些 
值 见 表 2。F 的 积 之 和 展开 式 是 三 个 极 小 项 的 布尔 和 ， 这 三 个 极 小 项 对 应 于 表 2 的 三 行 ， 它们 
使 该 函数 的 值 为 1。 从 而 F(x，y，z) 二 xy zi 十 
TYRY Ts 过 

也 可 以 通过 取 布 尔 和 的 布尔 积 来 求 一 个 布尔 
表达 式 ， 使 其 表示 一 个 布尔 函数 ， 所 得 到 的 展开 
式 称 为 这 个 果 数 的 合 取 范 式 或 和 之 积 展开 式 ， 这 
个 展开 式 可 以 通过 求 积 之 和 展开 式 的 对 偶而 得 
到 。 本 节 练 习 10 描述 了 怎样 直接 求 这 样 的 展 
并 式 8 


8. 2.2 函数 完备 性 

每 个 布尔 函数 都 可 以 表示 为 极 小 项 的 布尔 和 。 每 个 极 小 项 都 是 布尔 变 元 或 其 补 的 布尔 积 。 
这 说 明 每 个 布尔 函数 都 可 以 用 布尔 运算 。、 十 和 来 表示 。 因 为 每 个 布尔 函数 都 可 以 由 这 些 布尔 
运算 表示 ， 所 以 我 们 称 集合 {，， 十 ，}) 是 函数 完备 的 。 还 有 没有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 呢 ? 
如 果 这 三 个 运算 中 的 某 一 个 能 够 由 其 余 两 个 表示 ， 则 就 还 有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 。 用 
德 ， 摩根 律 可 以 做 到 这 一 点 。 使 用 等 式 





Om A SD ep eh 和 | 和 
SO OO Os 
OOOO 2 Oo 


元 十 了 三 TY 
可 以 消去 所 有 的 布尔 和 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 8. 1 节 中 的 表 5 的 第 二 个 德 。 摩 根 律 的 两 边 
求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 这 意味 着 {。，}) 是 函数 完备 的 。 类 似 地 ， 使 用 等 式 

zy = 工 十 y 
可 以 消去 所 有 的 布尔 积 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 8. 1 节 中 的 表 5 的 第 一 个 德 ， 摩根 律 的 两 边 
求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 因 此 ，( 十 ，} 是 函数 完备 的 。 注 意 ，{ 十 ，。，}) 不 是 函数 完备 的 ， 因 为 
用 这 两 个 运算 符 不 可 能 表示 布尔 函数 F(x) 二 x( 见 练习 19) 。 

我 们 已 经 找到 了 一 些 含有 两 个 运算 符 的 函数 完备 集合 ， 还 能 不 能 找到 更 小 的 集合 ( 即 只 含 一 

个 运算 的 集合 )， 它 仍然 是 函数 完备 运算 符 集 合 呢 ?这 样 的 集合 是 存在 的 。 定 义 运 算 符 “|” 或 
“NAND ”如 下 : 1|11=0 且 1|10=0|1=0|0 王 1。 定 义 运 算 符 “yy ”或 “NOR” 如 下 : 1y1=1y 
0 二 0y1==0 且 0y0==1。 集合 {|} 和 { yy } 都 是 函数 完备 的 。 因 为 {。,，} 是 函数 完备 的 ， 所 以 要 说 
明 { |} 是 函数 完备 的 ， 只 要 证 明 两 个 运算 符 ， 和- 都 可 以 只 用 运算 符 | 表 示 ， 这 可 由 下 面 两 式 


完成 : 





ZX =| 
ry = (zi|y)|(z|y) 
读者 应 当 验 证 这 些 等 式 ( 见 练习 14)。 证 明 {Y } 的 函数 完备 性 留 给 读者 ( 见 练习 15 和 16) 。 


奇数 编号 练习 

1. 求 布尔 变 元 zx、y、z 或 其 补 的 布尔 积 ， 使 得 它 具 有 值 为 1 当 且 仅 当 
3a) 过 一 yy 一 0，z 一 1 b)z=0, y=1, z=0 
c)Z 一 0，y 一 z 一 ] dz 一 y 一 z 一 0 

3. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a)F(x, y, z)=ZX+ yz b)F(x, y, zz) 一 ( 立 十 z)y 
F(z, ys 2)= d)F(r, y, x)=xy 


5. 求 布尔 水 数 Fl(w，x，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(w，x，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 w、x、y 和 xz 中 有 奇 
数 个 变 元 的 值 为 1。 

求 表示 布尔 函数 的 布尔 表达 式 的 另 一 种 方法 是 : 构造 字面 值 之 布尔 和 的 布尔 积 。 练 习 7 一 11 涉及 这 种 

7. 求 布尔 和 ， 它 包含 工 或 大 、y 或 y、z 或， 使 得 它 具 有 值 0 当 且 仅 当 
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a)Z 一 y 一 1 ，z 一 0 b)zxz=y=z=0 Cc)X=z=0, y=1 

9. 设 布尔 和 为 yi 十 yi 十 … 十 y,， 其 中 yi 二 zx; 或 y; 二 x;。 证 明 此 布尔 和 对 且 只 对 变 元 值 的 一 个 组 合 取 0 
值 ， 这 个 组 合 为 , 大 y% 二 xz;， 则 zi 二 0; 着 yi 二 TX;， 则 zi 三 1。 这样 的 布尔 和 叫 作 极 大 项 。 

11. 求 练习 3 中 每 个 函数 的 和 之 积 展开 式 。 

13. 用 运算 十 和 ”表示 练习 12 中 的 布尔 函数 。 

15. 证 明 ， 
a)z=Zxyx bzxry=(xzy zy (yyy) czi+y=(ry yy (ry vy) 

17. 用 运算 | 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 

19. 证 明 运 算 符 集 { 十 ，。} 不 是 函数 完备 的 。 


8.3 逻辑 门 电 路 
8.3.1 引言 

布尔 代数 用 于 为 电子 装置 的 电路 建立 模型 ， 这 种 装置 的 输入 和 输出 都 可 以 认为 是 集合 wns》 
{0，1} 中 的 元 素 。 计 算 机 或 其 他 的 电子 装置 就 是 由 许多 电路 构成 的 。 电 路 可 以 根据 布尔 代数 的 
规则 来 设计 ， 这 些 规则 已 经 在 8. 1 节 和 8. 2 节 中 讨论 过 。 电 路 的 基本 元 件 是 1.2 节 中 介绍 过 的 
所 谓 的 门 ， 每 种 类 型 的 门 实现 一 种 布尔 运算 。 本 节 将 定义 几 种 类 型 的 门 。 应 用 布尔 代数 的 结 
果 ， 使 用 这 些 门 就 可 以 设计 电路 来 执行 各 种 任务 。 在 本 章 所 讨论 的 电路 中 ， 输 出 都 只 与 输入 有 
关 ， 而 与 电路 的 当前 状态 无 关 。 换 名 话说， 这 些 电路 都 没有 存储 能 力 ， 这 样 的 电路 叫 作 组 合 电 
路 或 门 电路 。 

我 们 将 使 用 三 种 元 件 来 构造 组 合 电路 ， 第 一 种 是 反 相 器 ， 它 以 布尔 值 作为 输入 ， 并 产生 此 
布尔 值 的 补 作 为 输出 。 用 来 表示 反 相 器 的 符号 如 图 la 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开 
元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 二 种 元 件 是 或 门 (OR gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
和 。 用 来 表示 或 门 的 符号 如 图 1b 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 
右边 。 

第 三 种 元 件 是 与 门 (AND gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布 
尔 积 。 用 来 表示 与 门 的 符号 如 图 lc 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 去 边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 


右边 。 
站 x X+y xX Xy 
一 一 一 一 一 化 
了 》 


a) 反 相川 b) 或 门 c) 与 门 
图 1 门 的 基本 类 型 
与 门 和 或 门 允 许 有 多 个 输入 ， 进 入 元 件 的 输入 都 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 都 画 在 右边 。 
具有 7 个 输入 的 与 门 和 或 门 如 图 2 所 示 。 


| | 
2 4 未 1X2 "A A 全 ph 
Ty - Xn ——— 


图 2 具有 个 输入 的 门 


8. 3.2 门 的 组 合 

使 用 反 相 器 、 或 门 和 与 门 的 组 合 可 以 构造 组 合 电路 。 在 构造 电路 的 组 合 时 ， 某 些 门 可 能 有 
公共 的 输入 。 有 两 种 方法 可 以 描述 公共 输入 ， 一 种 方法 是 用 分 支 标 出 使 用 给 定 输入 的 所 有 门 ; 
另 一 种 方法 是 对 每 个 门 分 别 标 出 其 输入 。 图 3 说 明了 这 两 种 方法 ， 其 中 的 门 有 相同 的 输入 值 。 
注意 ， 一 个 门 的 输出 可 能 作为 另 一 个 元 件 或 更 多 元 件 的 输入 ， 如 图 3 所 示 。 图 3 中 的 两 个 图 描 
述 了 输出 为 zy 十 zy 的 电路 。 
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XxXy + xXy 


Xy+xXy 





图 3 画 相同 电路 的 两 种 方法 
构造 产生 下 列 输出 的 电路 : a)(z 十 y) 工 ; b)z(y 十 Zz); c)(Cz 十 y 十 2 元 y 莹 。 
解 ”产生 这 些 输出 的 电路 如 图 4 所 示 。 4 





图 4 产生 例 1 中 输出 的 电路 


8. 3.3 电路 的 例子 
下 面 给 出 一 些 具 有 实际 功能 的 电路 。 


sete 某 个 组 织 的 一 切 事务 都 由 一 个 三 人 委员 会 决定 。 每 个 委员 对 提出 的 建议 可 以 投 赞成 
票 或 反对 票 。 一 个 建议 如 果 得 到 了 至 少 两 张 赞 成 票 就 获 通过 。 设计 一 个 电路 ， 判 断 建议 是 否 获 
得 通过 。 


解 ” 如 果 第 一 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 z 王 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 x 二 0。 如 果 第 
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二 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 y= 王 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 y= 二 0。 如 果 第 三 个 委员 投 赞成 
票 ， 则 令 z= 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 z= 二 0。 必 须 设计 一 个 电路 使 得 对 于 输入 x、y 和 
z， 如 果 其 中 至 少 有 两 个 为 1， 则 此 电路 产生 输出 1。 具 有 这 样 的 输出 值 的 一 个 布尔 函数 表示 是 
ZXy 十 Xz 十 yz( 见 8. 1 市 练习 12) 。 实 现 这 个 困 数 的 电路 如 图 5 所 示 。 可 

有 时 候 灯 需要 由 多 个 开关 来 控制 ， 因 此 有 必要 设计 这 样 的 电路 : 当 灯 不 亮 时 ， 敲 击 
任何 一 个 开关 都 可 以 使 此 灯 变 亮 ; 反之 ， 当 灯 是 打开 时 ， 敲 击 任何 一 个 开关 都 可 以 使 灯 不 亮 。 
在 有 两 个 开关 和 三 个 开关 的 两 种 情形 下 ， 设计 电路 来 完成 这 个 任务 。 

解 首先 设计 使 用 两 个 开关 的 电路 来 控制 灯 。 当 第 一 个 开关 关闭 时 ， 令 x 二 1; 当 它 打开 
时 ， 令 z= 王 0。 当 第 二 个 开关 关闭 时 ， 令 y=1; 当 它 打开 时 ， 令 y= 二 0。 当 灯亮 时 , 令 F(z， 
y) 王 1; 当 灯 不 亮 时 , 令 F(zx，y) 二 0。 我 们 可 以 随意 地 假定 : 当 两 个 开关 都 是 关闭 的 时 候 ， 
灯 是 亮 的 ， 即 F(1，1) 王 1。 这 个 假定 决定 了 下 的 所 有 其 他 值 ， 当 两 个 开关 中 有 一 个 是 打开 
的 时 候 ， 灯 变 灭 了 , 故 F(1, 0)= 二 F(0，1)= 二 0; 当 第 二 个 开关 也 被 打开 的 时 候 ， 灯 又 变 亮 
了 ，- 故 F(0，0) 二 1。 表 1 列 出 了 这 些 值 。 我们 可 以 看 到 F(x，y) 二 xy 十 Ty。 实 现 这 个 函数 
的 电路 如 图 6 所 示 。 





Xy+ XzZ+ yz 





图 6 由 两 个 开关 控制 灯 的 电路 


现在 设计 有 三 个 开关 的 电路 。 设 zx、y 和 x 是 三 个 布尔 变 元 ， 它 们 分 别 表 示 这 三 个 开关 是 
否 是 关闭 的 。 当 第 一 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 x 二 1; 当 它 处 于 打开 时 , 令 z= 二 0。 当 第 二 个 开关 
处 于 关闭 时 ， 令 y= 二 1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 y= 二 0。 当 第 三 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z= 二 1; 当 它 处 
于 打开 时 ， 令 z=0。 灯亮 时 ; 令 F(z 3% 动 三 ] 
灯 不 亮 时 ， 令 F(z， yy， z) 三 0。 当 所 有 开关 都 关 
闭 时 ， 我 们 可 以 随意 地 指定 灯 是 亮 的 ， 即 下 (1， 
1，1) 二 1， 这 确定 了 下 的 所 有 其 他 值 。 当 一 个 开 
关 被 打开 时 ， 灯 就 变 灭 ， 故 (1，1，0) 王 下 (1， 
0; 1) 一 F(0 1 了 =0。 当 第 三 个 开关 被 打开 时 ， 
灯 又 变 亮 了 ， 故 F(1, 0, 0)=F(0, 1, 0)=F(0， 
0，1) 王 1。 最 后 ， 当 三 个 开关 都 打开 时 ， 灯 又 变 
灭 了 ， 故 F(0,，0,，0)= 二 0。 这 个 孙 数 的 值 如 
表 2 所 示 。 


> 





1 
l 
0 
0 
] 
l 
0 
0 


函数 五 可 以 表示 成 积 之 和 展开 式 : F(z，y，z) 一 Zyz 十 zyZz 十 Zyzx 十 Zyz。 实 现 这 个 函数 
的 电路 如 图 7 所 示 。 4 


i 
一 





XYz 十 XZ 十 议 YZ 十 沉 这 





图 7 由 3 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 


8. 3.4 加 法 器 

下 面 说 明 如 何 用 逻辑 电路 从 两 个 正 整 数 的 二 进 制 表示 来 实现 加 法 。 我 们 先 构 造 一 些 分 文 电 
路 ， 然 后 再 从 这 些 分 文 电 路 来 构造 加 法 电路 。 首 先 构 造 电路 来 计算 xz 十 y， 其 中 之 和 y 是 两 个 二 
进 制 数字 。 因为 x 和 y 的 值 为 0 或 1， 所 以 此 电路 表 3 半 加 法 器 的 输入 和 输出 
的 输入 就 是 zx 和 y。 输 出 由 两 个 二 进 制 数字 和 
构成 ， 其 中 ;和 cc 分 别 是 和 与 进位 。 因 为 这 种 电 
路 具有 多 个 输出 ， 所 以 称 为 多 重 输出 电路 。 又 由 
于 此 电路 只 是 将 两 个 二 进 制 数 字 相 加 ， 而 没有 考 
虑 以 前 加 法 所 产生 的 进位 ， 所 以 被 称 为 半 加 法 
器 。 表 3 说 明了 半 加 法 融 的 输入 和 输出 。 由 此 表 
可 以 看 出 c= 二 zxy 且 s 二 xy 十 Xy 二 (x 十 y) (xy)。 因 
此 图 8 所 示 的 电路 计算 7 了 zx 与 y 的 和 * 与 进位 c。 










和 =(x + y)(xy) 


进位 =xy 


图 8 半 加 法 需 
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当 两 个 二 进 制 数字 与 一 个 进位 相 加 时 ， 我们 用 全 加 法 器 来 计算 和 与 进位 。 全 加 法 器 的 输入 
表 4 全 加 法 器 的 输入 和 输出 


是 工 和 >y 以 及 进位 c;， 输 出 是 和 ;与 新 的 
进位 c;,1。 全 加 法 器 的 输入 和 输出 如 表 4 
所 示 。 

全 加 法 器 的 两 个 输出 ， 即 和 * 与 进位 
cifl， 可 分 别 由 积 之 和 展开 式 Zyci 十 
ZEViG 十 过 7 CI 十 区 到 当 了 er 二 zyc 十 zy 十 
zyc; 表示 。 但 我 们 并 不 直接 构造 全 加 法 
器 ， 而 是 使 用 半 加 法 器 来 产生 所 需 的 输 
出 。 使 用 半 加 法 器 构造 全 加 法 器 的 方法 如 
图 9 所 示 。 

最 后 ， 图 10 说 明了 怎样 用 全 加 法 器 和 
半 加 法 器 来 计算 两 个 3 位 二 进 制 整数 
(Zs Ti Xo )2 与 (yy) 之 6 六 ys 注 
意 ， 和 中 的 最 高 位 s; 是 由 进位 c 产生 的 。 





§ = Xyc; + XE + XY + Tye; 


C7 二 S3 





图 9 全 加 法 需 图 10 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 将 
两 个 3 位 二 进 制 整数 相 加 
奇数 编号 练习 
在 练习 1 一 5 中 ， 求 所 给 电路 的 输出 。 
| : < 


y y 


” 这 Tree 


A 


7. 试 设计 一 个 电路 来 实现 5 个 人 的 多 数 表 决 器 。 
9. 说 明 如 何 使 用 全 加 法 大 和 半 加 法 带 来 计算 两 个 5 位 二 进 制 整数 的 和 。 


水 


来 
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11. 全 减法 器 的 输入 是 两 个 二 进 制 数字 及 一 个 借 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 
一 个 全 减法 器 电路 。 

13. 构造 一 个 电路 来 比较 2 位 二 进 制 整数 (zizo)s 和 (yiyo)z， 使 得 当 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 时 ， 输 出 1， 
否则 输出 0。 

与 非 (NAND) 门 和 或 非 (NOR) 门 也 是 电路 中 常用 的 两 种 门 ， 如 果 使 用 这 两 种 门 来 表示 电路 ， 就 没有 必要 

使 用 其 他 类 型 的 门 了 。 这 两 种 门 的 记号 如 下 : 


XxXNANDyY XNORy 
x 3 


15. 使 用 与 非 门 构造 具有 下 列 输出 的 电路 : 
a)z b)z 十 y c)Zy dz 中 ， 

17. 试用 与 非 门 构造 半 加 法 器 。 

多 路 转 接 器 是 一 种 开关 电路 ， 它 根据 控制 位 的 值 将 某 组 输入 位 输出 。 

19. 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 多 路 转 接 器 ， 它 的 4 位 输入 是 二 进 制 数字 x。、zi、x。 和 za， 控制 位 
是 co 和 ci 。 构 造 此 电路 使 得 zx; 为 输出 ， 其 中 i 是 2 位 整数 (cico);s 的 值 。 


8.4 电路 的 极 小 化 
8. 4. 1 引言 

组 合 电 路 的 效率 依赖 于 门 的 个 数 及 排列 。 在 组 合 电 路 的 设计 过 程 中 ， 首 先 构 造 一 个 表 ， 对 
于 每 种 可 能 的 输入 值 ， 此 表 说 明 对 应 的 输出 值 。 对 于 任 一 个 电路 ， 总 可 以 用 “ 积 之 和 展开 式 ” 
找到 一 组 逻辑 门 来 实现 这 个 电路 。 但 是 ， 积 之 和 展开 式 可 能 包含 许多 不 必要 的 项 。 在 一 个 积 之 
和 展开 式 中 ， 若 其 中 的 一 些 项 只 在 一 个 变 元 处 不 一 样 ， 即 在 某 个 项 中 此 变 元 本 身 出 现 ， 而 在 另 
一 个 项 中 此 变 元 的 补 出 现 ， 则 这 些 项 可 以 合并 。 例 如 ， 考 虑 这样 的 电路 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 
rx 二 y 二 xz 二 1, 或 z= 二 z==1 且 y 二 0。 此 电路 的 积 之 和 展开 式 为 zyz 十 x yz， 在 这 个 展开 式 的 两 个 
积 中 ， 只 有 一 个 变 元 以 不 同 的 形式 出 现 ， 即 y。 它 们 可 以 如 下 合并 : 

zyz 十 并 yz = 二 (yy) (x22) 
= 1]。 (xz) 

这 样 ，zz 也 是 一 个 表示 这 个 电路 的 布尔 表达 式 , 但 包含 更 少 的 运算 符 。 图 1 说 明了 这 个 
电路 两 个 不 同 实现 ,第 二 个 电路 只 使 用 一 个 ， 
门 ， 但 第 一 个 却 使 用 了 三 个 门 和 一 个 反 相 器 。 7 

这 个 例子 说 明 ， 在 一 个 电路 的 积 之 和 展开 
式 中 ， 将 一 些 项 合并 会 导出 这 个 电路 的 更 简单 
的 表达 式 。 下 面 将 描述 化 简 积 之 和 展开 式 的 两 
个 过 程 。 

这 两 个 过 程 的 目的 都 是 产生 表示 布尔 函数 ， 
满足 下 列 条 件 的 积 之 和 ， 它 在 该 布尔 函数 的 所 
有 积 之 和 表达 式 中 ， 包 含 最 少 的 布尔 积 而 且 包 “ 
含 最 少 的 字面 值 。 寻 求 这 种 积 之 和 称 为 布尔 函 ， 
数 的 最 小 化 。 最 小 化 布尔 函数 可 以 为 这 个 函数 : 
构造 一 个 电路 ， 这 个 电路 在 最 小 化 布尔 表达 式 
的 所 有 电路 中 ， 用 最 少 的 门 并 在 电路 中 对 
AND 门 和 OR 门 有 最 少 的 输入 。 

直到 20 世纪 60 年 代 时 期， 逻辑 门 都 是 单独 的 组 件 。 为 了 降低 成 本 ， 采 用 最 少 的 门 得 到 期 
望 的 结果 是 非常 重要 的 。 在 20 世纪 60 年 代 中 期 ， 集 成 电路 技术 的 发 展 使 得 将 多 个 门 组 合 到 一 
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个 蕊 片 成 为 可 能 。 即 使 现在 可 以 用 非常 低 的 成 本 对 许多 芯片 构建 非常 复杂 的 集成 电路 ， 布 尔 函 
数 的 最 小 化 仍然 十 分 重要 。 

减少 芯片 上 门 数量 可 以 得 到 更 可 靠 的 电路 ， 并 降低 芯片 的 生产 成 本 。 同 时 ， 最 小 化 还 可 以 
在 同一 忆 片 上 设计 更 合适 的 电路 。 而 且 ， 最 小 化 减少 了 电路 中 对 门 的 输入 的 个 数 。 这 就 减少 了 
用 电路 计算 输出 结果 所 用 的 时 间 。 此 外 ， 因 为 在 构建 逻辑 门 的 电路 时 采用 了 特殊 的 技术 ， 所 以 
使 得 门 的 输入 是 有 限 的 。 

在 第 一 个 过 程 中 ， 我 们 介绍 20 世纪 50 年 代 发 明 的 手动 最 小 化 电路 的 、 著 名 的 卡 诺 图 (或 
K 图 )。K 图 在 最 多 6 个 变量 的 最 小 化 电路 中 非常 有 用 ， 尽 管 对 于 五 六 个 变量 来 说 已 经 变 得 相 
当 复 如。 第 二 个 过 程 将 介绍 20 世纪 60 年 代 发 明 的 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 。 这 是 一 个 自动 的 最 
小 化 组 合 电 路 的 过 程 ， 可 以 用 计算 机 程序 实现 。 

布尔 函数 最 小 化 的 复杂 度 ”遗憾 的 是 ， 最 小 化 有 许多 变量 的 布尔 函数 需要 深入 的 计算 。 已 
经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 问题 ， 因 此 ， 最 小 化 布尔 电路 的 多 项 式 时 间 算 法 也 不 太 可 能 存在 。 
奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 具有 指数 复杂 度 。 实 际 上 ， 只 能 用 于 字面 值 数 量 不 超过 10 的 情况 。 自 从 
20 世纪 70 年 代 ， 在 最 小 化 组 合 电路 方面 开发 了 大 量 的 新 算法 ( 见 LHa93] 和 [LKaBe04])。 但 是 ， 
最 好 的 算法 也 只 能 计算 不 超过 25 个 变量 的 电路 的 最 小 化 。 也 可 以 用 启发 式 ( 或 者 经 验 式 ) 方 法 
对 有 许多 变量 的 布尔 表达 式 进行 简化 ， 但 不 一 定 是 最 小 化 。 


8. 4. 2 卡 诺 图 

对 于 表示 电路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 为 了 减少 其 中 项 的 个 数 ， 有 必要 去 发 现 可 以 合并 的 项 。 
如 果 布 尔 图 数 所 包含 的 变 元 相对 较 少 ， 可 以 用 一 种 图 形 法 来 发 现 能 被 合并 的 项 ， 此 方法 称 为 卡 
诺 图 (或 者 K 图 )， 它 是 由 Maurice Karnaugh 在 1953 年 发 现 的 。 他 的 方法 建立 在 更 早 的 
E. W. Veitch 工作 的 基础 上 (Veitch 的 方法 通常 只 适用 于 6 个 或 者 6 个 以 下 变 元 的 函数 )。 卡 诺 
图 给 出 了 一 种 化 人 简 积 之 和 展开 式 的 可 视 化 方法 ， 但 此 方法 不 适合 机 械 化 。 下 面 首先 说 明 怎 么 用 
卡 诸 图 来 化 简 包 含 2 个 变 元 的 布尔 阻 数 的 展开 式 ， 然 后 说 明 如 何 用 卡 诺 图 来 化 简 包 含 3 个 变 元 
和 4 个 变 元 的 布尔 函数 ， 最 后 ， 我 们 将 介绍 卡 诺 图 的 扩展 概念 ， 可 用 于 化 简 包 含 4 个 以 上 变 元 
的 布尔 函数 。 

在 具有 两 个 变 元 x 和 yy 的 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 中 ， 有 4 种 可 能 的 y y 
极 小 项 。 有 具有 这 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 卡 诺 图 由 4 个 方 格 组 成 ， 如 果 一 个 
极 小 项 在 此 展开 式 中 出 现 ， 则 表示 这 个 极 小 项 的 方 格 就 被 放置 1。 如果 有 
些 方 格 所 表示 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 ， 则 称 这 两 个 方 格 是 相 邻 的 。 
例如 ， 表 示 <zy 的 方 格 与 表示 zy 的 方 格 和 表示 x y 的 方 格 都 相 邻 。4 个 方 
格 及 其 表示 的 项 如 图 2 所 示 。 

找 出 下 列 各 式 的 卡 诺 图 : a)xy 十 Xy; b)zy 十 Zyi Cc)xXy 十 ZXy 十 





工 y。 
解 ” 当 一 个 方 格 所 表示 的 极 小 项 在 积 之 和 展开 式 中 出 现时 ， 我 们 就 在 这 个 方 格 中 放置 一 个 
1。3 个 卡 诺 图 如 图 3 所 示 。 4 


y 》 y 


一 | 
"gs 
“1 


“| 
> | 
”| 


a) b) C) 
图 3 例 1 中 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 


Links 
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我 们 可 以 从 卡 诺 图 中 识别 出 能 够 合并 的 极 小 项 。 在 卡 诺 图 中 ,， 一旦 有 两 个 方 格 是 相 邻 
的 ， 则 由 这 两 个 方 格 所 表示 的 极 小 项 就 可 合并 成 一 个 积 ， 且 此 积 只 涉及 其 中 的 一 个 变 元 。 例 
如 ，zy 和 zy 是 由 两 个 相 邻 的 方 烙 表示 的 ， 它 们 可 以 合并 成 y»， 因 为 zy 十 Ty 二 (x 十 ZT)y 二 y。 
而 且 ， 如 果 所 有 4 个 方 格 都 是 1， 则 4 个 极 小 项 可 以 合并 成 一 个 项 ， 即 布尔 表达 式 1， 它 不 涉 
及 任何 变 元 。 在 卡 诺 图 中 ， 如 果 有 些 极 小 项 能 够 合并 ， 则 在 卡 诺 图 中 ， 我 们 将 表示 这 些 极 小 
项 的 方 格 所 组 成 的 块 用 圆圈 圈 起 来 ， 然 后 找 出 对 应 的 积 之 和 和。 其 目的 是 尽 可 能 找 出 最 大 的 
块 ， 并 以 最 少 的 块 覆 盖 所 有 的 1， 在 此 过 程 中 ， 首 先 使 用 最 大 的 块 ， 并 总 是 使 用 最 大 的 可 
能 块 。 

化 简 例 1 中 的 积 之 和 展开 式 。 

解 ” 用 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 对 极 小 项 进行 分 组 的 方式 如 图 4 所 示 。 这 些 积 之 和 式 的 最 小 展 
开 式 是 a)y; bzy 二 zys cz 二 ys 可 


窒 医 
| 本 局 回回 
a) b) c) 


图 4 例 2 中 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 
3 个 变 元 的 卡 诺 图 被 分 成 8 个 方 格 的 矩形 ， 这 些 方 格 代表 由 3 个 变 元 组 成 的 8 个 可 能 的 极 
小 项 。 两 个 方 格 称 为 是 相 邻 的 ， 如 果 它 们 表示 的 极 小 项 只 在 一 处 字面 值 不 一 样 。 一 种 画 3 个 变 
元 卡 诺 图 的 方法 如 图 5a 所 示 。 可 以 认为 这 个 卡 诺 图 是 贴 在 圆柱 体 的 表面 上 ， 如 图 5b 所 示 。 在 
这 个 圆柱 体 的 表面 上 ， 两 个 方 格 有 公共 边界 当 且 仅 当 它们 是 相 邻 的 。 


Xyz Xyz 





a) b) 
5 ”3 个 变 元 的 卡 诺 图 


为 了 化 简 3 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 ， 我 们 用 卡 诺 图 来 识别 由 可 以 合并 的 极 小 项 组 成 的 块 。 
两 个 相 邻 方 格 组 成 的 块 代表 了 一 对 可 以 合并 成 两 个 字面 值 的 积 的 极 小 项 ，2X2 和 4X1 方 格 组 
成 的 块 代表 可 以 合并 成 一 个 字面 值 的 极 小 项 ， 全 部 8 个 方 格 组 成 的 块 表示 一 个 不 包含 任何 字面 
值 的 积 ， 即 代表 函数 1。1X2、2X1、2X2、4X1l1 和 4X2 块 及 其 代表 的 积 如 图 6 所 示 。 

对 应 于 卡 诺 图 中 全 是 1 的 块 的 字面 值 之 积 称 为 极 小 化 函数 的 隐 含 。 如 果 这 个 全 1 的 块 没有 
包含 在 一 个 更 大 的 由 1 组 成 的 表示 更 少 字面 值 的 积 的 块 中 ， 则 称 它 为 素 隐 含 。 

我 们 的 目的 是 在 图 中 标 出 最 大 可 能 块 ， 然 后 用 最 大 块 优 先 法 则 以 最 少 的 块 覆盖 图 中 所 有 的 
1。 最 大 可 能 的 块 总 是 会 被 选取 ， 但 如 果 卡 诺 图 中 只 有 一 个 块 覆 盖 一 个 1， 则 必须 选取 它 ， 这 
样 的 块 表 示 本 原 素 隐 含 。 通 过 使 用 素 隐 含 对 应 的 块 来 覆盖 图 中 所 有 的 1， 就 可 以 用 素 隐 含 之 和 


= D+ H+ D+ 
a) b) C) 








T= Ty + XZ+ XV + XYz ] = xyz+ xyZ+ xXyZ + xyz + 


Xz + y+ Xt+ Xz 
d) e) 


图 6 3 个 变 元 的 卡 诺 图 中 的 块 

来 表达 积 之 和 。 注 意 ， 以 最 少 的 块 履 盖 所 有 的 1 可 能 有 不 止 一 种 方法 。 

例 3 说 明了 如 何 使 用 三 变 元 卡 诺 图 。 

品格 ) 用 卡 诺 图 最 小 化 下 列 积 之 和 展开 式 ; 

(a) 工 y 之 十 工 y 二 十 ZVZ 十 立 了 之 

(bz yz zyzt+zryzir yiryz 

(c)zyz+ zyz+ ryztryz+ryz+ryzt+ryz 

(d)zxyzi+zyziryziryz 

解 ” 这 些 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 7 所 示 。 块 的 分 组 表明 ， 这 些 积 之 和 展开 式 的 最 小 表 
达 式 为 : a)zxz 十 yz 十 zyz;y b)y 十 Tz; c)z 十 y 十 zi; d)xz 十 Ty。 在 d) 中 ， 注 意 素 隐 售 zz 和 工 y 
是 本 原 素 隐 含 ， 但 素 隐 含 yz 则 不 是 本 原 的 ， 因 为 它 覆 盖 的 方 格 被 其 他 两 个 素 隐 含 覆盖 了 。 恒 





yz yz yz yz 





7 三 变 元 卡 诺 图 的 使 用 


四 变 元 卡 诺 图 是 被 分 成 16 个 方 格 的 正方 形 ， 这 些 方 格 代表 由 4 个 变 元 组 成 的 16 个 可 能 的 
极 小 项 。 一 种 画 四 个 变 元 卡 诺 图 的 方法 如 图 8 所 示 。 
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两 个 方 格 是 相 邻 的 当 且 仅 当 它们 表示 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 一 样 。 因 此 ， 每 个 方 格 都 
与 另外 4 个 方 格 相 邻 。4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 可 以 
认为 是 贴 在 圆 环 面 上 ， 因 此 相 邻 的 方 格 具有 公共 的 边界 ( 见 练 
习 28)。4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 也 是 通过 识别 一 些 块 
来 实现 的 ， 这 些 块 可 能 由 2、4、8 或 16 个 方 格 组 成 ， 它 们 代 
表 的 极 小 项 可 以 合并 。 每 个 表示 极 小 项 的 方 格 都 必须 产生 更 
少 个 字面 值 的 积 ， 或 者 包含 在 展开 式 中 。 在 图 9 中， 给 出 了 
一 些 块 的 例子 ， 这 些 块 表 示 3 个 字面 值 的 积 、2 个 字面 值 的 积 
或 1 个 字面 值 的 积 。 

就 像 2 个 或 3 个 变 元 卡 诺 图 一 样 ， 我们 的 目的 也 是 在 图 
中 标 出 1 构成 的 对 应 于 素 隐 含 的 最 大 块 ， 然 后 用 最 大 块 优先 
法 则 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1。 也 总 是 使 用 最 大 可 能 块 。 例 4 
说 明了 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 。 








XZ = WXYZ + WUXTZ 十 z= WXyZ + Wryz wiyz 
WXyz + Wxyz MXVZ + WE + Wi + WXYZ + PXT 
C) d) 
9 四 变 元 卡 诺 图 中 的 块 
忆 喇 ) 用 卡 诺 图 化 简 下 列 积 之 和 展开 式 ， 


a)wryzt wryzt wry z+ wryzt wr yt wr yuwr ywUryTwUryz 





bwz yztwryztiwryztwr yztur yz wry zwry 


估 守 疙 
解 这些 展 开 式 的 卡 诺 图 如 图 10 所 示 。 用 所 示 的 块 可 导出 如 下 的 积 之 和 : a)rwyz 十 wzxxz 十 
wry 二 wry 二 wr yz; b)yz 二 wzxy 十 XZ; Cc)z 十 Wz 十 wxXy。 读 者 应 该 确定 ， 在 每 部 分 中 是 否 
可 能 选择 其 他 的 块 ， 它 们 导致 表示 这 些 布尔 函数 的 不 同 积 之 和 。 本 





10 ”四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 


卡 诺 图 可 以 实际 用 于 化 简 五 变 元 或 六 变 元 的 布尔 了 消 数 ， 但 对 更 多 变 元 的 布尔 函数 就 很 少 使 
用 卡 诺 图 了 ， 因 为 它们 非常 复杂 。 然 而 ， 卡 诺 图 中 用 到 的 概念 在 更 新 的 算法 中 起 着 重要 的 作 
用 。 而 且 ， 掌握 这 些 概 念 有 助 于 理解 这 些 新 算法 及 实现 算法 的 计算 机 辅助 设计 (CAD) 程 序 。 在 
介绍 这 些 概念 时 ， 会 用 到 前 面 化 简 三 变 元 、 四 变 元 布尔 函数 的 内 容 。 

用 于 化 简 两 变 元 、 三 变 元 和 四 变 元 布尔 荫 数 的 卡 庄 图 分 别 是 用 2X2、2X4 和 4X4 的 矩形 
构建 的 。 而 且 ， 在 项 行 和 底 行 、 最 左 列 和 最 右 列 中 的 相应 方 格 是 相 邻 的 ， 因 为 它们 表示 的 极 小 
项 只 有 一 处 字面 值 不 同 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 构造 有 4 个 以 上 变 元 的 布尔 函数 卡 诺 图 。 我 们 
使 用 包含 2"4 行 和 2 列 的 矩形 (这 些 卡 诺 图 包含 2" 个 方 格 ， 因 为 [n/21 十 Ln/2] 二 xn)。 其 中 行 
和 列 的 安排 需要 满足 如 下 条 件 : 如 果 两 个 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 ， 则 表示 这 两 个 极 小 项 的 
方 格 是 相 邻 的 或 者 通过 特别 指定 相 邻 行 和 相 邻 列 之 后 被 认为 是 相 邻 的 。 因 此 (但 不 只 限于 此 原 
因 )， 用 格雷 码 ( 见 6.5 节 ) 安 排 卡 诺 图 的 行 和 列 。 其 中 通过 指明 1 对 应 于 变量 的 出 现 和 0 对 应 
于 变量 的 补 的 出 现 ， 可 以 将 比特 串 和 积 关 联 起 来 。 例 如 ， 在 一 个 10 变 元 卡 诺 图 中 ， 格雷 码 
01110 标记 的 行 对 应 于 积 x] xz; x3 XX Xs 。 

用 于 化 简 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 有 两 行 两 列 。 行 和 列 均 用 格雷 码 11、10、00、01 
来 安排 。 行 分 别 表示 积 wz、 了 包工 、 取 工 各 wz 。 列 分 别 对 应 积 yz、yz、yz 和 yz。 使 用 格雷 码 并 
上 且 认 为 第 1 行 和 最 末 行 、 第 1 列 和 最 末 列 的 方 格 相 邻 ， 我 们 确保 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 极 小 项 
总 是 相 邻 的 。 4 

6G 有 为 了 化 简 五 变 元 的 布尔 函数 ,我 们 使 用 2 二 8 列 和 2: 二 4 行 的 卡 诺 图 。 使 用 格雷 码 
11、10、00、01 标记 4 行 , 分 别 对 应 于 mmz 、z ZX, 、zi xX。 和 zx,。 使 用 格雷 码 111、110、 
00 101, 61， O00、 出、 人 0 标记 明 放 ; 全 别 对 谋 项 加入 太志 总 划 而 。 鸭 | 醒 玖 ， 
Zi Ti 、ZX Ty X;、ZsT4 zi 和 xsxxs。 使 用 格雷 码 标记 行 和 列 确保 相 邻 方 格 表 示 的 极 小 项 只 在 
一 个 变 元 上 不 同 。 然 而 ， 要 确保 所 有 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 极 小 项 表示 的 方 格 是 相 邻 的 ， 我 们 
认为 顶 行 和 底 行 的 方 格 是 相 邻 的 ,第 1 列 和 第 8 列 、 第 1 列 和 第 4 列 、 第 2 列 和 第 7 列 、 第 3 
列 和 第 6 列 、 第 5 列 和 第 8 列 的 方 格 是 相 邻 的 (读者 可 上 自行 验证 ) 。 本 

为 了 用 卡 诺 图 化 简 nn 变 元 的 布尔 函数 ， 首 先 应 画 出 合适 大 小 的 卡 诺 图 。 我 们 在 积 之 和 扩展 
式 中 的 极 小 项 对 应 的 所 有 方 格 中 放 入 1， 然 后 确定 函数 的 所 有 素 隐 含 。 要 做 到 这 一 点 ， 我 们 寻 
找 由 2 个 聚 复方 格 ( 全 包含 1) 组 成 的 块 ， 其 中 1 三 kn。 这 些 块 对 应 于 nn 一 kk 个 字面 值 的 积 。 
(练习 33 要 求 读者 对 此 进行 验证 。) 而 且 ， 车 2* 个 方 格 ( 全 包含 1) 的 块 没有 包含 在 一 个 2+! 个 方 
格 ( 全 含 1) 组 成 的 块 中 ， 则 这 2 个 方 格 的 块 表示 一 个 素 隐 含 ， 因 为 没有 一 个 删除 一 个 字面 值 后 
得 到 的 字面 值 积 还 能 用 全 是 1 的 方 格 组 成 的 块 表 示 。 


@ 时 在 化 简 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 有 一 个 表示 两 个 字面 值 之 积 的 8 个 方 格 全 是 1 的 
块 ， 若 它 没 有 包含 在 一 个 16 个 方 格 全 是 1 上 且 表示 单个 字面 值 的 块 中 ， 则 此 块 是 素 隐 含 的 。 


Links》 
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一 旦 所 有 的 素 隐 含 确定 后 ， 我 们 的 目标 是 找 出 具有 如 下 性 质 的 这 些 素 隐 含 的 最 小 可 能 子 
集 : 子 集中 的 素 隐 含 覆盖 了 卡 诺 图 中 所 有 包含 1 的 方 格 。 首 先 应 选择 本 原 素 隐 含 ， 因 为 每 个 本 
原 素 隐 含 由 一 个 块 表 示 ， 这 个 块 覆盖 了 不 能 由 其 他 素 隐 含 覆 盖 的 是 1 的 方 格 。 然 后 增加 其 他 素 
隐 含 以 确保 覆盖 图 中 所 有 为 1 的 方 格 。 当 变 元 的 数量 较 大 时 ， 这 最 后 一 步 会 极为 复杂 


8.4.3 无 须 在 意 的 条 件 

在 某 些 电 路 中 ， 由 于 输入 值 的 一 些 组 合 从 未 出 现 过 ， 所 以 我 们 只 关心 电路 对 输入 值 的 其 
他 组 合 的 输出 ， 这 使 得 我 们 在 生产 具有 所 需 输 出 的 电路 时 有 很 大 自由 ， 因 为 对 于 所 有 不 出 现 
的 输入 值 的 组 合 ， 其 输出 值 可 以 任意 选择 。 这 种 组 合 的 函数 值 被 称 为 无 须 在 意 的 条 件 。 在 
卡 诺 图 中 ， 对 于 那些 其 函数 值 可 以 任意 选择 的 变 元 值 组 合 ， 用 4d 对 其 做 记号 。 在 化 简 过 程 
中 ， 我 们 可 以 将 这 些 输 入 值 的 组 合 赋值 1]|， 以 便 在 卡 诺 图 中 得 到 最 大 的 块 。 例 8 说 明了 这 
十 版 5 

用 二 进 制 数字 对 十 进 制 表 达 式 进行 编码 的 一 种 方法 是 : 对 十 进 制 表达 式 中 的 每 一 位 ， 
Me ee 例如 ，873 的 编码 为 100001110011。 十进制 表达 式 
的 这 种 编码 方式 称 为 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 因 为 有 16 个 4 位 二 进 制 数 ， 但 只 有 10 个 十 
进 制 数字 ， 所 以 还 有 6 个 4 位 二 进 制 数 没 有 用 于 对 数 进行 编码 。 假 设 现在 需要 构造 一 个 电路 ， 
如 果 十 进 制 数 大 于 或 等 于 5， 则 输出 1; 车 十 进 制 数 小 于 5， 则 输出 0。 怎么 仅 用 与 门 、 或 门 和 
反 相 髓 来 构造 这 个 电路 ? 

解 ” 以 F(w，x，y，z) 表 示 此 电路 的 输出 ， 其 中 wzyz 是 一 个 十 进 制 数 的 二 进 制 扩展 
式 。F 的 值 如 表 1 所 示 , 图 11a 是 下 的 卡 诺 图 ， 其 中 无 须 在 意 位 置 都 是 4。 我们 可 以 将 4 
包括 在 块 中 或 者 将 它 剔 除 ， 这 样 块 就 有 很 多 可 能 的 选择 。 例 如 ， 如 果 剔 除 所 有 的 & 方 格 ， 
则 形成 如 图 11b 所 示 的 块 ， 所 产生 的 表达 式 为 记 Zy 十 zy 十 rrzz。 如 果 包 括 某 些 & 而 剔除 
其 余 的 ， 则 形成 的 块 如 图 11c 所 示 ， 且 所 产生 的 表达 式 为 wx 十 wry 十 Tyz。 最 后 ， 如 果 包 
括 所 有 的 & 块 ， 且 使 用 如 图 11d 所 示 的 块 ， 则 产生 最 简单 的 积 之 和 展开 式 ， 即 F(x，y， 
z) 二 忆 十 Ty 十 XX 之 。 本 





8. 4.4” 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 

我 们 已 经 看 到 ， 可 以 用 卡 诺 图 将 布尔 函数 展开 为 形 如 积 之 和 的 极 小 表达 式 。 但 当 变 元 超过 
4 个 时 ， 卡 诺 图 就 变 得 难以 使 用 。 而 且 ， 卡 诺 图 的 使 用 还 要 依赖 于 用 目测 方法 将 项 分 成 组 。 鉴 
于 这 些 原因 ， 需 要 可 以 机 械 化 的 过 程 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 奎 因 - 葛 可 拉 斯 基 方法 就 是 这 样 一 
种 过 程 ， 它 可 以 用 于 含有 任意 多 个 变 元 的 布尔 函数 。 此 方法 是 由 又 .V 奎 因 和 E.J 英 可 拉 斯 基 
于 20 世纪 50 年 代 提出 的 。 奎 因 - 英 可 拉 斯 基 方 法 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 寻找 可 能 包含 在 积 
之 和 的 最 小 展开 式 中 的 候选 项 ， 第 二 部 分 才 确 定 哪 些 项 将 真正 使 用 。 下 面 用 例 9 来 说 明 这 个 过 
程 是 怎样 通过 将 隐 含 合并 到 含有 更 少 字 面值 的 隐 含 来 进行 的 。 





C) d) 
图 11 表明 其 无 须 在 意 位 置 的 卡 诺 图 


下 面 说 明 怎 么 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 寻找 等 价 于 xyz 十 X yz 十 TXyz 十 区 yz 十 区 yz 的 极 
小 展开 式 。 

我 们 用 比特 串 来 表示 此 展开 式 中 的 极 小 项 。 如 
果 工 出 现 ， 则 第 一 位 为 1; 如果 并 出 现 ， 则 第 一 位 为 
0。 如 果 y 出 现 ， 则 第 二 位 为 1; 如 果 y 出 现 ， 则 第 
二 位 为 0。 如 果 zz 出现， 则 第 三 位 为 1; 如果 z 出 现 ， 
则 第 三 位 为 0。 然 后 根据 对 应 比特 串 中 1 的 个 数 来 对 
这 些 项 进行 分 组 。 这 些 信息 如 表 2 所 示 。 

可 以 合并 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 。 所 以 ， 
对 于 两 个 可 以 合并 的 极 小 项 ， 在 表示 它们 的 比特 串 中 ，1 的 个 数 仅 相差 1。 当 两 个 极 小 项 合并 
成 一 个 积 时 ， 这 个 积 只 含有 两 个 字面 值 。 两 个 字面 值 的 积 可 以 如 下 表示 : 以 短 划 线 来 表示 没有 
出 现 的 变 元 。 例 如 ， 比 特 串 101 和 001 所 表示 的 极 小 项 x yz 和 x yz 可 以 合并 成 yx， 而 yz 可 以 
用 比特 串 -01 表示 。 表 3 列 出 了 所 有 可 以 合并 的 成 对 极 小 项 以 及 它们 合并 后 所 产生 的 积 。 

下 一 步 ， 对 于 由 两 个 字面 值 构成 的 积 ， 如 果 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 ， 则 将 它们 合并 成 一 个 
字面 值 。 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 的 条 件 是 : 它们 所 包含 的 字面 值 是 两 个 相同 变 元 的 字面 值 ， 并 
且 只 有 其 中 一 个 变 元 的 字面 值 不 一 致 。 就 表示 这 些 积 的 串 来 说 ， 它 们 必定 在 相同 位 置 有 一 个 短 
划 线 ， 且 在 其 余 的 两 个 位 置 中 必定 有 一 个 位 置 的 内 容 不 相同 。 我 们 可 以 将 串 -11 和 -01 所 表示 
的 积 yz 和 yz 合并 成 >， 并 用 串 -1 表示 。 所 有 能 够 以 这 种 方式 合并 的 项 如 表 3 所 示 。 
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在 表 3 中 ， 我 们 还 指出 了 哪些 项 可 以 用 来 形成 更 少 字 面值 的 积 ， 在 极 小 展开 式 中 不 需要 这 
些 项 。 下 一 步 是 找 出 积 的 一 个 极 小 集合 ， 使 之 可 以 用 来 表示 此 布尔 函数 。 我 们 从 那些 还 没有 被 
用 来 形成 更 少 字 面值 之 积 的 积 着 手 。 再 下 一 步 ， 我 们 构造 表 4， 通 过 合并 原来 项 所 形成 的 每 一 
个 候选 积 构成 此 表 的 行 ， 原 来 的 项 构成 列 。 如 果 积 之 和 展开 式 中 原来 的 项 被 用 来 形成 这 个 候选 
积 ， 则 在 相应 的 位 置 打 上 X 关 ， 此 时 称 此 候选 项 覆盖 了 原来 的 极 小 项 。 我 们 需要 至 少 一 个 积 ， 它 
覆盖 原来 的 每 一 个 极 小 项 。 因 此 ,一 旦 此 表 的 某 一 列 只 有 一 个 X， 则 此 XX 所 在 的 行 所 对 应 的 积 
必定 被 使 用 。 从 表 4 可 以 看 出 ，z 和 zy 都 是 必需 的 。 所 以 ， 最 后 的 答案 是 z 十 Ty。 a 

就 像 例 9 所 说 明 的 那样 ， 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 用 下 面 一 系列 步骤 来 化 简 一 个 积 之 和 展开 式 。 

1) 将 由 冯 个 变 元 构成 的 每 一 个 极 小 项 表示 成 一 个 长 度 为 半 的 比特 串 ， 如 果 志 出 现 ， 则 比特 
串 的 第 ;个 位 置 为 1; 如 果 z; 出 现 ， 则 比特 串 的 第 i 个 位 置 为 0。 

2) 根 据 串 中 1 的 个 数 将 串 分 组 。 

3) 确 定 所 有 这 样 n 一 1 个 变 元 的 积 ， 它们 可 以 通过 取 展 开 式 中 极 小 项 的 布尔 和 得 到 。 将 能 够 
合并 的 极 小 项 表示 成 比特 串 ， 且 这 些 串 只 在 一 个 位 置 不 相同 。 将 这 些 n 一 1 个 变 元 的 积 用 如 下 
的 串 表 示 : 如 果 x; 出 现在 此 积 中 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 1; 如 果 Z; 出 现 ， 则 此 位 置 为 0; 如 
果 此 积 中 没有 涉及 x; 的 字面 值 ， 则 此 位 置 为 短 划 线 。 





4) 确 定 所 有 这 样 n 一 2 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 取 为 在 前 一 个 步骤 形成 的 n 一 1 个 变 元 的 积 的 
布尔 和 。 将 能 够 合并 的 n 一 1 个 变 元 的 积 ， 表示 成 如 下 的 串 : 在 同一 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 只 
在 一 个 位 置 不 相同 。 

5) 只 要 可 能 ， 继 续 将 布尔 积 合并 成 更 少 变 元 的 积 。 

6) 找 到 所 有 这 样 的 布尔 积 : 它们 虽然 出 现 ， 但 还 没有 被 用 来 形成 少 一 个 字面 值 的 布尔 积 。 

7) 找 到 这 些 布尔 积 的 最 小 集合 ,使 得 这 些 积 之 和 表示 此 布尔 涌 数 。 这 可 以 用 如 下 方法 来 完 
成 : 构造 一 个 表 ， 列 出 哪些 积 覆 盖 了 哪些 极 小 项 。 每 一 个 极 小 项 必定 被 至 少 一 个 积 覆 盖 。 使 用 
此 表 的 第 一 步 是 找到 所 有 的 本 原 素 隐 含 。 每 个 本 原 素 隐 含 必须 被 包含 ， 因 为 它 是 覆盖 某 个 极 小 
项 的 唯一 素 隐 含 。 如 果 找 到 了 本 原 素 隐 含 ， 就 可 以 通过 除去 由 此 素 隐 含 覆 盖 的 极 小 项 的 行 化 徐 
此 表 。 第 二 步 ， 去 掉 所 有 满足 如 下 条 件 的 素 隐 含 ， 此 素 隐 含 覆 盖 一 个 极 小 项 集合 ， 此 极 小 项 集 
合 被 另 一 个 素 隐 含 覆 盖 ( 读 者 应 该 证 明 ) 。 第 三 步 ， 从 表 中 去 掉 满 足 如 下 条 件 的 极 小 项 所 在 的 
行 ， 覆 盖 此 极 小 项 的 某 些 素 隐 含 也 覆盖 另 一 个 极 小 项 。 首 先 找到 必须 被 包含 的 本 原 素 隐 含 ， 然 
后 去 掉 元 余 的 素 隐 含 ， 最 后 找到 可 以 被 忽略 的 极 小 项 ， 和 迭代 此 过 程 直 到 此 表 不 再 改变 为 止 。 这 
里 使 用 回溯 过 程 寻找 最 优 解 ， 为 覆盖 所 有 的 字面 值 积 逐 步 添加 素 隐 含 以 寻找 可 能 的 解 ， 在 每 一 
步 都 与 已 经 找到 的 最 优 解 进行 比较 。 

最 后 一 个 例子 说 明了 怎么 用 这 个 过 程 来 化 简 4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 


布尔 代数 399 


用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 积 之 和 展开 式 wzyz 十 wxyz 十 WXy z 十 Wryz 十 Wr yz 十 
WIYZTWwT YZ 

解 ” 首 先 将 极 小 项 表示 成 比特 串 ， 然 后 根据 比特 串 中 1 的 个 数 来 对 项 进行 分 组 ， 如 表 5 所 
示 。 表 6 给 出 了 所 有 由 这 些 积 的 布尔 和 得 到 的 布尔 积 。 
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没有 被 用 来 形成 更 少 变 元 之 积 的 只 有 wz、wyx、wzxy 和 zyz。 表 7 表明 了 每 个 这 样 的 积 覆 
盖 的 极 小 项 。 为 覆盖 这 些 极 小 项 ， 必 须 包 括 wz 和 yz=， 因 为 它们 是 分 别 覆 盖 zwzyz 和 zzy = 的 
唯一 的 积 。 一 且 将 这 两 个 积 包括 进来 ， 我 们 就 可 以 看 到 ， 剩 下 的 两 个 积 中 只 有 一 个 是 必要 的 。 


因此 ，zz 十 zyzx 十 由 Zy 或 者 zz 十 wwyz 十 zyz 都 可 以 被 看 作 最 后 答案 。 | 
表 7 
sz | | >” | | | x | x 
we lm | 
WE | | -小 | | 
zy | | >x | | | | x 
奇数 编号 练习 


1. 3a) 画 出 二 变 元 顶 数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy 的 方 格 中 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 极 小 项 是 什么 ? 
3. 画 出 下 列 两 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 
a)ry b)zxyt+xy crytry try Try 
5. a) 夯 出 三 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy z 的 方 格 里 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表 示 的 极 小 项 是 什么 ? 
7. 画 出 下 列 三 变 元 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


9, 


11, 


13. 


15, 


17. 


19. 


* 21, 


23, 
2S， 
27, 
29. 
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a)ryz b)zxyz+zxzyz CTYyZT ryZH ry zr yz 

构造 F(x，y，z) 二 zz 十 Tyzx 十 yz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 F(z，y，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 
隐 含 。 

画 一 个 4 立方体 Q,， 用 布尔 变 元 w、x、y 和 z 组 成 的 极 小 项 标记 每 一 个 顶点 ， 这 些 项 与 顶点 表示 的 
比特 串 关联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 字面 值 ， 指 出 哪个 3 立方 体 Q 表示 这 个 字面 值 且 是 Q, 的 子 图 ， 
指出 哪个 2 立方 体 Q: 表示 积 wz、zxy 和 yz 且 是 Q, 的 子 图 。 

a) 画 出 四 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 wxzy z 所 表示 的 方 格 里 填 和 信 1。 

b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 极 小 项 是 什么 ? 


在 表示 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 找 出 对 应 于 下 列 积 的 方 格 。 
a) Xi Xs Ts TR b) xivsrs C) zo X14 
d) x3 Tg €) Ta f) zs 


a) 六 变 元 盟 数 的 卡 诺 图 具有 多 少 个 方 格 ? 

b) 在 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 方 格 ， 有 多 少 个 方 格 与 之 相 邻 ? 

在 六 变 元 布尔 函数 的 4X16 卡 诺 图 中 ， 若 用 格雷 码 1111、1110、1010、1011、1001、1000、0000、 
0001、0011、0010、0110、0111、0101、0100、1100、1101 标记 列 ， 用 11、10、00、01 标记 行 ， 则 
哪些 行 和 列 应 当 相 邻 才 可 使 得 恰 在 一 个 字面 值 处 不 同 的 极 小 项 的 方 格 相 邻 ? 

假设 一 个 委员 会 中 有 5 个 成 员 ， 其 中 的 施 密斯 和 琼斯 的 投票 总 与 马 库 斯 的 投票 相反 。 试 用 这 个 投票 
关系 设计 一 个 电路 ， 实 现 此 委员 会 的 多 数 表决 器 。 

使 用 奎 因 - 葛 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 12 中 的 积 之 和 展开 式 。 

使 用 奎 因 - 葛 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 14 中 的 积 之 和 展开 式 。 

用 练习 26 的 方法 化 简 和 之 积 展开 式 (z 十 y 十 z)(z 十 y 十 z)(z 十 yY 二 zz)(z 十 y 十 z<)(CZ 十 y 十 =) 。 

用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 使 得 当 输 入 的 十 进 制 数字 可 以 被 3 整除 时 输出 1， 否则 输出 0。 
其 中 输入 的 十 进 制 数字 是 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 


对 于 练习 30 一 32， 在 所 给 的 卡 诺 图 中 ， 愉 表示 无 须 在 意 的 条 件 。 试 找 出 它们 的 极 小 积 之 和 展开 式 。 


S31 


33， 


yz 汪 下 这 





证 明 : & 个 字面 值 的 积 对 应 于 n 立方 体 Q, 的 2“ 维 子 立方 体 ， 其 中 立方 体 的 顶点 对 应 于 标识 顶点 的 
比特 串 表 示 的 极 小 项 ， 如 6. 2 节 例 8 的 描述 。 
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快速 阅读 31 个 简短 的 章节 。 
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